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ABSTRAK

Sistem persamaan linier A% = b dengan A matriks 7 X n dimana m > n
dikatakan overdetermined system. Dalam tulisan ini dikaji karakteristik solusi
kuadrat terkecil pada overdetermined system untuk memperoleh solusi aproksi-
masi pada inconsistent system. .

Solusi kuadrat terkecil memenuhi AT(b — A%) = 0, persamaan normal,
bersifat tunggal jika rank(A) = n, dan jika rank(A) < n maka himpunan semua
solusi kuadrat terkecilnya yaitu 8 = {# = £ + 2|z € N(A)} dengan N (A) adalah
ruang null dari A.

Kata kunci : sistem persamaan linier, overdetermined system, inconsistent sys-
tem, persemaan normal, rank, ruang null,



DAFTAR ISI

ABSTRAK vii
DAFTAR ISI viii
DAFTAR GAMBAR x
I PENDAHULUAN |
1.1 Lajar Belakang e e+ 0 W - - o= s - B 1
1.2 Pelumusan Masdlgli 4 .o oy giaae . - - - b 2
1.3 Pembatasan Masalah . . . . . . . . . . . ...t un . 2
14 TaguaR oL . . .. . . B4 Y R - k. - 0} 2
15 SistematikaPenulisan l.R . - . 0 o . . . . v . oo wn b 2
II LANDASAN TEORI 4
2.1 SistemPersamaa IO - = : o v v s s w s s 5 7 55 e - - . 4
2.2 Teorl MBS . L. . < e il Sy, . T . . 5
2.3 Vektor, Ruang Vektor, dan Subruang ... . .., v . . o oo 0 T
2.4 Hasil Kali Dalam, Norm dan Norm Euclidean . . ... ... ... 10
2.5 Transformasi Linierdari R*" ke R™ . ... ... .......... 11
26 SubruangOntogonal . . .......c..580a58 00505 50 14
2.7 ProyelsiOrtogenl . . . .. .. ..coveimmwesi®asanso 15

viil



IITPEMBAHASAN
3.1 Karakteristik Solusi Kuadrat Terkecil . . . . ... ... ... ...

3.2 Proyeksi Ortogonal pada Masalah Kuadrat Terkecil . . . ... ..

IVPENUTUP

DAFTAR PUSTAKA

18

18

26

33

33

34

35



2.5.1
2.7.2

2.7.3

3.1.1

3.2.2

DAFTAR GAMBAR

Operator Proyeksi . . . .. ... ... . ... .. .. ..... 13
Proyeksi Ortogonal wpada W . . . .. ... ... . ... ... 15
|l — || diminimalkan oleh W =projwd . ........... 16
Interpretasi Geometri dari Sifat Kuadrat Terkecil . . . . , . . 25
Proyeksi Ortogonal bpada 8. . . . . . o oo oo, 27



BAB II
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diuraikan beberapa definisi dan teorema. yang berkaitan

dengan karakteristik solusi kuadrat terkecil.

2.1 Sistem Persamaan Linier

Persamaan linier dalam n peubah z;, z;, ---, z, adalah persamaan
yang dapat dinyatakan dalam bentuk a;z, + @azs + --- + @z, = b, dimana
ai, az, ---, @, dan b adalah konstanta-konstanta riil. Sebuah himpunan ber-
hingga dari persamaan-persamaan linier dalam peubah zi, z2, :--, z, di-
namakan sistem persamaan linier. Sebuah sistem persamaan linier mempunyai

bentuk sebagai berikut:
a11%1 + G122 + -+ - + Q1aTn = b1

091%1 + GaoTs + -+ + Qon%n = bo
(2.1.1)

@1 Z1 + 8maZa + -+ + GmnTn = by



dan dapat ditulis sebagai AT = b dengan:

[ ’ [ ] [
@y Q12 -+ QGig I b
Go1 Gz - Q2o N - by
A= , T = dan, b= . (2.1.2)
Gm1 Am2 * Omn Ty bm

Jika A adalah matriks dengan m baris dan n kolom dimana m > n maka sistem

linier tersebut disebut overdetermined system.

2.2 Teori Matriks

Suatu matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-
bilangan, bilangan ini disebut dengan entri matriks. Suatu matriks yang hanya
terdiri dari satu kolom disedut dengan matriks kolom (atau vektor kolom)
dan suatu matriks yang hanya terdiri dari satu baris disebut matriks baris
(atau vektor baris). Sebuah matri‘ks dengan n baris dan n kolom dinamakan
matriks kuadrat berorde n. Jika A adalah sebarang matriks kuadrat, renk
dari A, ditulis rank(A) adalah jumlah baris tak nol dari bentuk eselon baris yang
tereduksi dari A.

Suatu matriks A dikatakan berbentuk matriks eselon baris yang tereduksi

jika matriks tersebut mempunyai sifat-sifat berikut:

1. Jika satu baris tidak seluruhnya terdiri dari nol, maka bilangan taknol per-

tama pada baris itu adalah 1. Bilangan 1 ini disebut sebagai 1 utama.

Ay




Teorema 2.2.3. [3] Jike ukuran matriks sedemikian rupa sehingge operasi-operast

berikut dapat dilakukan, make
L (AT =4
2. (A+B)T = AT+ BT dan (A— B)T = AT - BT
3. (kAT = kAT
4. (AB)T = BTAT

Suatu matriks simetris A dikatakan definit positif jika 27 AZ > 0, dan semi

definit positif jika 2T AZ > 0 untuk semua Z [2].

2.3 Vektor, Ruang Vektor, dan Subruang

Vektor dapat dinyatakan secara geometrik sebagai ruas garis terarah atau
anak panah, arah anak panah menunjukkan arah vektar dan panjang anak panah
menggambarkan besarannya. Suatu ruang vektor V atas lapangan I adalah
himpunan tak kosong V' yang memuat vektor 0 dan dilengkapi dengan operasi

penjumlahan dan perkalian skalar sehingga dipenuhi [4]:

1. Untuk semua u, ¥, @ € V berlaku



(d) 0+7=7
(e) Terdapat —@ € V sehingga @+ (—@) =0
2. Untuk semua. %, ¥ € V dan «, § € F berlaku

() ai eV
(b) li=1u
(¢) a(té + %) = ati + v
(d) (a+p)0=av+ pv
(¢) (af)i = a(59).

Definisi 2.3.4. [3] Suatu subhimpunan W dari suaty rueng vektor V' disebut

subruang dori V jika W itu sendiri merupaken suatu ruang vektor di bawaeh pen-

jumlahan dan perkalian skalar yang didefinisikan pada V.

Definisi 2.3.5. [5] Misalkan 01,72, - - ,Un adalah vektor-vektor dan 1,79, , Ty
adalah skalar-skalar. Vektor @ = riv) +rata+- - - + 1o, dikatekan sebagai kombi-
nast linier dari ¥, s, - - - , U,. Himpunan semua kombinasi linter dari ¥y, s, -+ - , Uy

disebut span dari ¥y, 0s, - - - , U, dan ditulis span{D, Vs, - ,Tp}.

Definisi 2.3.6. [5] Koleksi vektor-vektor U1, Us, - - - , U, dikatakan bebas linier jika
1,72, ,Tn adalah skalar-skalor dan rTy +rota+- - - +1aT, = 0, hanya dipenuhi

olehry =0,r=0,--- ,r, = 0. (Dengen keta lain, cara untuk mengungkapkan 0



2. A mempunyai rank n
3. vektor-vektor kolom dari A adalah bebas linier

Teorema 2.3.11. [3] Jika A adalah sebuch matriks m X n, maka pernyataon-

pernyatean berikut ini adalah ekuivalen

1. A memiliki vektor-vektor kolom yang bebas linier

2. AT A dapat dibalik

2.4 Hasil Kali Dalam, Norm dan Norm Euclidean
(o] *

T3

Lo
Misalkan vektor #, 7 € R® dengan R"™ = { |z;eR,i=1, 2, ---

Tn

maka hasil kali dalam Euclidean pada R™ adalah
(T, 6) = v +uga + - - - + UpUy.

Definisi 2.4.12. [5] Misalkan V suatu ruang vektor riil. Hasil kali dalam riil

terhadap V adalah fungsi bernilai il terhadap V' X V, biasanya ditunjukken oleh

(, ) yang memenuhi:
1. {#,?) = (¥, ) untuk semue ¥,% € V.

2. (kV,4) = k (¥, 4) untuk semua k € R den ¥, 4 € V.
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3. ('ﬁl +172,ﬁ) = (’(_1'1,?1') + (ﬁz,ﬁ) untuk semua ‘l_!:, 1_)’1,'172 eV.

4. {T,7) > 0 untuk semua ¥ € V don (7,7) = 0 jika hanye ¥ = 0.

Panjang dari suatu vektor i sering disebut sebagai norm dari % dan dinya-

takan dengan ||ii]|. Secara umum sebuah norm pada R didefinisikan dengan

n 1/p
lill, = (Z !wl”) (2.4.1)

=1
untuk setiap bilangan riil p > 1. Secara khusus, jika p = 2, maka persamaan

(2.4.1) menjadi

n 1/2
[l = (Z |u,-|2) : (2.4.2)

=1

Persamaan (2.4.2) disebut dengan norm Euclidean.

Teorema 2.4.13. [3] Jika @ dan ¥ adeleh vektor-vektor pada R™ dan k adalah

suatu skalar sebarang, maka
L @ =0
2. llé@|| = 0 jike dan hanya jike & =0
8. [kt = [&{|]

4. [[Z+7) < @l + [|9]] (Ketidaksamaan Segitiga).

2.5 'Transformasi Linier dari R* ke R™

Jika domain dari suatu fungsi f adalah R™ dan kodomainnya adalah R™,

maka, f disebut sebagai transformasi dari R® ke R™ dan dinyatakan bahwa fungsi

11




atau dalam notasi matriks

Ws

wﬂ’l

sistem (2.5.4) ditulis lebih singkat dengan:

ap

ag

Am1

W = AZT.

13

a2

(2

= = x
a1n Iy
agy T2

(2.5.4)
amn 2“71

Matriks A = [a;;] disebut matriks standar untuk transformasi linier 7.

Salah satu operator linier vang penting pada R? dan R?® adalah operator

yang menghasilkan proyeksi (operator proyeksi).

~

y

=y

=

y
(x.y)

e

Gambar 2.5.1. Operator Proyeksi

Perhatikan operator T : R? — R? yang memetakan setiap vektor ke proyeksi

ortogonalnya pada sumbu z (Gambar 2.5.1). Persamaan-persamaan yang

13
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mengaitkan komponen-komponen dari ¥ dan w = T'(Z) adalah

wy=z=z+ 0y

—
b
on
cn

p—

wy =0 =0z + Oy

atau dalam bentuk matriks

Persamaan-persamaan pada (2.5.5) adalah linier, sehingga T adalah suatu

operator linier dan matriks standar untuk 7" adalah

—
-
(e

7] =
00

Secara umum, operator proyeksi (operator proyeksi ortogonal) pada R?
atau R3 adalah operator sebarang yang memetakan setiap vektor ke proyeksi

ortogonalnya pada suatu garis atau suatu bidang yang melewati titik asal.

2.6 Subruang Ortogonal

Dua vektor taknol tegak lurus (ortogonal) jika dan hanya jika hasil kali

titiknya adalah nol.

Definisi 2.6.14. [7] Dua subruang X dan Y dari R™ dikatakan ortogonal jika

ZTy = 0 untuk setiap ¥ € X dany € Y. Jika X dan'Y ortogonal, ditulis X LY .

Definisi 2.6.15. [7]. Misalkan Y subruang dari R". Himpunan semua vektor-
vektor di R" yang ortogonal pada setiap vektor di Y akan dinotasikan dengan Y.

14




V, didefinisikan proyeksi ortogonel dari @ pade U dengan

) < (&)
projs(i) N (2.7.1)

17



atau _ o _

" Q:(t1) Dofty) --- Dp(ty) ]
Y2 Di(ta) Dofta) -+ Dplte) Ty
= . (31.2)
i Ym (I)I (tm) (I’2(tm) e (I)n (tm) _] In
persamaan (3.1.2) menjadi
b1 a11 G2 -+ Q1p I
by Qg1 Qg2 --- Qin Ta
i bm i L Cm1 Qm2 Amn N Tn g
atau
AE =15
dengan
" @y G2 - O T ’- b1
Q21 Q22 - Q2n . T2 o by
A= e dan b=
Al Qma2 -+ Qmp Ty b‘m

Banyak cara untuk mempercleh solusi dari sistem persamaan linier
AL = Eyang tak konsisten, salah satu caranya yaitu dengan mencari solusi T

untuk masalah minimisasi

min [|AZ - bll., A€R™", beR™

19




= (" + (Ae)T) (7 + Ae)
= 717+ 7T (Ae) + (Ae)T7 + (Ae)T (Ae)
= TP+ ((Ae)TA)T 4 (Ae)TF + (Ae)T(Ae)

= 77 4 (T ATAT + (€T AT)F + (Ae)T(Ae)

‘i '%>

7+ (eT(ATA)T + eT(ATF) + (Ae)T(Ae)
= 77 4 (€T0)T + €70 + (Ae)T(Ae)

yvang bernilai minimum ketika Z = Z

(=) Misalkan Z solusi dari persamaan (3.1.3) dan andaikan AT+ = Z # 0. Dengan

mengambil 2 = #+ ¢ untuk suatu skalar €, diperoleh vektor residu

F=b— A%
=7+ A% — A(Z + €2)
=7+ AT — AT — AeZ
=F— cAZ

Selanjutnya dengan mengkuadratkan 7= 7 — eAZ diperoleh
7 = (F — eAZ)T(F — eAZ)

T~ (eAR)T)(7 ~ cAZ)

|
4

“l}%)

F—TeA7 — (eAD)TF + (cAD)TeAZ

“3‘#

7 — T AF — e(AZ)T7 + e(AZ)TeAZ

"?#)

7 — e((AZ)TT)T — e(AZ)TF + e(AD)TeAZ

21




Teorema 3.1.3. [1] Misalkan A € R™*. Matriks AT A adalah definit positif jike

dan hanya jika kolom-kolom dari A adalah bebas linier, yakni rank(A) = n.

Bukti. . - i
11 diz - Qe
g1 Q2 --- Qin
(<=) Misalkan matriks A = = [ & & Ca }, de-
Oml Cmz - Omn
Q14
457
ngan ¢; = €eR™ i=1, 2, ---, n adalah kolom-kolom dari A yang
Ami
[ 3
= Lo '
bebas linier. Jika & # 0 dengan ¥ = , maka terdapat z; # 0. Karena AT i
T
dapat ditulis AT = 216 + 228, + - - -+:1:2,é',,, dan ¢1, Ca, -+, C, bebas linier, maka

T18) + o83 + - - - + 2o, # 0, dengan perkataan lain AZ = 0. Akibatnya

FT(ATA)T = TV AT AT = (AZ)T(A%) = || AZ]jZ > 0

sehingga AT A adalah definit positif.
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# = (ATA)"1A7b. (3.1.5)

-

Jadi, solusi kuadrat terkecil tunggal, dan vektor residu 7= b — A((ATA)~1ATb)

/ R4)
LAVER

Gambar 3.1.1. Interpretasi Geometri dari Sifat Kuadrat Terkecil

Ruang kolom (range) dari matriks A € R™*" didefinisikan dengan
R(A) = {Z = AZ|Z e R*}. (3.1.6)

Himpunan solusi untuk AT# = 0 adalah subruang yang disebut dengan ruang null

(nullspace) dari AT dan ditunjukkan oleh

-,

N(AY) = {7 € R™| ATy = 0} (3.1.7)

dan merupakan komplemen ortogonal pada R™ untuk ruang kolom R(A). Berdasarkan
Teorema 3.1.1, vektor residu 7= b— AZ dari solusi kuadrat terkecil anggota N(AT)

dan dari Gambar 3.1.1 dapat ditulis

b=AZ+7, AZeR(A), 7eNAT).

Jika rank(A) < n maka A mempunyai ruang null nontrivial dan solusi

kuadrat terkecil yang tidak tunggal. Jika # adalah solusi kuadrat terkecil tertentu

25



maka himpunan dari semua solusi kuadrat terkecil adalah
S={Z=Z+ZZcN(A)} (3.1.8)

Jika Z1N(A) maka ||Z]2 = ||Z])2 + ||Z]|2, dan oleh karena itu Z adalah solusi

kuadrat terkecil tunggal dengan norm minimum.

3.2 Proyeksi Ortogonal pada Masalah Kuadrat Terkecil

Misalkan § C R™ adalah subruang, Pg € R™*™ adalah proyektor ortogonal

pada S jika:

1. R(Ps) =S

2. P2= Pq
3. PT =P
4. (I - Pg)? = (I — Ps)

5. (I — Ps)Ps = 0 dan (I — Ps) adalah proyektor untuk komplemen subruang

dari S.
Berikut ini akan diperlihatkan syarat di atas berlaku:

1. Akan diperlihatkan R(Ps) = S. Misalkan S = {b € R™|§ = AZ, % € R},

dan projs?_; sebagai proyeksi ortogonal terhadap b. Maka dapat ditulis:
projsh = 7= AZ

26
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Gambar 3.2.2. Proyeksi Ortogonal b pada S

sehingga berdasarkan (3.1.5) diperoleh
7= A(ATA) 2 ATh

dimana A{ATA)™'AT = Ps adalah matriks proyeksi. Berdasarkan per-

samaan (3.1.6) dapat ditulis
R(Ps) = {F'= Psblb € R™},
sehingga proyeksi dari b adalah
projsh = 7= A(ATA)LATE = A(ATA) AT AZ = A7 =1,
Jadi, terlihat bahwa 5= b dimana 7€ R(P,) dan b € S.
2. P%= Ps dengan Pg = A(ATA)71 AT,
P2 = PsPs = [A(ATAY TAT|[A(AT A) 1 AT)

= A(ATA)1AT A(AT A)LAT

= AI(ATA)1AT

= A(ATA) AT = P

27



3. PI = Pg yang diperlihatkan dengan:
PT = (A(ATA) L ATYT = (ATYT((ATA) )T AT = A(ATA)1AT = Ps
4. (I — Ps)?> = (I — Ps) yang diperlihatksn dengan:
(I - Pg)? = (I — Ps)(I — Ps)
= I? — 2Pg + P2
=] —9Ps+ Py = (I — Ps)
5 (I—Pg)Ps=10

(I -Pg)Ps=IPs—P2=Ps—Ps=0

dan (I — Ps) adalah proyektor untuk komplemen subruang dari S.
Misalkan P, dan P, proyektor ortogonal pada S. Dengan menggunakan
P2 = Ps, PY = Pg untuk semua Z € R™, dipercleh
1P = Pa)2l|2 = (P — P)2)"((Ps — R)2)
= (Z(P - R) ) (P~ P)2)
= (Pl — ETP;P)(Plé'—- PpZ)

=2TPTPZ - " PTRZ - "PJ Pz + 7 PI PZ

= PPZ— TP P72~ T P PiZ+ T P Po7

TP2— TP PZ—~ PPz + T P27



= (ZTPZ— TP P?) + (T RZ — T PP %)
= TP (IZ — B3) + T R(I7 — P,2)

(3.2.1)
=PI - B)Z+ T B(I - P)Z

=0
Berdasarkan Teorema 2.4.13 dan (3.2.1) diperoleh P; = P, dengan kata lain

proyeksi ortogonal adalah tunggal.

?

Berdasarkan interpretasi geometri dari sifat kuadrat terkecil (Gambar 3.1.1)

AZ adalah proyeksi ortogonal dari b pada R(A) yang dapat ditulis sebagai
projriab = AZ
dengan 7= (I — Pp A))I_f, dan pada kasus rank penuh
Preay = A(ATA)1AT.

Berikut beberapa contoh penggunakan hasil di atas untuk memperoleh solusi
aproksimasi tak konsisten sistem
Contoh 1:

Temukan solusi terbaik untuk sistem persamaan linier

—T1+Te = —2
0+2z, =6
$1+3$2=8
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-1 1 -2
Dari gistemn diatas, dengan memisalkan matriks A = | o 2 |, b= 6
1 3 8
1:1 Tt -
dan & = . Akan dicari ¥ = yang menyebabkan vektor AZ — b
T2 L2
-1 1
tegak lurus terhadap ruang kolom dari A yaitu R(A) =span< | o |,| 2| ;.
I 3
. L ) - 2

Berdasarkan Teorema 3.1.1 £ memenuhi

AT(AF—b) =0

atau
AT AF = ATb.
Diperoleh : )
-1 1
-1 01 2 2
ATA= 0 2 —
1 2 3 2 14
-
dan N -
-2
. -1 01 10
ATp = 6 | =
1 2 3 34
| 8]
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sehingga persamaan normalnya adalah

2 2 1 10

2 14 Lo 34

Dari persamaan normal diatas diperoleh solusi terbaik untuk sistem A% = b adalah

] 3
H ) 2
dengan vektor residu:
-1 1 -2 -1 -2 1
3
0 2 -1 6 |=| 4 || 6 =| -2
%
1 3
| il N L LR [ g
Contoh 2:
Diberikan sistem persamaan linier
13 7
]
1 3 =13 (3.2.2) -
Ta
r — 9

13

yang disingkat dengan AZ =b yang tak konsisten dimana A= | 1 3

13

o X |
7
I -
= , dan b= | g |. Ruang kolom dari matriks A adalah sub-
T2
9
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ruang W =span{ [ 1 | - Solusi aproksimasi dari sistem tersebut dapat dipe-

Lt

roleh dengan dua cara ya.ifu:
F
1

1. Pilih vektor w = | 1 | € W maka dari (2.7.1) diperoleh

ol
_— L -
3 i 1 8
0] E—<’w>@'_w _g% e
o i R NP ST e | B
1 1 8
solusi kuadrat terkecil adalah solusi dari sistem
5 - S
l 43 8
]
il i3 =g . (3.2.3)
T2
1 3 8

Jadi, solusi aproksimasi dari sistem (3.2.2) adalah solusi dari sistem (3.2.3)

2. Dengan menggunakan persamaan normal diperoleh

[ | [~
1 3 7
el Y Ingi™%
1 3 -~ 8
3 3 3 T 3 3 3
13 9
3 9 i 24
- . (3.2.4)
9 27 Ty 72

Jadi, solusi aproksimasi dari sistem (3.2.2) yaitu solusi dari sistem (3.2.4).
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan uraian dari bab III, £ adalah solusi kuadrat terkecil yang

merupakan solusi dari masalah minimisasi
min |[AZ — b, A€R™" [ecR™
e
dimana m > n. Karakteristik solusi kuadrat terkecil yaitu:

1. Memenuhi

AT(b - A%) = 0.
dan memenuhi persamaan normal
ATAT = A"b.
2. Jika matriks A € R™" definit positif (rank(A) = n), maka solusi kuadrat

terkecil Z tunggal yaitu

7 = (AT A)~TATE.
3. Jika rank(A) < n, maka himpunan semua solusi kuadrat terkecil adalah

S={Z=1+7ZecN(A)}.




Berdasarkan interpretasi geometri dari sifat kuadrat terkecil dapat disimpulkan

bahwa A merupskan proyeksi ortogonal dari b pada R(A).

4.2 Saran i

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk membahas ten-

tang karakteristik solusi kuadrat terkecil pada underdetermined system.
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