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ABSTRAK

Konsep turunan secara umum sering dikaitkan ke bilangan bulat. Misalnya,
jika diberikan sebuah fungsi, maka dapat dicari turunan ke-1, 2, 3 dan seterus-
nya dari fungsi tersebut. Hal ini kemudian menjadi menarik untuk menyelidiki
kemungkinan mencari turunan ke 1, 1, dan turunan orde pecahan lainnya atau
yang dikenal dengan turunan fraksional. Pada skripsi ini dikaji mengenai aturan
pencarian turnnan fraksional dari beberapa fungsi, yaitu fungsi pangkat, fungsi ek-

sponensial, dan fungsi konstanta dan penerapannya dalam menyelesaikan masalah
Tautochrone Abel.

Kata Kunci: Turunan Fraksional, maseleh Teutochrone Abel
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BAB1I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep turunan secara umum sering dikaitkan ke bilangan bulat. Misalnya,
jika diberikan sebuah fungsi, maka dapat dicari turunan ke-1, 2, 3 dan seterus-
nya dari fungsi tersebut. Hal ini kemudian menjadi menarik untuk menyelidiki
kemungkinan mencari turunan, seperti turunan ke 3, 3, 2 dan lainnya.

Dalam sebuah surat pada tanggal 30 September 1695 [3], yang ditulis oleh
L’Hopital kepada Leibniz, berisi tentang pertanyaan mengenai notasi partikular
yang digunakan oleh Leibniz pada publikasinya mengenai turunan ke-n atau tu-
runan tingkat tinggi dari sebuah fungsi ¥ = f(z), yaitu

'y
dam

Hal mendasar yang menjadi pertanyaan L'Hopital adalah ” Bagaimana hasil
turunan fungsi tersebut, jika n = 1 ” dan ”Bagaimana jika n sebarang bilangan,
seperti pecahan, irrasional atau bilangan kompleks ”. Pertanyaan-pertanyaan
tersebut melahirkan istilah mengenai turunan fraksional. Konsep turunan frak-
sional merupakan salah satu bagian dalam kajian kalkulus fraksional.

Bidang kalkulus fraksional mengkaji mengenai konsep turunan fraksional

dan integral orde fraksional. Konsep kalkulus fraksional banyak diterapkan dalam



bidang sains dan teknik, seperti pada bidang fisika, konsep kalkulus fraksional
dipelajari pada fluid mekanik untuk menemukan solusi dari masalah difusi visko
yang bergantung waktu. Selain itu, kalkulus fraksional juga diterapkan pada
konstruksi model signal processing serta diaplikasikan untuk edge detection pada
image processing dan digunakan dalam menyelesaikan masalah Tautochrone Abel

Namun, yang menjadi pertanyaan adalah ” Apa konsep-konsep dan aturan-
aturan yang berlaku pada turunan fraksional” dan "Bagaimana penerapan tu-
runan fraksional dalam bidang sains dan teknik *.

Penelitian lebih lanjut mengenai kalkulus fraksional berkembang sejak awal
abad ke-20 dan sejak tiga tahun terakhir perkembangan kalkulus fraksional se-

makin pesat seiring ditemukan aplikasi-aplikasi dari kalkulus fraksional [3).

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah yang telah dipaparkan, pada tugas

akhir ini, akan dikaji konsep turunan fraksional, yaitu :

1. Diberikan notasi turunan ke-n atau turunan tingkat tinggi dari sebuah fungsi
y = f(z), yang dipublikasikan oleh Leibniz, yaitu

'y
dmn

Bagaimana aturan pencarian turunan dari fungsi tersebut untuk sebarang

nelR?

2. Apakah turunan fraksional merupakan generalisasi dari turunan orde bi-

langan bulat ?




3. Bagaimana konsep turunan fraksional oleh Riemann-Liouville ?
4. Apa sifat-sifat yang berlaku pada turunan fraksional ?

5. Bagaimana penerapan turunan fraksional pada masalah Tautochrone Abel?

1.3 Pembatasan Masalah

Batasan masalah pada penulisan tugas akhir ini adalah turunan fraksional
atau turunan ke-or dengan o € R , dari beberapa fungsi, yaitu fungsi pangkat,
fungsi eksponensial, dan fungsi konstanta, yakni fi(z) = 2™, fa(z) = z™,

f3($) = ea.z, dan f4(_"}) =C.

1.4 Tujuan

Tujuan dari penulisan ini adalah :

1. Untuk menunjukan turunan fraksional dari fungsi pangkat, fungsi ekspo-

nensial dan fungsi konstanta.

2. Untuk menunjukan bahwa turunan fraksional merupakan generalisasi dari

turunan orde bilangan bulat.
3. Untuk menunjukan konsep turunan fraksional oleh Riemann-Liouville.
4, Untuk menunjukan sifat-sifat yang berlaku pada turunan fraksional.

5. Untuk menerapkan turunan fraksional pada masalah Tautochrone Abel



1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan ini dibagi dalam empat bab, yaitu pendahuluan, landasan teori,
turunan fraksional dari beberapa fungsi dan penerapannya dalam menyelesaikan
masalah Tautochrone Abel serta penutup. Bab I pendahuluan, bab ini dibagi men-
jadi lima subbab, yakni latar belakang, perumusan masalah, pembatasan masalah,
tujuan dan sistematika penulisan. Bab II landasan teori, pada bab ini diuraikan
teori-teori mengenai turunan dan integral kalkulus orde bilangan bulat, serta
fungsi-fungsi yang berkaitan dengan turunan fraksional seperti fungsi Gamma,
deret McLaurin dan deret tak hingga dan masalah Tautochrone Abel. Bab III
turunan fraksional dari beberapa fungsi dan penerapannya dalam menyelesaikan
Tautochrone Abel, pada bab ini dikaji mengenai sejarah turunan fraksional, notasi
turunan fraksional, aturan pencarian turunan fraksional dari beberapa fungsi, de-
finisi turunan fraksional oleh Riemann-Liouville, sifat-sifat yang berlaku pada tu-
runan fraksional, aplikasi kasus serta penerapan turunan fraksional dalam menye-
lesaikan masalah Tautochrone Abel Bab IV penutup, bab ini terdiri dari dua
subbab, yakni kesimpulan dari pembahasan dan saran untuk penelitian lebih lan-
jut mengenai kalkulus fraksional dan merupakan bagian penutup dalam penulisan

ini.



BAB II

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan diberikan beberapa konsep dasar yang berkaitan de-
ngan permasalahan yang telah dikemukakan di Bab I. Definisi dan aturan pen-
carian turunan akan dijelaskan pada Subbab 2.1, kemudian pada Subbab 2.2 diu-
raikan tentang Fungsi Gamma, pada Subbab 2.3 diuraikan tentang masalah tau-
tochrone abel, dan pada Subbab 2.4 akan diuraikan tentang deret tak hingga dan

deret McLaurin.

2.1 Turunan

Proses pencarian turunan disebut differensiasi. Teorema Dasar Kalkulus
menyatakan bahwa differensiasi adalah proses keterbalikan dari pengintegralan
[5]. Turunan mempunyai aplikasi dalam semua bidang kuantitatif. Dalam bidang
Fisika, turunan dari perpindahan benda terhadap waktu adalah kecepatan dan
turunan dari kecepatan benda terhadap waktu adalah percepatan. Persamaan-
persamaan yang melibatkan turunan disebut persamaan diferensial, persamaan

diferensial sangat penting dalam mendeskripisikan fenomena alam [5].

Definisi 2.1.1. Turunan sebuah fungsi f edalah fungsi lain f' (dibaca "f aksen”)

yang nilainye pade sebarang bilangan c adaloh

o J6+B) = 1)

h=0 h

file) =



asalkan limit ini ada.

2.1.1 Notasi Turunan

Notasi turunan yang umum digunakan, adalah :

1. Notasi Leibniz
Notasi turunan-orde bilangan bulat dari fungsi f(x) yang diturunkan ter-

hadap z, adalah £ f(z) dengan n € N.

2. Notasi D
Notasi turunan-orde bilangan bulat dari fungsi f(z) yang diturunkan ter-

hadap z, adalah D} dengan n € N.

3. Notasi f
Notasi turunan-orde bilangan bulat dari fungsi f(z) yang diturunkan ter-

hadap z, adalah f(")(z) dengan n € N.

2.1.2 Aturan Turunan

Proses pencarian turunan dari sebuah fungsi dapat diperoleh dengan meng-
gunakan definisi turunan. Namun, terdapat beberapa aturan pencarian turunan
yang dapat digunakan untuk lebih memudahkan mencari turunan dari sebush
fungsi, diantaranya yaitu aturan fungsi konstanta, aturan pangkat dan aturan

eksponensial.

Teorema 2.1.2. Aturan pencarian turunan,



1. Aturan fungsi konstanta

Misal f(z) = k, dengan k suatu konstanta, maka turunan pertama dari

fungsi f(z), adalah f'(z) =0

2. Aturan pangkat
Misal f(z) = =", dengen n € N, maka turunan pertama dari fungsi f(z),

adalah f'(z) = nz"!
3. Aturan eksponensial

(e) Misal f(z) = €%, maka turunan pertama dari fungsi f(z), adelah
fl(m) — ez
(b) Misal f(z) = e**, maka turunan pertamo dari fungsi f(z), adalah

f"(:l:) = ae®®

2.2 Fungsi Gamma

Fungsi gamma merupakan fungsi yang memiliki keterhubungan dengan
turunan fraksional. Untuk mencari turunan fraksional dari suatu fungsi, da-
pat dengan menggunakan sifat dan aturan dari fungsi gamma. Fungsi gamma
muncul dari perluasan fungsi faktorial. Berdasarkan definisi fungsi faktorial,

nl = 1.2.3...(n — 1).n untuk n € N sedangkan ! = I'(r + 1) untuk r € R.

Definisi 2.2.3. Untuk z > 1 dan = € R, maka fungsi gamma direpresentasikan

oleh

(o) = e tedt.



Proposisi-proposisi fungsi gamma, diantaranya adalah :

Proposisi 2.2.4. Untuk z € RY, maka berlaky
I(z +1) = 2T(z)

Bukti. Berdasarkan representasi fungsi gamma dan dengan menggunakan aturan

integral parsial, maka
I(z) = 57 e tt=— 14t

Lz + 1) = [[° e~4=dt

dengan u = ¢, & — gy=-1 g, _ Tt dt, dv = e~tdt, v = —e—t sehingga diperoleh

K ettdt = E=ert)|ee — I —etat1d;
= [Te)P + 2 [ e~tt=—1g4
=0+2 [T ettt = zl'(z). O

Proposisi 2.2.5. Untukn N, berlaku

I'(n+1) =n!

Bukti. Proposisi 2.2.6 akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matema-

tika. Misal P(n) =I'(n+1) = nl, akan ditunjukan P(n) benar untuk n = 1, yaitu

P(1) = I(1+1) = I'(2)!, sesuai representasi fungsi gamma, diperoleh

I'2) = / e 1dt = f e~ 'tdt
0 0

tulis I'(2) = [udv, dengan u = t, dv = e~*dt, maka diperoleh %‘- =l,du=dt,v =

—e™*, akibatnya



I'(2) = uv — [vdu
=t—e )| - / —e 'dt
0
=0+ (—€')[¢°
=0+1
="
maka I'(2) = (1 + 1) = 1 = 1. Jadi, P(n) benar untuk n = 1. Selanjutnya,
asumsikan P(n) benar untuk n = k, dan akan ditunjukan P(n) benar untuk n =
k+1, yaitu karena P(n) benar untuk n = k, maka diperoleh P(k) = I'(k+1) = k!,
sehingga
Pk+1)=T(k+1)+1=T(k+2) = [T e 't**?1dt = [P e~'t*Hdt
tulis 2 = (k + 1)t*, du = (k + 1)t*dt, v = —e™*, akibatnya
[(k+2) =uv— [vdu
s tk"'l(_e—t)lab _j e_ttk+ltkdt
0
= tF(—e7t)|° + (k + 1)] (e7*)tkdt
0
=0+ (k+1)(k!)

=(k + 1)l
sehingga P(n) benar untuk n =k + 1, yaitu Nk +1) +1 =Tk +2) = (k + 1)},

jadi P(n) berlaku untuk n € N. Akibatnya diperoleh

1. I'(z + 1) = z!, untuk z € R*.

2. I'(Y) = /7, untuk z = L. — e
o 2 \ UPT PERPUSTAKAAN

0 UNIVERSITAS ANDALAS

1
m° —_—

3.I(3)= 7w, untuk z =



2.3 Masalah Tautochrone Abel

Tautochrone berasal dari bahasa Yunani, fauto yang berarti sama dan
chrono yang berarti waktu. Tautochrone adalah suatu kurva yang memiliki bebe-
rapa titik, dengan waktu turun dari setiap titiknya adalah sama tanpa memper-
hatikan posisi titik pada saat meluncur dan titik tersebut meluncur tanpa dipen-
garuhi gaya gesekan dan gaya gravitasi. Persamaan kurva tersebut dinamakan
cycloid dengan waktu turunnya yang sama adalah chrone yang dilambangkan
dengan TY(yp). Masalah teutochrone abel, adalah menemukan persamaan kurva
yang merupakan cyecloid dan memenuhi syarat waktu T'(y,) adalah sama. Un-
tuk menyelesaikan masalah feutochrone abel digunakan aturan pencarian turunan
fraksional. Ilustrasi masalah Tautochrone Abel diberikan pada Gambar 2.3.1.

biyi
1

0400 Y

Gambar 2.3.1. Kurva masalah Tautochrone Abel

2.4 Deret

Aturan deret yang digunakan dalam pencarian turunan fraksional adalah
deret tak hingga dan deret McLaurin. Aturan deret tak hingga yang konvergen

digunakan untuk mencari turunan fraksional dari fungsi f(z) = € dan f(z) =

10




€. Deret McLaurin digunakan dalam pembuktian aturan pencarian turunan

fraksional untuk fungsi eksponensial f(z) = € dan f(z) = e°=.

24.1 Deret Takhingga

Definisi 2.4.6. [4] Jitaz = (zn) barisan bilangan riil, maka deret takhingga yang
dibangun oleh = adalah suaty borisan S = Sx atau barisen Jumlah parsiol dari

deret yang didefinisikan sebagai berikut

St =1
Sy =121+ 3y =85 + 1z,

33=$1+$2+$3=32++$2+$3

Sk =T+ Tt .tz = Sk—2 + 25

Sr=mz +$2+---+37k=5k—1 + z,

sehingga, jika barisan S konvergen, maka

imS =3 (z,)
dengan notasi
Z(wn) = Z(a:n)atau Z(:r;n) = Z(mn)
n=1 n=k

2.4.2 Deret McLaurin

Deret McLaurin merupakan pengembangan khusus dari deret Taylor

11



Definisi 2.4.7. Diberikan bentuk umum deret Taylor
o "(20) n
fRy=)_ —rz
n=0

untuk zy = 0, maka diperoleh Deret McLaurin, yaitu

Thustrasi
tentukan deret McLaurin dari fungsi f(z) = e®dan f(z) = e**. Berdasarka Definisi

2.4, diperoleh untuk f(z) = €*

Pla)=e
file) =
fn(m) = %

untuk z = 0, diperoleh Deret McLaurin, yaitu

) a2
Ho) =T )
untuk f(z) = e**
fla) = act
f(z) = a%*

12



fﬂ.('.r) — (l?l(_i’

untuk z, = 0, diperoleh Deret McLaurin. yaitu

0
\

n! n

‘_‘ ’fnr' \ "\ {ar)™
fa) L e \B
A A

)




BAB III
TURUNAN FRAKSIONAL DARI BEBERAPA
FUNGSI DAN PENERAPANNYA DALAM
MENYELESAIKAN MASALAH TAUTOCHRONE

ABEL

Kalkulus fraksional bermula dengan pertanyaan yang muncul dan diajukan
oleh L’Hopital mengenai notasi turunan ke-n atau turunan tingkat tinggi dari se-
buah fungsi y = f(z), yang diperkerllalkan oleh Leibniz, yaitu %E%, hal mendasar
yang menjadi pertanyaan L’Hopital adalah ” Bagaimana hasil turunan fungsi terse-
but, jika n = 3 dan "Bagaimana jika n sebarang bilangan, seperti pecahan, irra-
sional atan bilangan kompleks ”.

Pertanyaan-pertanyaan tersebut telah mengantarkan kita untuk memper-
oleh definisi mengenai turunan fraksional dari sebuah fungsi y = f(x) yang dapat
diperoleh dengan mengembangkan aturan pencarian turunan ke-n dari turunan
orde bilangan bulat.

Beberapa notasi turunan fraksional yang umum digunakan, adalah :

1. Notasi Leibniz

Notasi turunan fraksional dari fungsi f(z) yang diturunkan terhadap =z,

adalah 2 f(z) dengan a € R.




2. Notasi D

Notasi turunan fraksional dari fungsi f(z) yang diturunkan terhadap z,

adalah D2 dengan a € R.

3. Notasi Eksponensial

Notasi turunan fraksional dari fungsi f(z) = ezp(z) yang diturunkan ter-

hadap z, adalah E¥ dengan o € R dan

o= [(z) = - _ean(a)

4. Notasi Riemann-Liouville

Notasi turunan fraksional dari fungsi f(z)yang merupakan integral orde

bilangan bulat dari fungsi lain, adalah , D% f(z) dengan o € R, n € N dan

B | d., [ f(rdr
:.sz(fﬂ)—m(a) _/b (@ —r)atin

3.1 Turunan Fraksional Dari Beberapa Fungsi

Pada bagian ini, akan dibahas mengenai aturan pencarian turunan frak-
sional dari beberapa fungsi, yaitu fungsi pangkat, fungsi eksponensial dan fungsi
konstanta. Aturan pencarian turunan fraksional ini diperoleh dengan mengem-

bangkan aturan pencarian turunan ke-n dari turunan orde bilangan bulat.

Teorema 3.1.1. Misalkan f(z) = z™ maka turunan freksional dari fungsi f(z),

adalah
d- I'(m+1)

m

=’ "~ Tm—a+1)"

m—a
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dengana € R, m > 0, m € R, m = a dan I'(r) merupakan fungsi gamma yang

direpresentasiken oleh
I'(r) = / e 't ldt
0
Bukti.

Misal f(z) = 2™ dengan m € N, maka turunan pertama dari fungsi f(z) adalah

d ik d mo_ m--1 __ ml m—~1
ot I N e T
dan turmman kedua dari fungsi f(z) adalah
d , d ) — d m o m ., N
dz 2f( D ey ) S s = T
maka turunan ke-n dari fungsi f(z), adalah
a" " . ml men
E:E;f(a:) Tzt (m—n)l

Untuk @« = n € R maka (m — n) € R, berdasarkan definisi fungsi faktorial,
nl =1.23...(n — 1).n untuk n € N dan r! = T'(r + 1) untuk » € R [4], sehingga

turunan fraksional dari fungsi f(z) adalah

e . d Pm+1) .
P i TSI

karena fungsi gamma hanya terdefinisi untuk r € R+, maka mestilah m > 0 dan
m=2a O
Berikut, akan ditentukan aturan pencarian turunan fraksional dari fungsi

pangkat f(z) =z~

Teorema 3.1.2. Misalkan f(z) = z~™ maka turunan fraksional dari fungsi f(x)
untuk 0 < a < 1, @ € R, adelah

ax _ JLm+a) oo
R

16



dengan m > 1, m € R, {(—1)* = (e)*™ dan ['(r) merupaken fungsi gammae yang

direpresentasikan oleh
I(r) = [Te i dt

Bukti.

Misal f(z) = z~™ dengan m € N, maka turunan pertama dari fungsi f(z) adalah

!
i T el
turunan kedua dari fungsi f(z) adalah

d® d d

/@) = d‘,,:(dm

_'m)

y E(_ e
ml d

-

= (i + 1)z

(m — 1)1
turunan ketiga dari fungsi f(z) adalah

(3.1)

x—(m+1))

d®
@) = dxdzf()

d

d.'z; ﬁ(m == 1)3:_("”'2)

T (8:2)

=— (mfill)! (m+ L}(m + 2)(%m'(’“+2))

|
= o (m o 1) (m + 2)a (™)

(m—1)!
maka turunan ke-n dari fungsi f(z), adalah

d" d" (m+n-—1)!

o (:E) =——z "= (_l)n (m_ 1) g,

dxn di?“
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Untuk @ = n € R maka (m — n) € R, berdasarkan definisi fungsi faktorial,
nl = 1.23...(n — 1).n untuk n € N dan r! = ['(r + 1) untuk » € R, sehingga

turunan fraksional dari fungsi f(z) adalah

da = {— ar(m + O!) m—(m-i—a)
I'(m)

karena fungsi gamma bhanya terdefinisi untuk » € Rt [4], maka mestilah m > 0
danm € R. I
Berikut, akan ditentukan aturan pencarian turunan fraksional dari fungsi ekspo-

nensial, f(z) = e**.

Teorema 3.1.3. Misalkan f(z) = e** maka turunan fraksional dari fungsi f(z)

adaloh

-l N | (az)k—=
B = =l @ = geear(oz) = (@)° Zr(k a+1)

dengana € R, a <1, « € R, k € N dan I'(r) merupckan fungsi gamma yang

direpresentasikan oleh
I'(r) = / et dt
0

Bukti.

Dari deret McLaurin, fungsi f(z) = e** dapat dituliskan sebagai

exp(z) = i (ax)k;k eN

!
o~ &l

= (3.3)



dengan menggunakan Teorema 3.1.1, yaitu aturan pencarian turunan fraksional

untuk fungsi pangkat, diperoleh

= a* k! .
=Z_!r'(lc—a+1m (3.4)

karena fungsi gamma hanya terdefinisi untuk » € R*, maka mestilah o < 1. O
Berikut, akan ditentukan aturan pencarian turunan fraksional dari fungsi kon-

stanta, f(z) = C.

Teorema 3.1.4. Misalkan f(z) = C make turunan fraksional dori fungsi f(z)
adalah
a- 1

==t

dengan C suatu konstente, a < 1, @ € R, dan I'(r) merupokan fungsi gamma

yang direpresentasiken oleh

(o v)
ROE ] 14t
Q

Bukti.

Dengan menggunakan Teorema 3.1.1, yaitu aturan pencarian turunan fraksional
untuk fungsi pangkat dan menggunakan sifat turunan fraksional, yang meny-
atakan bahws D2 f(zx) adalah operator linear, maka diperoleh

da

— da 0 — 1 O0—cx 1 —
E[C]—- d:n“[C]x =C—_— C

TO—a+1).  “TU-a)

karena fungsi gamma hanya terdefinisi untuk r € R*, maka mestilah o« < 1. [
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Dapat dilihat bahwa, turunan fraksional dari fungsi konstanta menghasilkan
suatu fungsi baru yang bukan merupakan fungsi konstanta, hal ini merupakan
sesuatu yang menarik dari turunan fraksional. Berdasarkan uraian teorema di
atas, dapat dilihat bahwa turunan fraksional merupakan generalisasi dari turunan
orde bilangan bulat, karena aturan pencarian turunan fraksional diperoleh dengan

mengembangkan aturan pencarian turunan ke-n dari turunan orde bilangan bulat.

3.2 Turunan Fraksional Oleh Riemann-Liouville

Seperti yang telah dijelaskan pada bagian latar belakang bahwa Kalkulus
fraksional bermula dengan munculnya pertanyaan yang diajukan oleh L’Hopital
mengenai notasi turunan ke-n atau turunan tingkat tinggi dari sebuah fungsi
y = f(z), yang diperkenalkan oleh Leibniz. Sejak saat itu, banyak para ahli
matematika yang memecahkan pertanyaan dari L’Hopital, diantaranya yaitu :
Riemann-Liouville.

Hal yang menarik dari konsep turunan fraksional yang dikemukakan oleh
Riemann-Liouville adalah definisi turunan fraksional yang diajukan oleh Riemann-
Licuville dapat menyelesaikan persamaan integral. Berikut diberikan definisi tu-

runan fraksional yang diajukan oleh Riemann-Liouville.

Definisi 3.2.5. Misalkan f(1) adaleh fungsi yang depat diintegralkan sedemikian
sehingga terdapat suatu fungsi f(z) dengan f(z) = f(r) dan memenuhi sifat

berikut
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1 d I"_-/"’ f(r)dr

oD f(z) = m—_a)“(ag \ [z~ r)arion

denggnm eN,aeR, (n—1)<a<n denneN:

Definisi 3.2.6. Misalkan f(7) adaloh fungsi yang dapat diintegralkan sedemikian
sehingga terdapat suatu fungsi f(z) dengan f(z) = f(r) dan memenuhi sifat

berikut

o _ 1 i n "”M
ODmf(.’E) = F(n— a)(dzL‘) ./0. (I—T)o‘"*'l""

dengagnm eN,a€R, (n—1)<a<n denn €N

3.3 Sifat-Sifat Turunan Fraksional

Turunan fraksional memenuhi sifat berikut ini :

1. D¢ akan memberikan hasil yang sama untuk n € N.

Karena a € R, n € N dan N C R, sehingga D? juga berlaku untuk » € N

2. Untuk o = 0, maka D2 f(z) = DSf(z) = f(z), dan Df(z) dinamakan
operator identitas.
Dengan menggunakan definisi turunan fraksional oleh Riemann Liouville,
yaitu

o _f@)
b-D:r f(.’l.‘) F(’ﬂ a / (fE — T)a-i-l—'u

maka. diperoleh

1 4. [ f()

0 — A
wDzf(z) = 'n—0)‘dz’” J, (z—7)0H1n
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pilih n = 1, maka
0 1 d, [ flr
s D, f(z) = Ta—0) (E) j; W

= DLf(o) = s () [ e

PR
=) [ fryr
= f(z)dz
sehingga diperoleh D¢f(z) = f(z) dan D?f(z) dinamakan operator identi-
tas.
3. D2 f(z) adalah operator linear sehingga memenuhi sifat berikut

D;[bf(z) + ¢f (2)] = Dbf(z) + Dicf(z)

(3.6)
= bD; f(z) + cDZ f(z)
4. Hukum Perkalian Indeks
D; D f(z) = DID; f(z) = D3** f(z)
3.4 Aplikasi Kasus
Kasus 1
Misal diberikan fungsi f(z) = z, tentukan turunan ke-3 dari fungsi f(z).
Berdasarkan teorema 3.1.1, diperoleh m =1 dan o = 1, sehingga
d? PA+1) 1
dr TO—1+1)° °
I'(2) 1
= €2
(2 _
1
= VE
3T(3)
—oVe
v



dengan
r2) =T1+1)=1=1
0 =10+ }) = b = v
Kasus 2
Misal diberikan fungsi f(z) = ;5=, tentukan turunan ke-} dari fungsi f(=).

Berdasarkan teorema 3.1.2, diperoleh m= 3 dan n = 3, sehingga

e

(3.8)

dengan
D) =T +§) = ITQ) = 17
P(§)=C(1 +}) = () = brd
Kasus 3

Misal diberikan fungsi f(z) = 2, tentukan turunan ke-(-2) dari fungsi f(z).

Berdasarkan teorema 3.1.4, diperoleh C = 2 dan & = ~2, sehingga.
d=? 1

i vy ) L

e (3.9)



dengan
Fr@)=r2+1)=21=2

Kasus 4

Hitunglah nilai integral dari

[ #d’r.
Berdasarkan definisi 3.2.5, pilih a = —3, n = 0 dan f(z) = z, sehingga
j;: W}:d‘r =—'f: ﬁmd‘r
maka.
31 1 L [ T
Dyif(z) = e
DO = Ry ), G
Dy
b f-.'L') @ )f @—1) ;)-0+1d
= I T
< F(E)me f(.’B) _/b (I—T)(_ )_(H,ldT

(3.10)

o VA Dt i) = ]b e

z — )30+

dr

4 Y ‘a
\/E3m\/(1r)a: i f (z — ‘r)(‘%)“’+1

dr

33:\/_ _[ (x —7)-2)-0H




dengan

=
r(1+1) I )
TTa-Ch+n”
_I@ 1

(3.11)

Kasus 5
misal diberikan fungsi f(z) = exp(z), tentukan turunan ke-(—1) dari fungsi f(z).

berdasarkan teorema 3.1.3 diperoleh o = 1, sehingga
k(-1
Z l"(k (—1)+ 1)
o x(k+1)
prars I'(k+2)

2

EZ =

(3.12)

z z z3

“Te Tt TTe

selanjutnya, akan dicari jumlah deret tak hingga dari barisan di atas.

Namun, untuk menghitung jumlah deret tak hinggs merupakan hal yang rumit,
sehingga diperlukan cara lain untuk mencari turunan ke-(—1), yaitu dengan meng-
gunakan konsep turunan yang dikemukakan oleh Riemann Liouville pada, definisi

3.2.6, sehingga dipercleh hasil sebagai berikut

(3.13)




untuk o = —1, pilih n =0 dan f(z) = %, maka

dw_le - [0 —(-1)dz? J, (z—7)-1-0+1
1 i
=== [ €'dr
ol
¢
= / edr (3.14)
0
=z
= -1
karena diperoleh E%, = ¢ — 1, maka
i k(1)
B =Y
k=0 Mk—(-1)+1)
i 241}
e I'(k+2) (3.15)
z 22 23

e e T

= -1
3.5 Penerapan Turunan Fraksional Dalam Menyelesaikan

Masalah Tautochrone Abel

Seperti yang telah dijelaskan pada bab II, bahwa masalah Teutochrone
Abel adalah menemukan persamaan kurva s = h(y) yang merupakan eyeloid de-
ngan syarat waktu T'(yp) atau chrone adalah sama. Untuk menyelesaikan Tau-
tochrone Abel ini, digunakan aturan pencarian turunan fraksional.

Langkah-langkah penyelesaian masalah Tautochrone Abel, adalah sebagai berikut:

1. Penyelesaian masalah Tautochrone Abel dimulai dengan prinsip konservasi
energi, yaitu seperti yang diberikan pada gambar 2.3.1
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(a) titik meluncur tanpa dipengaruhi oleh gaya gravitasi dan gaya gesekan,
sehingga titik kehilangan energi mekanik

(b) waktu turun dari setiap titik adalah sama tanpa memperhatikan posisi
Litik pada saal meluncur, hal ini mengakibatkan energi kinetik titik

sama dengan energi potensial

(c) sehingga
%m'v2 = mgh
1 ds.,
§m(ﬁ!—t) = mg(yo — y)
1,d%s
(=2 = — 3.16
~(5) = 9o —) (3.16)

d*s = 2g(yo — y)dt®
ds = +/2g(yo — y)dt
pilih tanda akar yang negatif, karena menunjukan pengurangan jarak

terhadap peningkatan waktu, sehingga diperoleh

1
dt = ————,._._2g(y0 = ds
g~ f o i)
iy ya \/ 29'(?;0 = y) (3_17)
11 A
T(yo) =t="

ds
\/2—9 v V¥ — U

40 1
V29T (y,) = f ds
(ve) o Vio—y
2. s = h(y) adalah persamaan kurva yang merupakan cycloid, maka

s = h(y)
=) (3.18)
ds = h'(y)dy



dan misalkan ds = h/(y) = f(y)dy, sehingga

1 w1

7o) = r A m“
T(yo) = \/— f f(:u) Y (8.19)
Fy)dy

misal k = T'(y,)+/2g, maka diperoleh

S

persamaan ini dinamakan persamaan integral Abel

f (y)dy

tulis kembali persamaan integral Abel dengan menggunakan definisi turunan

fraksional dari Riemann-Liouville, yaitu

maka diperoleh
o Bl e — D v
(dyo)~3 TO—(=3)dw Jo (yo—y)D-0+
d ———fly) = 1 ¥ fy)dy
(d 0)_1 P( ) v/ (’yo = y)
_dr 1™ flydy
@ PO T0h Vv (3.20)

i

d"% _ 1 fly)dy
(dyo)"f(y) VT Jo \/(yo—y)

-
Va3 = f (yn

karena

k= T(yo)\/2_9
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dan

k=f0yn — f(y)

maka

d—3 \i 29
o) fly) = T(yo)\/;

karena huknm perkalian indeks, maka,

1 1

dz
(dyo) (dyo)‘%f( ) (d 0)1 (yﬂ)\/_
f(y) ( 1 (yﬂ)\/_
f@) _ d‘%
\/g (dyc)%T(yg)
i (3.21)

f@) _ Tw)
\/§ (m)z

_ T(w)2g
f(y) — (’}T).T T

_ T(w0) 29
fly) = Vrz

dengan aturan pencarian turunan fraksional dari fungsi konstanta

# b, DA I N

(dyo)? (dyo)2 T(Q ~ 3)
d3 1

(dyg)l (yﬂ) (yﬂ) F(;)\/_ (3'22)
d3 1

) (1) = T(%0) OF
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sehingga.

ds = f(y)dy
o ds= L) [29 (3.23)
Vs x

1 /2¢9 (Y
o =—,/— T(1s)d
S :c./o (yo)dy

dengan demikian diperoleh persamaan kurva s = h(y) yang merupakan

solusi dalam masalah tautochrone abel

os=00)= 2% [Teoa (324)
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa. :

1. Aturan Pencarian Turunan fraksional dari beberapa fungsi

(a) Turunan fraksional dari fungsi pangkat f(z) = 2™, adalah

> .  T{m+1)

i

d=’ = I'm—a+1)

m—a

(b) Turunan fraksional dari fungsi pangkat f(z) = ™™, adalah

d* —m ar(m_'—a) p—{mta
Em = (~1) ( ) (m+a)

(¢) Turunan fraksional dari fungsi eksponensial f(x) = €2, adalah

E; f( )= emp(a:v) a)az F(k a+ 1)

(d) Turunan fraksional dari fungsi konstanta f(z) = C, adalah

= I
&= = —”

2. Turunan fraksional merupakan generalisasi dari turunan orde bilangan bu-

lat.

3. Turunan fraksional yang diperkenalkan oleh Riemann-Liouville dapat digu-
nakan untuk menyelesaikan persamaan integral.
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4. Sifat-sifat yang berlaku pada turunan fraksional, yaitu : Hukum Perkalian

Indeks, Operator Identitas, dan Operator Linear.

5. Turunan fraksional dapat digunakan dalam menyelesaikan masalah Tau-
tochrone Abel untuk menemukan persamaan kurva s = h(y) yang memenuhi

permasalahan tersebut.

4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk mengkaji ten-

tang konsep integral fraksional yang merupakan bagian dari kalkulus fraksional.
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