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ABSTRAK

Misalkan Gy, G, ..., G, adalah keluarga bintang yang saling lepas. Suatu pohon
diperoleh dengan menambahkan sebuah titik baru a ke satu titik cabang untuk
masing-masing bintang G; dinamakan graf pohon pisang. Untuk ny = n, = .- =
n, = n, dimana E] <n <k — 1, maka graf pohon pisang ¢ = BT(ny,ny,...,ng)
memuat suatu pelabelan total sisi-ajaib super. Sedangkan, untuk n; > n, > - >
n, > 1, maka graf pohon pisang G = BT(n,,n,, ..., ng) memuat pelabelan total

sisi-ajaib super.

Kata kunci : Pelabelan total sisi-ajaib super, Graf pohon pisang
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BABI1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf pertama kali ditemukan oleh Leonhard Euler (1763). Euler mencari
solusi bagaimana cara menyeberangi jembatan di Kota .Kaiiningrat, sehingga ini

dikenal dengan teori graf. Sejak itu teori graf terus berkembang hingga sekarang.

Pelabelan graf merupakan salah satu topik dalam teori graf. Pelabelan
graf merupakan peme@ dari elemen-elemen graf ke bilangan bulat positif.
Pelabelan mulai dikembangkan pada pertengahan tahun 1960. Pelabelan muncul
pertama kali pada Wa Rosa pada tahun 1967 [1]. Pelabelan graf diperkenalkan
dengan memperumum gagasan persegi ajaib (magfc square), di antat:anya oleh
Sedlacek (1963) dan Stewart [2]. Sedladek mendefinisikan bahwa suatu graf
dikatakan ajaib jika graf tersebut memiliki pelabelan sisi di mana jumlah pelabelan di
setiap titik sama dengan su@ konstanta, Stewart mengatakan bahwa suatu pelabelan
terhadap praf dikatakan sebagai pelabelan super ajaib jika himpunan label titik
berisikan bilangan bulat yang dimulai dari satu, sampai banyaknya titik dalam graf

tersebut.

Pelabelan titik adalah pelabelan dengan domain himpunan ftitik,

pelabelan sisi adalah pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan




total adalah pelabelan dengan domain gabungan_himpunan' titik dan himpunan sisi.
Hingga saat ini dikenal beberapa jenis pelabelan pada graf, antara lain pelabelan
harmoni, pelabelan ajaib, dan pelabelan anti ajaib. Pelabelan total pada graf G adalah
pemetaan dati himpunan titik dan himpunan sisi dari graf G pada himpunan bilangan
bulat positif. Jika semua titik di G mempunyai bobot titik yang smﬁa, maka pelabelan
tersebut disebut pelabelan total titik-ajaib, dan jika semua sisi di G mempunyai bobot

sisi yang sama, maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total sisi-ajaib.

Pada tugas akhir ini, penulis melakukan kajian pelabelan total sisi-ajaib super
(super edge-magic total labeling) pada graf pohon pisang. Defini graf pohon pisang
akan diberikan pada Bab II.

1.2 Perumusan Masalah
Masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana mengkaji

pelabelan total sisi-ajaib super pada graf pohon pisang,. |
1.3 Pembatasan Masalah

Agar penulisan ini terarah, maka penulis akan memfokuskan untuk membahas
tentang pelabelan tota! sisi-ajaib super pada graf pohon pisang BT(n;,n,,..,n)

dengan batasan n; sisi untuk setiap i,1 < i < k.
1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah menunjukkan bahwa graf pohon pisang

BT (n,, n,, ..., n;) memuat pelabelan total sisi-ajaib super.




1.5 Sistematika Penulisan |
Tulisan ini terdiri atas efrlpat bab. Bab 1 Pendahuluan yang mencakup latar
belakang masalah, perumusan masalah, pembatasan masalah, tujuan penelitian, dan
sistematika penulisan. Konsep dasar dari teori graf berupa definisi dan terminologi,
pengertian pelabelan sisi ajaib serta beberapa teori pendukung yang digunakan untuk
menyelesaikan tugas akhir. Kemudian pada Bab II Landasan Teori yang mencakup
permasalahan tersebut akan diuraikan pada Bab III, yaitu pelabelan total sisi-ajaib
super .pada graf pohon pisang. Pada bab ini juga akan dijelaskan untuk membantu
proses pembuktian teorema agar pelabelan mudah dipahami, maka diberikan
beberapa aplikasi kasus sebagai ilustrasi atau gambaran. Penulisan ini diakhiri pada

Bab IV Kesimpulan yang berisi kesitpulan dari hasil-hasil pembahasan.




BABII
LANDASAN TEORI

Untuk membahas pelabelan total sisi-ajaib super pada graf pohon pisang
perlu diperkenalkan beberapa teori dasar untuk menunjang pembuktian dan
mempermudah. pemahaman. Beberapa teori dasar itu meliputi definisi graf, istilah

dalam graf, jenis-jenis graf, definisi dan beberapa jenis pelabelan graf.
2.1 Graf

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), ditulis dengan
G = (V,E), di mana ¥ adalah himpunan tak kosong dan E adalah himpunan pasangan
tak terurut dari elemen-elemenr V. Elemen-clemen dari ¥ disebut titik dari G dan
elemen-cldien darilE disebut il fiari G Himpunan titik dari G dinotasikan dengan
V{G) sedangkan himpunan sisi dari G dinotasikan dengén E(G). Orde (order) dari
suatu graf G dinotasikan v, yaitu banyaknya titik di graf G dan ukuran (size) suatu

graf G, dinotasikan e, yaitu jumiah sisi di graf G.

Misalkan v; dan v; adalah titik pada graf G. Titik v; dikatakan bertetangga
(adjacent) dengan v; jika terdapat sebuah sisi yang menghubungkan v; dan v; .
Misalkan e = v;v;, maka e dikatakan terkait (incidenf) dengan v; dan v;. Hal ini

dapat dilihat pada Gambar 2.1.1.
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Gambar 2.1.1

Pada Gambar 2.1.1 dapat dilihat bahwa v, bertetangga dengan v, dan vs,
tetapi tidak bertetangga dengan v;. Selain itu titik v, terkait dengan e, dan e,, tetapi
tidak terkait dengan e,. Derajat dari titik v di G adalah banyaknya sisi yang terkait
dengaﬁ titik v. Dari Gambar 2.1.1 dapat dilihat bahwa v,, v, v3, dan v, berturut-

turut berderajat 2, 2, 3, dan 1.

Jalan (walk) pada graf G adalah barisan titik pada G yang dimulai dari titik
awal v; dan berakhir pada titik akhir v; dan setiap titiknya dihubungkan oleh sebuah
sisi. Pada jalan, jika setiap sisinya dilewati tidak lebih dari satu kali maka jalan
tersebut dikatakan jalur (frail). Jalan yang semua titiknya berbeda disebut lintasan
(path). Lintasan yang titik awal dan titik akhirnya sama dikatakan cycle (siklus).
Banyak sisi dalam lintasan disebut paﬁjang (length) dari lintasan tersebut. Lintasan

dan siklus dengan = titik berturut-turut dinotasikan dengan B, dan C,,.

Panjang dari lintasan B, adalah n — 1 seperti terlihat pada Gambar 2.1.2 yang

juga memberikan ilustrasi jalur, lintasan, dan siklus.



21 © Vg . V2 ‘ Vg

Vg Vg

v Va V3 Va V3 Uy

(a) jalur (b) lintasan P, (c) siklus Cy

Gambar 2.1.2 jalur, lintasan P4, dan siklus C3

2.2 Jenis-jenis Graf

Suatu graf yang tidak mempunyai sisi ganda atau logp dinamakan graf

sederhana. Pada kajian ini, graf yang dibahas adalah graf sederhana.

(@) Graf Sederhana (b) Graf Tak Sederhana

Gambar 2.2.1 Graf Sederhana dan Graf Tak Sederhana

Suatu graf G = (V, E) discbut graf terhabung (connected graph), jika untuk
setiap pasang titik v;, v; € V terdapat lintasan dari v; ke v;. Graf yang hanya terdiri atas

satu titik saja (tanpa sisi) juga dikatakan graf terhubung, karena titik tunggalnya

terhubung dengan dirinya sendiri. Hal ini dapat dilihat pada Gambar 2.2.2.



" vy - ™ R Uy

°
7] U3 Va V3
(a) Graf Tak Terhubung (b) Graf Terhubung

Gambar 2.2.2 Graf Tak Terhubung dan Graf Terhubung

Graf sederhana yang setiap titiknya bertetangga dengan titik lainnya
dinamakan graf lengkap. Graf lengkap dengan » buah titik dilambangkan dengan X,,.

Hal ini dapat dilihat pada Gambar 2.2.3

K, K, K

Ky

Ks Ks

Gambar 2.2.3. Graf Lengkap K, untuk1 <n <6




Suatu graf sederhana yang setiap titiknya berderajat dua disebut dengan graf

siklus. Graf siklus dengan » titik dilambangkan dengan C,, di mana n = 3 adalah

graf dengan n titik yaitu v,,v;,..,v, dan sisi-sisinya yaitu vyv,, vV, ..,

Vp—1Vn , UnV1 . Beberapa graf siklus dapat dilihat pada Gambar 2.2.4.

V3 Uy v
L V2 vy L]
Cg C 4
1 Va2
Vg V3
Vg Vy
Ce

Vg
Uy 3
V1 (%)
Cs
v
Uy 2
Vs 3
Vg /1
C7

Gambar 2.2.4 Graf Siklus C, mtuk3 <n <7

2.3 Star (Bintang)

Graf bintang (star) K, adalah suatu graf tethubung yang mempunyai sata

titik berderajat n yang disebut dengan pusat, dan n titik lain yang berderajat satu yang

disebut daun.



Gambar 2.3.1 Graf Bintang K ,,
2.4 Banana Tree (Pohon Pisang)

Tree (Pohon) adalah graf terhubung yang tidak memuat siklus. Leaf (daun)
adalah titik paling ujung dalam sebuah pohon. Sebagai contoh, pada Gambar 2.4.1
(a) graf F, adalah pohon dengan lima titik, dimana v;, v, v, dan vs adalah daun-
daun dari pohon F; tersebut. (b) graf F, adalah pohon dengan lima titik, dimana v,
dan vg adalah daun-daun dari pohon F, tersebut. (c) graf F; adalah pohon dengan

lima titik, dimana v,, v,, dan vg adalah daun-daun dari pohon F; tersebut.

)-«.———'—'_-__-_-
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(a) Fy (b} F, (c) Fs

Gambar 2.4.1 Graf Pohon

Pada Gambar 2.4.1, graf F;, F,, dan F; adalah tiga buah pohon dengan banyak titik

lima.

Definist 2.4.1 Misalkan K, menyatakan bintang dengan ny; sisi untuk setiap i,
1<i <k Suatu graf pohon pisang BT(n,, ny, .., Ny} merupakan suatu pokhon
yang diperoleh dengan menambahkan suatu titik baru a yang dihubungkan ke

@13, @13, -, Ax1. Hal ini dapat dilihat pada Gambar 2.4.2 berikut ini :

Q1n, @3 @3 11 Qzn, Q23 37 A Qiny, Qyz Qyz Agy

. Gambar 2.4.2 Graf Pohon Pisang BT (n,n,, ..., n;)

10



Gambar 2.4.2 menunjukkan swatu graf pohon pisang BT (ny,73,...,0)
dengan K;, menyatakan bintang dengan n; sisi untuk setiap i, 1<i<k.

Himpunan titik dan himpunan sisi dari G = BT(n,, ny, ..., ) adalah
V)= {a@u {gl1i<i<k}u{ayl1<i <k;1 <j <n}dan .
E@G) = {aay |1 <i <k} U {ga; |1 <i <k 1<j<n}.

2.5 Pelabelan Graf

Pelabelan adalah pemetaan satu-satu yang memetakan himpunan dari
elemen-elemen graf pada himpunan bilangan bulat positif. Jika domain dari fungsi
adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik (vertex labeling). Jika
domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi (edgé labeling), dan jika

domainnya titik dan sisi maka disebut pelabelan total (total labeling).

Misalkan G adalah suatu graf dengan himpunan titik V dan sisi E. Banyaknya

titik di G adalah |V (6)| = v, dan banyak sisi di G adalah |E{(G)| = e.

Definisi 2.5.1 Suatu pelabelan total sisi-ajaib dari suatu graf G merupakan pemetaan
satu-satu A dari V(G) U E(G) ke bilangan bulat positif {1,2, ...,vU e},  di mana
terdapat suatu bilangan bulat positif konstan h sehingga A(x) + 2(xy) + A(¥) = h
untuk setiap xy € E(G).

Definisi 2.5.2 Suatu pelabelan total sisi-ajaib A dari graf G disebut pelabelan total

sisi-ajaib super jika A{(V(6)) = {1,2, ..., v}.

11



Jumiah label sisi dan label dua titik yang terkait pada sisi tersebut disebut
bobot sisi. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka pelabelan tersebut
di sebut pelabelan total sisi-ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang
berbeda dan himpunan dari bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritratika
dengan suku pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut di sebut pelabelan total
(a,d) sisi anti-ajaii:. Sebaliknya, graf yang memiliki bobot titik dan bobot sisi yang
sama disebut graf dengan pelabelan ajaib. Sebagai contoh, perhatikan graf G Berikut
dengan V{(G) = {vy, v,,v3} dan E(G) = {v,v,,v,v3, v, v3}. Jadi orde G adalah 3.
Akan ditunjukkan bahwa graf G adalah sisi-ajaib. Hal ini dapat dilihat pada Gambar

235.1

(5]

vy vy
Gambar 2.5.1 Graf G sebelum dilabeli
Diperoleh
f)+fv) +fv)=1+6+2=9
f)+ )+ fluzg)=1+5+3=9

fW) + fv)+ f(r) =2+4+3=9

12




Gambar 2.5.2 Graf G dengan label

Graf G adalah sisi ajaib dengan konstanta ajaib k = 9.

Lema 2.5.3 Suatu graf G dengan v titik dan e sisi merupakan total sisi-ajaib super

Jjika dan hanya jika terdapat suatu bijektif
f:ve) - {1,2,..,v}

sehingga himpunan S = {f(x) + f(y)| xy € E(G)} terdiri dari bilangan-bilangan
bulat positif berurut. Fungsi f memuat pelabelan total sisi-ajaib super pada G

dengan konstanta ajaib h = v + e + s, dimana s = min(S) dan

S={f(x)+ fO)xy € E(G)}
={th—(w+1),h—(v+2),..h—(@w+e)}

2.6 Fungsi Floor dan Ceiling

Beberapa fungsi yang dipakai pada pembahasan adalah fungsi floor dan
ceiling. Misalkan x adalah bilangan riil, berarti x berada di antara dua bilangan bulat.
Fungsi floor dari x, dilambangkan dengan |x| dan ceiling dari x dilambangkan
dengan [x]. Definisi dari kedua fungsi tersebut adalah

’ MIL I
UPT PERPUSTAKAAN 13
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> Ix] menyatafcan nilai bilangan bulat tebesar yang lebih kecil atau sama dengan x.

» [x] menyatakan bilangan bulat terkecil yang lebih besar atau sama dengan x.

Dengan kata lain, fungsi floor membulatkan x ke bawah, sedangkan fungsi ceiling

membulatkan x ke atas..

Contoh :

1. E] = 0, nilai bilangan bulat terbesar lebih kecil adalah 0.

2. [—;-] = 4, nilai bilangan bulat terkecil yang lebih besar adalah 4.

14




BAB I
PELABELAN TOTAL SISI-AJAIB SUPER PADA GRAF POHON PISANG

Misalkan diberikan graf Kin ,Kyn,s--)Kin, yang menyatakan bintang
dengan himpunan titik V(Ky,,) = {c1, @r1, . @i}, dan himpunan sisi E(Ky,) =
fei an ...,ciaim} untuk i, 1 <i<k. Selanjutnya diberikan sebuah titik a yang
dihubungkan ke salah satu titik di K, 5, , misalkan titik a;;, untuk setiap {,1 =i < k
di Kmi; Kipys o Kip, yaitu titik-titik aqq, @z, ..., @x1. Maka diperoleh suatu graf
pohon pisang BT(ny,nz, ..,M;) dengan himpunan titik dari graf pohon pisang
G = BT(ny, g, ..., 1) adalah V(@)= {a}u {gl1<i<k}u{eyl1<i =<
k;1 <j <n}, dan himpunan sisi dari graf pohon pisang G = BT(ny,ny, ..., 1)

adalah E(G) = {aau |1 <i <k} U {qay |1 <i <k1<j<n}.

Pada bab ini akan dibahas tentang Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super pada

Banana Tree G = BT (ny,ny, ..., Ny).

Teorema 3.1. Untuk ny = ny =+~ = ny = n, dimana sz] <n £ k-1, maka graf
pohon pisang G = BT (ny,ny, ..., Ng) memuat suatu pelabelan total sisi-ajaib super .

Bukti.

Misalkan terdapat graf pohon pisang G = BT(ny, ng,..,ng), dan ny = ny =+ =

Ny = Mn. Maka
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v=V6)=k+1+k(n)= k(n+1)+ 1dan
e=E@)|=k+k)=k+1-1+k(n)=v—-1.
Kontruksikan sebuah pelabelan graf A dari V(G) U E(G) ke himpunan
{1,2,..,v+ e} atauditulis A : VU E — {1,2,...,v + e}, sebagai berikut :
1. Pelabelan untuk titik a dikontruksikan sebagai
k
M@ =+ Dk+1— li]

2. Pelabelan titik ¢; dengan i = 1, 2, ..., k dikontrusikan sebagai

k
1k + 1, untuk1 <i < [E]
Alcy) =
nk+1+4i, untuk [:2’5]<i£k

3. Pelabelan titik a;4 dengan i = 1, 2, ..., k dikontruksikan sebagai

1D n+1i- [%l untuki < ’[gl
(n+1)i—n—[5‘, unmki2[§]+1

4. Pelabelan daun a5, untuk 1 < i < k dikontruksikan sebagai,

Afaylz <j <n) ={G—Dn+1,E-Dn+2, .., - Do+ n)\{A(aw)})

Berdasarkan pelabelan titik 2, maka graf pohon pisang setelah diberikan label

titik diperoleh graf seperti Gambar 3.1.1.
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Qin, €2 Q44 azn, azy @yq ey, Qo Qg

Gambar 3.1.1 Graf Pohon Pisang BT (nq,ny, ..., n;)

| Dengan demikian diperoleh himpunan § = {f(x) + f(¥)[xy € E(G)}, bila
diuraikan diperoleh nilai S adalah S = {c; + @41, ¢4 + @43, ..., Ck + gy, }. Maka dari

semua bobot sisi dihasilkan membentuk suatu barisan bilangan bulat berurutan
S={nk+2 nk+3,..,nk+®m+1k+1}

Dengan menggunakan Lema 2.5.3, diperoleh s = min(S) = nk + 2. Maka
graf pohon pisang memuat pelabelan total 'sisi-ajaib super dan diperoleh konstanta

ajaib

h=v4+e+s=kin+ D+ 1+k(n+1)+ nk+2=3nk+ 2k + 3.

‘Contoh 1

Misalkan diberikank = 3 maka n = 2, sehingga graf pohon pisang berbentuk

BT (2, 2, 2) seperti pada Gambar 3.1.2
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(=1 C2 C3

Gambar 3.1.2 Graf Pohon Pisang BT (2, 2, 2)
Banyaknya titik dan sisi dari graf pohon pisang BT (2, 2, 2) masing-masing adalah
v=|lVG)l=kr+1)+1=3(2+1)+ 1=10,dan
e= |EG)l=v—-1=10—-1=9,
Kontruksikan pelabelan titik pada graf pohon pisang BT(2, 2, 2), sebagai berikut

1. Pelabelan titik a adalah

Ma)=m+Dk+1— [§]=(3)3+1—1=9.

2. Pelabelan titik ¢;, i = 1, 2, 3 adalah

k
nk+i, untuk1 <i < [E]
Ale) =

k
nk+1+1, untuk [—i]<i5k

{6+i, untuk1<i < 2

741, untuk 2<i €3
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Bila diuraikan untuk i = 1,2, dan 3, maka diperoleh hasil sebagai berikut :

« Untuki=1,makald(c;)=6 +i =6+1=17.
« Untuki=2,makal(c,) =6 +i=6+2=8.
s Unteki=3makad(c;) =7 +i=7+3=10.

3. Pelabelan titik a;4,i = 1, 2, 3 adalah

k k
n+1)i— [—:‘ untuki < [—]
- 2 2
A(ail) = k k
(n+1)i—n—[il, untuki?_[—z-l+1
{3i—2, ‘ untuki <2
3i— 4, untuki =23

Bila diuraikan untuk i = 1, 2, dan 3, maka diperoleh hasil sebagai berikut :

s Untuki=1,makaA(ay) =3i~2=(3)1—2=1.
= Untuki= 2, maka .3.((121) =3i— 2= (3)2 — 2=4,
» Untuki = 3, maka A(as;) = 3i—4 = (3)3 -4 =5.

4. Pelabelan daun a5, untuk I < i < 3 adalah

M{ayl2 <5 <2)) ={i— D2+ 1, - 12 + 2\ {A(a)}-
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Bila diuraikan untuk i = 1, 2, dan 3, maka diperoleh hasil sebagai berikut :

= Untuk { = 1, maka

a2 5 <2} = Aayn) = 2.
" Untuk i = 2, maka

2({az|z =j =2)) =2(az) =3.
. Uptuk i = 3, maka

l({a31|2 Sj = 2}) = A(a3z) = 6.

Maka diperoleh himpunan Iabel titik dari graf pohon pisang BT'(2,2,2)

adalah {1, 2, 3, ..., 10}, dapat dilihat pada Gambar 3.1.3.

Gambar 3.1.3 Graf Pohon Pisang BT (2, Z, 2) dengan label titik
Himpunan bobot sisi yang dihasilkan adalah

< A(Cl) + l(au) = 8.
< A(Cl) + A(alz) =9,

% A(a@) +Aay) = 10.
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L/
L4

A.(Cz) + 1(0.21) =12,

L
b

l(Cz) + l(ﬁzz) =11.

-
0.0

I-‘l(a) + il(an) = j3.

&
L

A(C3) + A(agl) = 15.

+

A(C3) + I‘L(agz) = 16.

L

Qe A(a) + l(a:.;z) = 14,

Himpunan bobot sisi yang dihasilkan oleh rumus di atas membentuk suatu
barisan bilangan bulat yang berurutan yakni 8,9,..,16, sechingga diperoleh
§$=1{8,9,..,16}, dengan s = min(S) = 8. Dengan menggunakan Lema 2.5.3,

maka konstanta ajaib
h=v+e+s=104+9+8=27,

Untuk mendapatkan pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib i = 27,

maka akan ditentukan label sisi v;v; V v;v; € E(BT(2, 2, 2)) sebagai berikut :

Meran) = b= fA(c) + Aay)] = 27— [7 +1] = 19.
Aaas) = h— [A@) + A(azy)] = 27 —[9 + 1] = 17.
A(c2a22) = h — [Acz) + Alaz)] = 27 — [8+ 3] = 16.
A(coaz1) = h— [Alcz) + Aazy)] = 27 — [B8+ 4] = 15.
A(aazs) = h — [A(@) + Alazy)] = 27 — [9 + 4] = 14.
A(agay) = h — [A(a) + Alaz)] = 27 — [9 + 5] = 13.

1(03031) =h— [1((13) + A(ﬂ.:.;]_)] =27 — [10 + 5] =12,

v VvV Vv Vv V¥V V¥V VY VY

A(czas,) = h—[Alcs) + A(azz)] = 27— [10+ 6] = 11.
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Diperoleh pelabelan total sisi-ajaib super pada graf pohon pisang BT (2, 2, 2)

dengan nilai k = 3 dan n = 2 seperti pada Gambar 3.1.4 sebagai berikut :

Gambar 3.1.4 Graf Pohon Pisang BT (2, 2, 2) dengan label titik dan sisi

Teorema 3.2 Untuk ny > ny > > n, > 1, maka graf pohon pisang

G = BT(ny,ny, ..., 1) memuat pelabelan total sisi-ajaib super .
Bukti.

Misalkan terdapat graf pohon pisang G = BT(n,, ny, ..., ng) dengan n; > ny >

we > 1 > 1. Maka
v=VE|=k+1+ M +ny+-+ n) = k+1+ T&, n; dan
e =|E@|=k+ T, n=v-1

Kontruksikan sebuah pelabelan graf A dari V(G) U E(G) ke himpunan
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1,2, ..,v+ e} atauditulisA : VU E — {1,2,...,v + e}, sebagai berikut

1. Pelabelan untuk titik a dikontruksikan sebagai,
Ala) =v—2

2. Pelabelan untuk titik C;, i = 1, 2, ..., k dikontruksikan sebagai,

(w—k—1)+ i untukt <t <k—2

A(Ci)=[
(v—k)+ i, untukk—1 <i <k

3. Pelabelan untuk titik a;4, i = 1, 2, ..., k dikontruksikan sebagai,

. i

i+2—k+Z n untuk1 <i <k-—2

=1
i4+1
AMaz) = 4 it 1)+z ng, untuki=k—1
i
Z ny, untuki=k

\ 1=1

4. Pelabelan daun a;; untuk 1 < i < k didefinisikan sebagai,
A{ayl2<j £n]) ={a,a—1,..,a— (@~ D\Ran)}

dimanaa= ¥l n

Berdasarkan pefabelan titik A, maka graf pohon pisang setelah diberikan label

titik diperoleh graf seperti Gambar 3.2.1.
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{1,2,..,v+etatauditulisA: VUE = {1,2,..,v+e}, sebagéi berikut

1. Pelabelan untuk titik @ dikontruksikan sebagai,

Alay =v—2

2. Pelabelan untuk titik C,i = 1,2, ...,k dikontruksikan sebagai,

Ac) = [

(v—k—1)+ i

(w=k)+ i

untuk1<i <k—2

untukk—1 <i <k

3. Pelabelan untuk titik a;;, { = 1, 2, ..., k dikontruksikan sebagai,

Alag) = 5

r £
i+2-k+z -
=1

-+ D+ Z

untukl <i <k-—2

untmki="k~1

Cuntuki=k

4. Pelabelan daun a;; untuk 1 < i < k didefinisikan sebagai,

Maylz<j €sn}) ={a,a~-1,..,a— @, — DN\{Aay)),

dimanaa = ¥l m

Berdasarkan pelabelan titik A, maka graf pohon pisang setelah diberikan label

titik diperoleh graf seperti Gambar 3.2.1.
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Gambar 3.2.1 Graf Pohon Pisang BT (ny, 1z, ..., ;)

Dengan demikian diperoleh himpunan S = {f(x) + f(¥)|xy € E(G)}, bila
diuraikan diperoleh nilai § adalah § = {¢; + a4, ¢; + @43, .., Ck + gy, }- Maka dari

semua bobot sisi dihasilkan membentuk suatu barisan bilangan bulat berurutan
S={v+1-kv+2—k..,.v+te—k}

‘Dengan menggunakan Lema 2. 5.3, diperoleh s = min(S) = v + 1 — k. Maka
graf pohon pisang memuat pelabelan total sisi-ajaib super dan diperoleh konstanta

ajaib

h=v+et+s=v+v—-1+v+1-k=3v—L.
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Contoh 2

Misalkan diberikan & = 3, maka diperoleh ny = 2,n, = 3, dan n; = 4, schingga graf

pohon pisang berbentuk BT (2, 3, 4) seperti pada Gambar 3.2.2

Q12 ayy a1 Qz3 a2 Qa4 Q34 Q32 Q33

Cy. Cy C3

Gambar 3.2.2 Graf Pohon Pisang BT(2,3,4)
Banyaknya titik dan sisi dari graf pohon pisang BT'(2, 3, 4) masing-masing adalah

v=lV(@))=k+1+ E{Llni =3+1+ Z?=1n,v =4+ (ny +ny+n3) = 13,

dan

e=|E[@)|=v—-1=13-1=12.
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Konstruksikan pelabelan titik pada graf pohon pisang BT(2, 3, 4) sebagai berikut
1. Pelabelan titik a adalah
Al@)=v—2=13—-2=11.

2. Pelabelan titik ¢;,{ = 1,2, 3

(w—k—-1)+i untukl<i<k-2
l(Ci)={
(v—-Ik)+ i untukk—1 <i <k
[9+i, untuk1<i €1
10 + i, untuk2 <i <3

Bila diuraikan untuk i = 1, 2, dan 3, maka diperoleh hasil sebagai berikut :
» Untuki=1,makai(c) =9+ i=9+1=10.

n Untuki=2,makad(c;) =10+ i=10+2=12

s Untuki=3,makaid(c;) =10+ i=10+3 =13.

3. Pelabelan titik a;4,i = 1,2, 3 adalah

s i
i+2-—k+Z n untuk1 <i <k-2
=1
i+1
Alay) = o -;+ D+ Z n, untuki=k—1
i=1
i
Z o stk t'=k
\ i=1
r i
i+1+Z n, untuk1l <i €1
=1
i+1
= < —(n; + 1)+Z ny, untuk i =2
1=1
i
Z n, untuk i =3
L 1=1




Bila diuraikan untuk i = 1, 2, dan 3, maka diﬁeroleh hasil sebagai berikut :
» Untuki= 1, maka
May)=i—-1+ 3 m=1-1+ I n=ny =2

» Untuk i = 2, maka

i+1 3
/'l(an) = "'(ni + 1) + Z n = —(n2 + 1) + Z n;
=1 =1

w Untuk { = 3, maka
i 3
A(a31)=z = Z m=m+n+tn=24+3+4=9
I=1 =1
4, Pelabelan daun a;; untuk 1 <i < 3 adalah
Alayl2<j sn})={g,a-1,..,a~ (@~ DN\1ay)}

dimanaa= Yl nm

Bila diuraikan untuk i = 1, 2, dan 3, maka diperoleh hasil sebagai berikut :

* Untuk i = 1, dengan

i 1
a=z n,=z n=n =2
=1 =1

maka

A{ayl2 <j =2)) =Aap) = 1.

= Untuki = 2, dengan

i 2
a=z n;=z m=n+n,=2+3=5
=1 I=1




maka
)‘({aﬁlz <jis 3}) = Aazy, az3) = 3,4

Untuk { = 3, dengan

i 3
a-—-z n¢=z n =n+n+n=2+3+4=9
=1 =1

maka

A({asjl2 < < 4}) = 20z, a33,034) = 6,7,8

Maka diperoleh himpunan label titik dari graf pohon pisang BT(2,3,4)

adalah {1, 2, 3, ..., 13} seperti yang dapat dilihat pada Gambar 3.2.3

10 12 13

11
Gambar 3.2.3 Graf Pohon Pisang BT (2, 3, 4) dengan label titik
Himpunan bobot sisi yang dihasilkan adalah

< }L(Cl) + )[(an) = 12.
o A(Cl) + l(alz) =11.

< l(a) + }l(an) = 13.
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*
"

Aer) + Alay,) = 17.

>
L4

A(Cz) + /‘l(azz) = 15.

&
L

A(Cz) + A(azg) = 16.

s
0.0

Ala) + A(az;) = 14.
% Ac3) + Alagy) = 22.
& Aes) + Alasy) = 19.
& Acs) + Alasz) = 20.
% Alcz) + A(azy) = 21

8 ﬂ.(a) + A(agg) = 18.

Himpunan bobot sisi yang dibasilkan oleh rumus di atas membentuk suatu
barisan bilangan bulat berurutan vyakni 11,12,..,22 schingga diperoleh

S ={11,12,...,,22}, dengan s = min(S) = 11. Dengan menggunakan Lema 2.5.3,

maka konstanta ajaib
h=v+e+s=13+4+12+11 = 36.

Untuk mendapatkan pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib h = 36,

maka akan ditentukan label sisi v;v; V v;v; € E(BT(2,3,4)) sebagai berikut :

> Alcyarz) = h— [Aey) + Aa)] = 36 — [10 + 1] = 25.
» A(cyair) = h— [A(cy) + A(agy)] = 36 — [10 + 2] = 24.
> A(aasp) = h—[A(@) + Alaiz)] = 36— [11 +2] = 23.
> Aaaz) =h—[A(@) + Aazy)] = 36 — [11+ 3] = 22.

» Acpay,) = h—[A(cy) + Alagz)] =36—[12 + 3] = 21.
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Acptys) = h— [Acg) + A(azs)] = 36 — [12 + 4] = 20.
A(Catzy) = b — [A(c) + Alagy)] = 36 ~ [12 + 5] = 19.
Maazs) = h— [A(@) + A(ass)] = 36 — [11 + 7] = 18,

Alcsasy) = h— [A(cs) + A(az,)] = 36 — [13 + 6] = 17.
A(Catzs) = h— [ACcs) + A(ass)] = 36 — [13 +7] = 16.

A(C3a34). =h-— [A.(Cg) -+ A(ag,;.)] = 36— [13 + 8] = 15.

v V ¥V V Y V VY

A(C3a31) = h - [A(Cg) + /1((131)] = 36 ~ [13 ot 9] = 14,

Diperoleh pelabelan total sisi-ajaib super pada graf pohon pisang BT(2, 3,4)
dengan nilai k = 3, n, = 2, n, = 3,dan n; = 4 seperti pada Gambar 3.2.4 sebagai
berikut

11

Gambar 3.2.4 Graf Pohong Pisang BT (2, 3, 4) dengan label titik dan sisi

30




BABIV

KESIMPULAN

Graf pohon pisang BT (n,, ny, .., ;) suatu pohon yang diperoleh dari
sebuah titik @ yang dihubungkan ke salah satu titk di Ki .z, misalkan titik ayy,
untuk setiap i,1 < i<k di Ky, Ky, oers Ky z, yaitu titik-titik a4, @y, ..., Q.
Graf pohon pisang BT(n,, n,,.., n;y) memuat pelabelan total sisi-ajaib super
jika (V(G)) = {1,2,...,v} dengan v adalah banyaknya titik di G. maka dapat

disimpulkan bahwa graf pohon pisang memuat pelabelan total sisi-ajaib super.

Berdasarkan hasil sebelumnya, yaitu teorema 3.1 dan teorema 3.2 dapat
disimpulkan bahwa graf pohon pisang BT (ny, n,, ..., n;) memuat pelabelan total

sisi-ajaib super.
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