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ABSTRAK

CG-modul adalah suatu ruang vektor berdimensi hingga V atas C yang didalamnya
didefinisikan suatu perkalian gv (untuk setiap g € G dan v € V') yang memenuhi
kondisi-kondisi berikut yaitu untuk setiap u, v € V, L € C, dan g,h € G berlaku
gv €V, (ghyv =g(hv), Iv = v, g ) = Mgv), g(u+v)=gu+ gv. Lema
Schur merupakan teori dasar bagi CG-modul tidak tereduksi. Suatu CG-modul V tak
nol dikatakan tidak tereduksi jika CG-submodul dari V hanyalah {0} danV. Lema
Schur menyatakan bahwa setiap CG-homomorfisma pada CG-modul tidak tereduksi
adalah suatu CG-isomorfisma dan CG-isomorfisma pada CG-modul tidak tereduksi V
terhadap dirinya sendiri adalah sebuah perkalian skalar dari identitas endomorfisma
) o

Dalam tugas akhir ini, Lema Schur dan konversnya digunakan untuk membuktikan
proposisi-proposisi, yaitu jika G adalah grup abelian hingga maka setiap CG-modul
tidak tereduksi mempunyai dimensi | dan CG-submodul dari CG-modul yang tidak
tereduksi adalah isomorfiik.

Kata kunci : CG-modul, CG-modul tidak tereduksi, Lema Schur.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Balakang

Misalkan G grup hingga dan GL, (C) merupakan grup yang beranggotakan
matriks n X n  yang dapat diinverskan dengan komponennya di C, maka
homomorfisma grup p : G — GL,(C) adalah suatu representasi dari grup G.

Teori representasi mempunyai hubungan yang sangat erat dengan CG-modul.
CG-modul adalah suatu ruang vektor berdimensi hingga V atas C yang didalamnya
didefinisikan suatu perkalian gv (untuk setiap g € G danv € V) yang memenuhi
kondisi tertentu. Karena CG-modul dibangun dari ruang vektor, maka CG-modul juga
mempunyai subruang yang diberi nama CG-submodul. CG-submodul dari CG-modul
V adalah subruang U dari V sedemikian sehingga U sendiri merupakan suatu CG-
modul. Suatu CG-modul V tak nol dikatakan tidak tereduksi jika CG-submodul dari
V hanyalah {0} dan V , dan dikatakan tereduksi jika sebaliknya.

Lema Schur merupakan teori dasar bagi CG-modul tidak tereduksi. Lema ini
banyak digunakan untuk membuktikan sifat-sifat dalam teori representasi grup.
Misalnya untuk menentukan semua representasi tidak tereduksi dari grup komutatif

hingga.



1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan uraian diatas, permasalahan yang akan dibahas pada penulisan
tugas akhir ini adalah bagaimana membuktikan Lema Schur dan bentuk aplikasi
Lema Schur dalam CG-modul.
1.3 Pembatasan Masalah

Pada penulisan tugas akhir ini, hanya akan dibahas Lema Schur untuk CG-
modul yang dibangun oleh ruang vektor berdimensi hingga atas lapangan kompleks
dan grup hingga.
1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah menjelaskan pembuktian

Lema Schur dan bentuk aplikasi dari Lema Schur dalam CG-modul.
1.5 Sistematika Penulisan

Tugas akhir ini terdiri Bab |1 Pendahuluan, berisi latar belakang masalah,
perumusan masalah, pembatasan masalah, tujuan penelitian, dan sistematika
penulisan. Bab 2 Landasan Teori, memuat tentang beberapa definisi dari suatu
matriks, definisi grup, definisi ruang vektor, pemetaan linier dan nilai eigen,
representasi grup, definisi CG-modul, CG-submodul, CG-homomorfisma, CG-
isomorfisma dan Teorema Maschke. Bab 3 Pembahasan, memuat tentang Lema
Schur dalam CG-modul dan konvers dari Lema Schur, versi matriks dari Lema Schur,
serta aplikasi Lema Schur dalam CG-modul. Bab 4 Penutup, berisi kesimpulan-

kesimpulan dari pembahasan.




BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan disajikan teori-teori pendukung yang berkaitan dengan
pembahasan tentang Lema Schur yaitu definisi matriks, pemetaan linier, definisi
grup, definisi ruang vektor, representasi grup, definisi CG-modul, CG-submodul,

CG-homomorfisma, CG-isomorfisma, dan teorema Maschke.

2.1 Matriks
Definisi 2.1.1 [1]
Suatu matriks  adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan.

Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks.

Definisi 2.1.2 [1]
Jika A adalah matriks kuadrat dan jika terdapat matriks B sehingga AB = BA =1

maka A dikatakan dapat dibalik dan B dinamakan invers dari A.

2.2 Grup
Definisi 2.2.1 [3]
Suatu himpunan tak nol dari elemen G disebut grup jika G yang didefinisikan oleh

operasi biner " * " sedemikian sehingga

1. Untuk setiap a,b € G berlaku a * b € G (tertutup).
2. Untuk setiap a,b € G maka berlaku a * (b * ¢) = (a * b) * c (sifat assosiatif).
3. Terdapat elemen identitas e € G sehingga berlaku a * e = e * @ = a untuk setiap

ac€aG.




1= agl'+xa=e (ada invers

4. Untuk setiap a € Gada a™' € G sehinggaa *a”~

di G).
Definisi 2.2.2 [3]
Suatu grup G dikatakan abelian (komutatif) jika untuk setiap a,b € G,

a*b=>b=xa.

Selanjutnya, dalam tulisan ini a * b hanya ditulis ab untuk setiap a,b € G.
Definisi 2.2.3 |2]
Misalkan G suatu grup. G disebut grup siklik (grup yang dibangun oleh suatu unsur)
jika terdapat a € G sehingga G = {a"|n € Z}. Dalam hal ini a disebut generator
(pembangun) dari G dan ditulis G = (a).
Definisi 2.2.4 |5]
Misalkan n adalah bilangan bulat positif dan notasikan C sebagai himpunan semua
bilangan kompleks. Himpunana dari n akar tunggal C, dengan perkalian biasa dari
bilanngan kompleks, adalah suatu grup yang berorde n. Ditulis sebagai C, dan
disebut grup siklik berorde n. Jika a = e?™/" maka C, = {1,a,a?,...,a" '} dan

a®* =71

2.3 Ruang Vektor

Definisi 2.3.1 [1]

Misalkan V adalah suatu himpunan tak kosong dari objek-objek sebarang, dimana
dua operasinya didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian dengan skalar
(bilangan). Operasi penjumlahan dapat diartikan sebagai suatu aturan yang

mengasosiasikan setiap pasang objek u dan v pada V dengan suatu objek u+v,



yang disebut jumlah dari u dan v. Operasi perkalian skalar dapat diartikan sebagai
suatu aturan yang mengasosiasikan setiap skalar k dan setiap objek u pada V dengan
suatu objek ku, yang disebut kelipatan skalar dari u oleh k . Jika aksioma-aksioma
berikut dipenuhi oleh semua objek u, v, w pada V dan semua skalar k dan [, maka V
disebut ruang vektor dan objek-objek pada V disebut vektor. Aksioma-aksioma

tersebut adalah:

1. Jika u dan v adalah objek-objek pada V, maka u + v berada pada V.

Zu$+v=v 4+

u+(v+w)=(u+v)+w

4. Terdapat 0 di V yang disebut vektor nol untuk V, sedemikian rupa sehingga
0+u=u+0=uuntuksemuaudiV.

5. Untuk setiap u di V terdapat —u di V yang disebut sebagai negatif dari u,
sedemikian rupa sehingga u + (—u) = (—u) + u = 0.

6. Jika k adalah skalar sebarang dan u adalah objek sebarang di V, maka ku
terdapat di V.

7. k(u + v) = ku + kv.

8. (k + Du = ku + lu.

9. k(lu) = (kl)(u).

10. Tu =



Teorema 2.3.2 [6]

Misalkan V suatu ruang vektor atas lapangan F maka

i. Ov = 0 untuk setiapv € V.

ii. (—1)v = —v untuk setiap v € V.

Bukti. Lihat [6] halaman 1.5

Definisi 2.3.3 [1]

Suatu subhimpunan W dari suatu ruang vektor V disebut subruang dari V jika W itu
sendiri merupakan suatu ruang vektor di bawah penjumlahan dan perkalian skalar
yang didefinisikan pada V.

Lema 2.3.4 [4]

Suatu himpunan tak kosong U S V dari suatu ruang vektor atas F adalah subruang

dari V jika dan hanya jika

l. uy,u; € U, makau; + u; e U.
2. ke Fdanue UmakakueU.

Bukti. Lihat [4] halaman 100.

Selanjutnya akan dijelaskan definisi jumlah langsung dari suatu ruang vektor.
Definisi 2.3.5 [4]
Misalkan bahwa W, dan W, adalah subruang dari ruang vektor V, maka
V =W, ®W, jika
1. w,n W, = {0}.
2. V =W, + W, sehingga untuk setiap v € V dapat ditulis v = w; + w, , dimana

wy, € Wydanw, € W, .




Dalam hal ini, W adalah jumlah langsung dari W; dan W, .

Lema 2.3.6 [4]
Misalkan V = W,®W,, maka setiap v € V dapat ditulis secara tunggal sebagai
v =w; + w, dimanaw,; € W, danw, € W,.

Bukti. Lihat [4] halaman 269.

2.4 Pemetaan Linier dan Nilai Eigen

Definisi 2.4.1 [1]

Jika T : V. — W adalah sebuah fungsi yang memetakan sebuah ruang vektor V ke
ruang vektor W, maka T disebut sebagai pemetaan linier dari V ke W jika untuk suatu

vektor u dan v pada V dan semua skalar c, berlaku

a) T(u+v)=T{)+T)

b) T(cu) = ¢ T(u).

Dalam kasus yang spesifik dimana V = W, pemetaan linier T :V — V disebut
operator linier pada V.

Definisi 2.4.2 [4]

Misalkan T : V — W adalah pemetaan linier.

1. Kernel dari T, dinotasikan dengan ker (T), didefinisikan sebagai
ker (T) = {v € V|T(v) = 0}.

2. Image dari T, dinotasikan dengan im(T'), didefinisikan oleh

im(T) = {T(v)|v € V}.




Definisi 2.4.3 [4]

Suatu pemetaan linier T:V — W disebut satu-satu jika u,v € V dan T(u) = T(v)
maka u = v. T dikatakan pada jika im(T) = W. T dikatakan isomorfisma jika T
adalah satu-satu dan pada. Bila terdapat isomorfisma T:V — W maka ruang vektor
V dan W disebut isomorfik.

Teorema 2.4.4 |4]

Misalkan bahwa V dan W adalah ruang vektor berdimensi hingga dan T:V —» W
adalah pemetaan linier, maka T adalah satu-satu jika dan hanya jika ker(T) = {0}.
Bukti.Lihat [4] halaman 188.

Definisi 2.4.5 |4]

Misal T : V — V adalah operator linier. Jika v € V adalah vektor tak nol dan terdapat
skalar k sehingga T'(v) = kv , maka v adalah vektor eigen dari T dan skalar k disebut
nilai eigen dari T yang berkaitan dengan vektor eigen v .

Lema 2.4.6 |4]

Misalkan bahwa T : V — V adalah suatu operator linier, maka v adalah vektor eigen
dari T yang berkaitan dengan nilai eigen r jika dan hanya jika

v € ker(T —r1,) # {0}.
Bukti. Lihat [4] halaman 209.
Definisi 2.4.7 [5]

Suatu pemetaan linier dari suatu ruang vektor V ke dirinya sendiri dinamakan

endomorfisma dari V.




Teorema 2.4.8 [5]

Misalkan V adalah suatu ruang vektor tak nol atas C dan @ suatu endomorfisma dari V,
maka € mempunyai nilai eigen.
Bukti. Lihat [5] halaman 25.
Definisi 2.4.9 |5]
Fungsi identitas 1, didefinisikan oleh 1,:V =V untuk setiap v €V adalah
endomorfisma dari V.

Selanjutnya akan dijelaskan definisi tentang representasi grup dan CG-modul

yang merupakan konsep penting dalam penulisan tugas akhir ini.

2.5 Representasi Grup

Definisi 2.5.1 [5]

Grup yang beranggotakan matriks nxn yang dapat diinverskan dengan
komponennya di C dinotasikan sebagai GL,(C) dan dinamakan grup linier umum
berderajat n atas C.

Definisi 2.5.2 [5]

Suatu representasi dari G adalah homomorfisma grup p: G — GL,(C) untuk suatu

n € N, bilangan asli n dinamakan derajat dari p.

2.6 Modul Atas CG
Definisi 2.6.1 [5]
Suatu ruang vektor berdimensi hingga V atas C adalah suatu CG-modul jika perkalian

gv (untuk setiap g € G dan v € V) terdefinisi dan memenuhi kondisi berikut :




untuk setiapw, vEV,L€ C,dan g,h € G,

(i) gvey,

(i) (gh)v = g(hv),

(iii) v = v,

(iv) g ) = Mgv),

(v) glu+v) = gu+gv.

Teorema 2.6.2 |5]

Jika p : G - GL,(C) adalah suatu representasi dari G atas lapangan C dan V = e,
maka V menjadi CG-modul jika didefinisikan perkalian gv oleh

gv=p(g)v ,veV,g€QG.
Bukti. Lihat [5] halaman 40.

Berikutnya akan dijelaskan definisi dari CG-submodul dan CG-submodul yang
tidak tereduksi.
Definisi 2.6.3 [5]
Misalkan V suatu CG-modul. Suatu subhimpunan W dari V dikatakan CG-submodul
dari V jika W adalah subruang dan gw € W untuk setiapw € W dan g € G.
Definisi 2.6.4 |5]
Misalkan V adalah suatu €G- modul tak nol. V dikatakan tidak tereduksi jika tidak
mempunyai CG- submodul selain {0} dan V, dan tereduksi jika berlaku sebaliknya.

Suatu representasi p : G = GL,(C) dikatakan tidak tereduksi jika CG- modul C"

yang didefinisikan dengan gv = p(g)v untuk setiap g € G dan v € C" merupakan




CG-modul tidak tereduksi, dan p dikatakan tereduksi jika CG- modul C" juga

merupakan CG-modul tereduksi.

2.7 Homomorfisma CG-modul

Definisi 2.7.1 |5]

Misalkan V dan W  CG-modul. Suatu pemetaan 6 :V — W dikatakan CG-
homomorfisma jika 6 adalah pemetaan linier dan 6(gv) = g6(v) untuk setiap
veV dangeG.

Proposisi 2.7.2 [5]

Jika V dan W merupakan CG-modul dan 6 : V' — W merupakan CG-homomorfisma,
maka ker(6) merupakan CG-submodul dari V dan Im(@) merupakan CG-submodul
dari W .

Bukti. Lihat [5] halaman 62.

Definisi 2.7.3 [5]

Misalkan V dan W merupakan CG-modul. Suatu pemetaan 6 : V — W adalah CG-
isomorfisma jika @ adalah CG-homomorfisma dan @ dapat dibalik. Jika terdapat
suatu CG-isomorfisma maka V dan W dikatakan CG-modul isomorfik dan ditulis
V=Ww.

Proposisi 2.7.4 |5]

Misal V adalah CG-modul dan misalkan bahwa V = U,;® U,® ... ® U, dimana U;
adalah CG-submodul dari V. Untuk setiap v € V, maka v=u, +u, +-+ u,
untuk suatu vektor tunggal u; € U;. Definisikan mg:V -V (1 <i<r) dimana

m;(v) = u;. Maka m; adalah CG-homomorfisma.

11




Bukti. Lihat [5] halaman 67.

Teorema berikut merupakan teorema yang penting dalam teori representasi
yang menjelaskan tentang jumlah langsung dari CG-submodul.
Teorema 2.7.5 |5] ( Teorema Maschke)
Jika V adalah suatu CG-modul dan U adalah suatu CG-submodul dari V, maka

terdapat suatu CG-submodul W dari V sedemikian sehinggaV =U @ W.

Bukti. Lihat [4] halaman 71.




BAB 111

LEMA SCHUR DAN APLIKASINYA DALAM CG - MODUL

Pada bab ini akan dibahas hasil dari tugas akhir ini yaitu tentang Lema Schur dan

aplikasinya dalam CG-modul. Terlebih dahulu akan dibahas tentang Lema Schur.

3.1 Lema Schur
Lema 3.1.1 [5] (Lema Schur)

Misalkan V dan W CG-modul tidak tereduksi .

1. Jika 6:V — W adalah CG-homomorfisma maka salah satu dari yang berikut
berlaku yaitu @ adalah suatu CG-isomorfisma atau 8(v) = 0 untuk setiap v € V.
2. Jika 8:V — V adalah CG-isomorfisma maka 6 adalah sebuah perkalian skalar dari

identitas endomorfisma 1,,.

Bukti.
1. Misalkan V dan W CG-modul tidak tereduksi dan 6:V — W adalah CG-
homomorfisma.
Dalam hal ini, akan ditunjukkan @ adalah suatu CG-isomorfisma
Misalkan @ (v) # 0 untuk v € V maka im(0) # {0}.
Karena V dan W adalah CG-modul dan 6:V — W adalah CG-homomorfisma,

maka :

1) im(6) adalah CG-submodul dari W. Karena W adalah CG-modul tidak

tereduksi, akibatnya im(6) = W.




ii) ker(@) adalah CG-submodul dari V. Karena V adalah CG-modul tidak
tereduksi, akibatnya ker(8) = {0}.

Berdasarkan i) dan ii) maka 6 dapat dibalik.

Karena 6 adalah CG-homomorfisma dan 6 dapat dibalik, berdasarkan Definisi

2.7.3 ., 0 adalah suatu CG-isomorfisma.

. Misalkan 6:V — V adalah CG-isomorfisma.
Akan ditunjukkan @ adalah sebuah perkalian skalar dari identitas endomorfisma
2
Menurut Teorema 2.4.8, V ruang vektor atas C dan @ endomorfisma dari V maka
6 mempunyai nilai eigen.
Misal nilai eigennya adalah A, dengan A € C.
Menurut Lema 2.4.6, A adalah nilai eigen dari @ jika dan hanya jika

ker(6 — A1,) # {0}.
Karena 6 — A1, adalah CG-homomorfisma maka ker(6 —A1,) adalah CG-
submodul dari V. Karena V tidak tereduksi, akibatnya ker(6 —A1,) = V.
Sehingga (6 — 11,)(v) = 0, untuk setiap v € V dan mengakibatkan

0—211,=0

6 =211,

Jadi terbukti bahwa 6 merupakan perkalian skalar dengan 1,,. m
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Proposisi berikut ini merupakan konvers dari Lema Schur.
Proposisi 3.1.2 [5]
Misalkan V adalah CG-modul tak nol dan misalkan bahwa setiap CG-homomorfisma

dari V ke V adalah suatu perkalian skalar dengan 1, , maka V tidak tereduksi.

Bukti.

Misalkan V adalah CG-modul tak nol dan misalkan bahwa setiap CG-homomorfisma

dari V ke V adalah suatu perkalian skalar dengan 1,,.
Akan ditunjukkkan V tidak tereduksi.
Andaikan V tereduksi, maka V mempunyai CG-submodul U selain {0} dan V..

Berdasarkan teorema Maschke, maka terdapat suatu CG-submodul W dari V

sedemikian sehinggaV =U @ W.
Misalkan pemetaan 7r: V — V didefinisikan oleh m(u + w) = u untuk setiapu € U,

w € W . maka berdasarkan Proposisi 2.7.4, m adalah CG-homomorfisma dan

bukanlah suatu perkalian skalar dengan 1,,.

Hal ini kontradiksi dengan premis yang menyatakan bahwa setiap CG-homomorfisma

dari V ke V adalah suatu perkalian skalar dengan 1,, jadi haruslah V tidak

tereduksi.m




Akibat 3.1.3 |5]
Misalkan p : G — GL(n,C) representasi dari G. Maka p tidak tereduksi jika dan
hanya jika setiap matriks A yang berukuran n x n yang memenuhi

p(g)A = Ap(g) untuk setiap ge G akan mempunyai bentuk A = Al,, 1€ C.

Bukti.
Berdasarkan Teorema 2.6.2, C™ merupakan CG- modul dengan perkalian

gv=p(g)v ,veC", ge€EQG.

i. Misalkan 6:C" — C™ dengan 8(v) = Av. Akan ditunjukkan terlebih dahulu
8(gv) = go(v) & A(gv) = g(Av).
Misalkan 6(gv) = gf(v). Akan ditunjukkan A(gv) = g(Av).
Perhatikan bahwa
A(gv) = Ap(g)v

= 0(p(g)v)

= 0(gv)

= go(v)

= g(Av).
Sebaliknya misalkan A(gv) = g(Av). Akan ditunjukkan 8(gv) = gf(v).
Perhatikan bahwa

0(gv) = Agv

= g(Av)

= g6 (v)




Selanjutnya akan dibuktikan 6:C" — C" dengan 6(v) = Av adalah CG-
homomorfisma jika dan hanya jika
0(gv) = go(v) & A(gv) = g(Av).
Misalkan 6:C" — C™ dengan 8(v) = Av adalah CG-homomorfisma .
Akan ditunjukkan 8(gv) = g8 (v) & A(gv) = g(Av).
Perhatikan bahwa
A(gv) = 0(gv)

= go(v)

= g(Av).
Berdasarkan (i) maka berlaku 6(gv) = g8(v) © A(gv) = g(Av).
Sebaliknya misalkan 8: C" — C" dengan 6(v) = Av dan A(gv) = g(Av).
Akan ditunjukkan @ adalah CG-homomorfisma.
Berdasarkan (i), A(gv) = g(Av) maka 6(gv) = gf(v). Akibatnya 6 adalah

CG-homomorfisma.

Selanjutnya akan dibuktikan arah kekanan dan kekiri dari Akibat 3.1.3

Misalkan p tidak tereduksi.

Akan ditunjukkan untuk setiap A, yang memenuhi p(g)A = Ap(g) untuk setiap

g € G akan berbentuk A = Al,, A€ C.

Misalkan 8: C" — C" dengan 6(v) = Av dan p(g)A = Ap(g). Akan ditunjukkan 6

adalah CG-homomorfisma.




Perhatikan bahwa
A(gv) = Ap(g)v

= p(g)Av

= g(Av).
Berdasarkan (i), A(gv) = g(Av) maka 8(gv) = gf(v). Akibatnya 6 adalah CG-
homomorfisma.
Karena p tidak tereduksi maka CG-modul C" yang didefinisikan dengan perkalian
gv = p(gv),v € C", g € G adalah CG-modul tidak tereduksi dan karena 0 adalah
CG-homomorfisma maka berdasarkan Lema 3.1.1, 6 adalah perkalian skalar dengan
1, yaitu 6 = 11,,.
Karena 6(v) = Av untuk setiap v € C* dan A,,, adalah matriks yang mewakili
pemetaan 0, akibatnya A = Al,.

Sebaliknya misalkan untuk setiap Ay, dan g € G memenuhi p(g)A = Ap(g) akan

berbentuk A = Al,, A € C.

Misalkan 6: C* — C" dengan 6(v) = Av.

Akan ditunjukkan p tidak tereduksi.

Berdasarkan (ii), @ adalah CG-homomorfisma.

Karena A adalah matriks yang mewakili pemetaan @ , akibatnya 6 = 11,,.
Berdasarkan Proposisi 3.1.2 maka V = C" yang dedefinisikan dengan perkalian

gv =p(g)v,vE€C", g €G adalah CG-modul tidak tereduksi, akibatnya p juga

tidak tereduksi.m




Contoh :

Misalkan G = C, = (a: a? = 1). Definisikan p: G — GL,(C) dengan

pay=(1 1)

i -i
Akan ditunjukkan bahwa p adalah representasi dari grup G yaitu dengan
menunjukkan bahwa p adalah homomorfisma grup.

Perhatikan bahwa C, = {1, a}, sehingga

w=per=( 1) = )

i =i

p@=pa@)=(1 1)y =(1 1)

b =i

Akibatnya

p.pm = ) D=0 3)=,®

pp@=(y DG 1)=0G 1)=r@.

Jadi p: G — GL,(C) adalah suatu representasi.
s 1 3
| = "

Piliha=(; )

Perhatikan bahwa

B S ((13 2) (} —1l) v. G ﬁla)

=01 G D=0G 2

i -4

p(a)A = (} _1[) (} _1[) = (ilji‘i’- il+_ig)
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Ap(a) = (} —1£) (1 —11) - (i1—+i£ i1+_ii2)'

Akibatnya p(g)A = Ap(g) untuk setiap g € C,. Karena A # Al maka menurut

Akibat 3.1.3, diperoleh bahwa p tereduksi.

Lema Schur merupakan teori dasar bagi CG-modul tidak tereduksi sehingga
banyak digunakan untuk membuktikan sifat-sifat dalam representasi grup. Berikut

akan dibahas aplikasi dari Lema Schur dalam CG-modul.

3.2 Aplikasi Lema Schur dalam CG-modul

Proposisi 3.2.1 [5]

Jika G adalah grup abelian hingga maka setiap CG-modul tidak tereduksi mempunyai
dimensi 1.

Bukti.

Misalkan V CG-modul tidak tereduksi.

Pilihx € G.

Karena G abelian maka berlaku gxv = xgv untuk setiap g € G.

Misalkan endomorfisma 8:V — V dengan 8(v) = xv.

a. Akan dibuktikan bahwa 8:V = V dengan 68(v) = xv adalah CG-homomorfisma.

. Ambila,beV ,k €C.

Akan ditunjukkan 6(a + b) = 6(a) + 6(b) dan 6(ka) = kb (a).




Perhatikan bahwa

8(a+b) =x(a+b)

= xa + xb
= 0(a) + 6(b)
O(ka) = xka
= kxa
=k6(a) .
Jadi @ adalah pemetaan linier.
2. Akan ditunjukkan 8(gv) = g6 (v).
Perhatikan bahwa
0(gv) = xgv
= gxv
= go(v)

Berdasarkan | dan 2 maka @ adalah CG-homomorfisma.
Karena V adalah CG-modul tidak tereduksi dan berdasarkan Lema 3.1.1, maka
@ adalah CG -isomorfisma.
b. Berdasarkan Lema 3.1.1, maka @ adalah perkalian skalar dengan 1,, akibatnya
xv = A, v untuk setiap v € V.

Akan ditunjukkan bahwa W;_ = {v € V|xv = A, v} adalah CG-submodul dari

CG-modul V.




I. Karena V ruang vektor maka terdapat 0 € V.
Akan dibuktikan terdapat 0 € W, _ sehingga x0 = A,v.
Perhatikan bahwa

x0 = 0 = Ov untuk setiap v € V

(R

Jelas bahwa W; SV .

(d

Ambila,b € W,_.
Akan ditunjukkan a + b € W,_.

Perhatikan bahwa

x(a+b) =xa+xb

= Aga + A b
=A.(a+b)
= A,c,untuksuatuc =a+b.
Jadia+b EW,,.
4. Ambila €W, k €C.

Akan ditunjukkan ka € W;_.

a €W, artinyaa €V sedemikian sehinnga xa = A,a .
Perhatikan bahwa

xka = kxa

kAya

= A ka .

Jadi ka € W,




5. Ambilw € W, , dan g € G.
Akan ditunjukkan gw € W,_.
w € W,_artinyaw € V sedemikian sehingga xw = A,w.
Perhatikan bahwa

XgW = gxw
= gAw
= Ay gw.

Jadigw € W, .
Dari 1, 2, 3, 4 dan 5 maka W, adalah CG-submodul dari V . Karena W;_berlaku
untuk setiap x € G, akibatnya setiap subruang V adalah CG-submodul.
Karena V tidak tereduksi maka dim (V) haruslah 1.m
Contoh:

Misalkan G = C; = (a:a® = 1) dan V = C2. Definisikan p:G — GL,(C) dengan

p(a’) = (_01 _11)T.

Akan diperiksa terlebih dahulu bahwa p adalah representasi yaitu dengan
menunjukkan bahwa p adalah homomorfisma grup.

Perhatikan bahwa C; = {1, a, a?}.
T . O
P =p@=(, 1) =, ;

p(a) = p(a') = (_01 _11)1 = (—01 -11)
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Akibatnya

pp=( NG D=0 7)=r®

s.o@=(5 N2 ' 2)=(5 10 =r@

r@.p@=(° )0 )

Jadi p: G = GL,(C) adalah suatu representasi.

(_11 _01) = p(a®)

Dengan mendefinisikan gv = p(g)v untuk setiap v € V, g € G dengan

_(0 1
e@=(5 )
maka berdasarkan Teorema 2.6.2 , V = C? menjadi CG-modul yang berdimensi 2.

Berdasarkan Proposisi 3.2.1, maka V adalah CG-modul tereduksi.

Proposisi 3.2.2 |5]
Misalkan V adalah CG-modul dan tulis V = U; @ ... @ Us , suatu jumlah langsung
dari CG-submodul tidak tereduksi U;. Jika U adalah sebarang CG-submodul tidak

tereduksi dari V, maka U = U; untuk suatui.

Bukti.
Misalkan u € U; maka u = u; + u, + --- + ug untuk suatu vektor tunggal u; € U;

dengan 1<i<s.
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Definisikan pemetaan m;: U — U; dengan m;(u) = u; . Pilih i sehingga u; # 0 untuk
suatu u € U. Akibatnya diperoleh m; # 0.

Berdasarkan Proposisi 2.7.4, maka m; adalah CG-homomorfisma.

Karena U dan U; tidak tereduksi dan m; # 0, maka menurut Lema 3.1.1, m; adalah
CG-isomorfisma.

Akibatnya U dan U; adalah CG-modul yang isomorfik, dengan kata lain U = U;.m
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BAB IV

KESIMPULAN

Dari penulisan tugas akhir ini dapat disimpulkan bahwa lema Schur menyatakan
bahwa setiap CG-homomorfisma pada CG-modul tidak tereduksi adalah suatu CG-
isomorfisma. Dan CG-isomorfisma pada CG-modul tidak tereduksi V terhadap
dirinya sendiri adalah sebuah perkalian skalar dari identitas endomorfisma 1,,.

Lema Schur memiliki konvers yaitu V adalah CG-modul tak nol dan setiap CG-
homomorfisma dari V ke V adalah suatu perkalian skalar dengan 1,, maka V tidak
tereduksi. Selanjutnya salah satu akibat dari lema Schur yaitu misalkan p: G —
GL(n,C) representasi dari G. Maka p tidak tereduksi jika dan hanya jika setiap
matriks A yang berukuran n x n yang memenuhi p(g)A = Ap(g) untuk setiap ge G
mempunyai bentuk A = AI,,, A€ C.

Lema Schur banyak digunakan dalam representasi grup. Adapun aplikasi lema
Schur dalam CG-modul yaitu setiap CG-modul tidak tereduksi mempunyai dimensi 1
jika G merupakan grup abelian hingga. Aplikasi lainnya yaitu suatu jumlah langsung
dari CG-submodul tidak tereduksi U; dan U adalah sebarang CG-submodul tidak

tereduksi dari V akan mengakibatkan U = U; untuk suatu i .
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