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Abstrak
Dalam skripsi ini dipelajari sifat-sifat modulo 9. Selanjutnya ditemukan
bahwa, setiap bilangan bulat positif adalah kongruen dengan modulo 9. Sifat ini
digunakan untuk memeriksa kebenaran operasi penjumlahan, pembagian dan
perkalian.
Kata Kunci :Teori kekongruenan, sifat-sifat kekongruenan, modulo 9
Abstract

In this paper we studied the properties of modulo 9. We found that the sum of
number every positive integer is congruent to modulo 9. We also apply the
property of modulo 9 to check sumation, division and multipliication of integers.

Key Words : Theory of congruence, properties of congruence, modulo 9
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang Masalah

Teori bilangan merupakan salah satu dasar dalam matematika himpunan
semesta, dalam teori bilangan adalah himpunan semua bilangan bulat. Bahkan
dalam beberapa pembahasan hanya terbatas pada himpunan bilangan asli. Teori
bilangan berisi penelaahan sifat— sifat bilangan bulat dan penerapannya terutama
dalam konsep kekongruenan.

Konsep kekongruenan pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan
Jerman yaitu Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855) dalam aritmatikanya, Gauss
memperkenalkan kongruenan dan modulus ke dalam teori bilangan tahun 1801.
Kata modulus dalam bahasa latin berarti suatu ukuran atau satuan ukur, sedangkan
pada teori bilangan modulus adalah satuan ukur yang digunakan dalam kongruen
lebih tepatnya mengukur sesuatu menurut siklus panjangnya sebagai contoh,
bulan dalam satu tahun terdapat 12 bulan disebut dengan modulus 12. Kata
kongruen berasal dari bahasa latin yang berarti menyetujui atau bersesuaian.
Dalam teori bilangan kongruen adalah dua angka yang memiliki modulo yang
sama.

Pada skripsi ini akan ditunjukkan cara memeriksa kebenaran perkalian
dan penjumlahan bilangan bulat dengan menggunakan kekongruenan modulo 9.
1.2  Perumusan Masalah.

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang dibahas

Adalah “ Apa saja kegunaan Teori kekongruenan pada modulo 9”°?




1.3 Batasan Masalah
Pembatasan masalah pada penulisan skripsi ini adalah hanya pada
penggunaan teori kekongruenan khususnya pada modulo 9
1.4 Tujuan Penulisan
Penulisan ini bertujuan untuk mengetahui penggunaan teori kekongruenan
pada modulo 9
1.5 Manfaat Penulisan
Tulisan ini diharapkan dapat memperluas wawasan penulis dalam
memahami penggunaan Teori kekongruenan
1.6 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan tugas akhir ini dimulai dengan BAB I, membahas
tentang latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan
penulisan, manfaat penulisan dan sistematika penulisan.BAB II, memuat konsep
yang digunakan untuk menyelesaikan masalah Teori Kekongruenan Terhadap
sifat-sifat kekongruenan Pada Modulo 9. BAB III, akan dibahas tentang sifat-sifat

kekongruenan pada modolu 9. BAB IV memuat kesimpulan mengenai tugas

akhir ini.




BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dikemukakan pengertian dan konsep dasar yang dapat
digunakan untuk menyelesaikan masalah kekongruenan. Teori dasar tentang
bilangan bulat menjadi landasan teori yang penting dalam memahami pembahasan
tentang masalah kekongruenan. Berikut definisi-definisi serta teorema-teorema
yang mendukung penyelesaian masalah pada penulisan ini.

2.1 Sifat-Sifat Bilangan Bulat
Sifat-sifat bilangan bulat dibagi kedalam dua kelompok, yaitu sifat aljabar dan
sifat urutan. Menurut Budhi (2003) Sifat aljabar pada himpunan bilangan bulat
mempunyai dua operasi yaitu operasi penjumlahan (+) dan operasi perkalian (x)
dengan sifat
a. Sifat Assosiatif untuk penjumlahan

Untuk setiap bilangan bulat a,b,c, berlaku, (@+b) + ¢ =a + (b +c),
b. Sifat komutatif untuk penjumlahan

Untuk setiap bilangan bulat a,b berlaku,a + b= b + a,
¢. Unsur identitas terhadap penjumlahan

Ada bilangan 0 sehingga untuk setiap bilangan bulat berlaku, a + 0 = 0 + a=q,
d. Unsur invers terhadap penjumlahan

Untuk setiap bilangan bulat a ada bilangan bulat b sehingga, a + b = 0,
e. Sifat Assosiatif untuk perkalian

Untuk setiap bilangan bulat a,b, ¢ berlaku, (@. b). ¢ =a. (b. ¢),

f. Sifat komutatif untuk perkalian

Untuk setiap bilangan bulat a,b berlaku,a. b =b. a,




g. Unsur identitas terhadap perkalian
Ada bilangan 1 sehingga untuk setiap bilangan bulat berlaku, a. / = lI.a=a
Sifat urutan menurut (Varberg,Purcel,Rigdom, 2004),didefinisikan sebagai
bilangan-bilangan riil tak nol dipisahkan dengan baik menjadi dua himpunan
terpisah, bilangan-bilangan riil positif dan bilangan-bilangan riil negatif. Fakta ini
memungkinkan untuk memperkenalkan relasi urutan < (dibaca“lebih kecil dari”)
dengan x < y < y— x adalah positif.
Contoh 1
x<y=y>x
Jadi4<5=5>4, 4 <-3=-3>-+4
Beberapa Sifat Urutan (Varberg,Purcel,Rigdom, 2004)
1. Trikotomi
Jika x dan y adalah bilangan-bilangan, maka pasti satu diantara yang berikut
ini berlaku - x < yataux = yataux > y
2. Ketransitifainx <ydany<z = x<z
3. Penambahanx <y & x+z<y+z

4. Perkalian. - Bilamana z positif, x <y & xz<y

- Bilamana z negatif, x < y<> xz > yz relasi urutan < (dibaca
kurang dari atau sama dengan™) didefinisikan sebagai x < y < y — x positif atau

nol




2.2 Sifat-Sifat dan Teori keterbagian pada Bilangan Bulat

Definisi 2.2.1 (Sukirman, 2006)

Sebuah bilangan bulat a # 0 dikatakan membagi b jika terdapat bilangan bulat ¢
sehingga b = ac.

jika @ membagi b ditulis dengan a | b. Sebaliknya jika a tidak membagi b ditulis
dengan a 1 b . Disamping kata membagi dapat digunakan juga kata faktor,yaitu a
faktor dari . Selain itu dapat juga dikatakan bahwa a pembagi bilangan b (Arifin,
2000)

Contoh 2

1. 3 membagi 15, ditulis 3 | 15, karena 15=3.5

2. 7 tidak membagi 19, ditulis 7 + 19 , karena tidak ada bilangan bulat jika

dikalikan 7 menghasilkan 19.
Sifat — sifat keterbagian pada bilangan bulat adalah sebagai berikut
1. Sifat Refleksif
Untuk setiap bilangan bulat a berlaku : a | a.
Bukti
Ambil ae Z, a } 0. Akan ditunjukan a | a.
Karenaa=a.l makaa|a
2. Sifat Transitif
Untuk setiap bilangan bulat @, b, ¢ berlaku : Jikaa | bdan b | c makaa | c.
Bukti
Ambil a,b,c € Zdengana |bdanb | c.

Akan ditunjukan a | c.

Karena a | b maka a# 0 dan ada n; ¢ z sehingga b = nja




Karena b|c maka b # 0 dan ada n; e Z sehingga ¢ = nob Perhatikan ¢ = nyb
Akibatnya ¢ = nyb
¢ =n; (na)
c=(nn; ) auntuk ny, e Z
c=n3a untuk n; € Z
Karena a # () dan ¢ = n3 a untuk suatu n; € Zmakaa | c.
3. Sifat Linear
Untuk setiap bilangan bulat a,b,¢,x, dan y berlaku :
Jikaa|bdana|cmakaa|(xb + yc .
Bukti
Karena a | b maka ada bilangan bulat k sehingga b = ka
Karena a | c maka ada bilangan bulat / sehingga ¢ = /a.
Selanjutnya untuk setiap bilangan bulat x , y maka
Bx + ¢y = kax + lay
=a(kx+1y)
Jadi bx + ¢y habis dibagi oleh a
4. Sifat Perkalian
Untuk setiap bilangan bulat @, b, dan ¢ berlaku: Jika a | b maka ca | cb.
5. Sifat Pencoretan
Untuk setiap bilangan bulat a, b, dan ¢ berlaku: Jika ca | ch dan ¢ #0
makaa | b
6. Jikaa|bdanb |a < a==+b. Bilangan a dan b disebut berasosiasi.

Bukti (— )

Ambil a,b € Zdengana |bdanb |a




Akan ditunjukkan @ = + b Karena a|b makaa# 0, a € Z sehingga b = nja
Karena b | a maka b+ 0 ,b € Z sehingga a = n;b
Perhatikan bahwa
a=nxb
a=nz(nn;)a
a=(nm;)a
Karenaa,n;,n> € Z, a #0dana= (nn; ) amakanin; = 1
Akibatnya 1. n;=n;=1 atau
2. ny=-1,np=-1
Untuk n,-n, = 1diperoleh a =b
a=1tb
Untuk n; = n,diperoleha = —b
Bukti (« )
Ambilabe Z,a#0,b#0dana=+b
Akan ditunjukana | bdan b | a
Kasus1:a =5
Karena a# (0 dan / € Z sehinggah = l.amakaa | b
Karena b# (0dan / € Zsehinggaa = 1.bmakab | a
Kasus2:a=-b
Karena a# () dan -/ € Z sehingga b =-l.amakaa| b
Karena b# (0 dan -/ € Z sehinggaa =-/.bmakab |a
Dari kasus 1 dan 2 disimpulkan jika a =+bmakaa |bdanb |a
Definisi 2.2.2 (Sukirman, 2006)
Bilangan bulat p, p > I dikatakan bilangan prima jika pembagi positif dari

bilangan tersebut adalah / dan p itu sendiri.




Contoh 3

Misalkan nilai p = 3

Maka 3 | 3 dan 1 | 3, sehingga p adalah bilangan prima

Teorema 2.2.3 (Arnawa, 2010)

Setiap bilangan bulat positif yang lebih besar dari / dapat dibagi oleh suatu
bilangan prima.

Bukti

Misalkann e Z", n > 1

Akan ditunjukkan n habis dibagi suatu bilangan prima

Jika n € bilangan prima, makan | n

(berarti teorema terbukti)

Jika n ebilangan komposit, maka n mempunyai faktor bilangan positif selain dari
1 dan n sendiri

Misalkan d;, dimana d; | n

Sehingga ada n; € Z" sehinggan =n.d;, 1 <n;<n

Jika n; ebilangan prima, maka n; | n

(berarti teorema terbukti)

Jika n; e bilangan komposit, maka n; mempunyai faktor bulat positif selain/dan »;
Misalkan d yaitu d5 | n;

Sehingga ada n, € Z* sehinggan; = ny.d>, 1 <n, <n,

Jika n> e bilangan prima maka n; | n;

(berarti teorema terbukti)

Jika n, e bilangan komposit, maka n, mempunyai faktor bulat positif selain

Idanng




Misalkan d3, dimana d; | n>

Sehingga ada n; € Z' sehingga ny = ds.nz, I <n3 <n;

Jika n; e bilangan prima, maka n; | ny, n | ny, ny | n, artinya n3 | n

(berarti teorema terbukti)

Jika n; e bilangan komposit maka n; mempunyai faktor bulat positif selain
Idan n; maka proses ini dapat dilanjutkan, sehingga diperoleh suatu barisan
n,n,nyn;...dengann > n; > ny >....

Misalkan pemfaktoran tersebut berakhir pada faktor prima »y, maka ny | ng.s, g
Ni.2,...,ny | n sehingga ny | n (terbukti)

Teorema 2.2.4 (Arnawa, 2010)

Setiap bilangan bulat positif yang lebih besar dari / adalah suatu bilangan prima
atau bilangan itu dapat dinyatakan sebagai perkalian bilangan-bilangan prima
Bukti

Misalkann € Z", n > I, p e bilangan prima

Akan ditunjukkan n = p;.p2.ps,...pk

Menurut teorema 4.1 ada p; € bilangan prima, ada p; | n sehingga ada n; € Z"
sehingga ada n = p;.n; dengan / <n; <n

Jadi jika n; = I maka n = p; dengan n suatu bilangan prima

Jika n; > I maka menurut teorema 4.1 ada p, € bilangan prima sehingga p; | n;
Sehingga ada n; € Z', ada n; = py.n; dengan 1< n; <n;

Jadi jika n, =1 maka n; = p,dengan n = p,.p,

(teorema terbukti)

Tapi jika n; > I maka menurut teorema 4.1 ada p; e bilangan prima, ada p; | n,

Sehingga n; € Z' , ada n; = ps.n; dengan I <n3; < n,




Jika n; = I, maka n, = p; sehingga n = p;.p>.p;
Jika n3 > 1 maka proses dapat dilanjutkan sampai akhirnya akan diperole n= p;.p;
Ps....px, yaitu bilangan bulat positif » >, dan dapat dinyakan sebagai perkalian
Bilangan prima.
Definisi 2.2.5 (Budhi, 2003)
Bilangan bulat m disebut bilangan komposit jika mempunyai sedikitnya satu
pembagi yang berbeda dengan / dan p.
Contoh 4
Misal m = 6, 6 dikatakan bilangan komposit karena 6 =3 . 2
Begitu juga kalau dimisalkan m = 8, 8 juga dikatakan bilangan komposit karena
8§=2.4dan8=4.2
Sifat 2.2.6 (Budhi, 2003)
Suatu bilangan positif N habis dibagi
a. 2 jika dan hanya jika angka terakhirnya genap.
b. 4 jika dan hanya jika bilangan dengan dua angka terakhir habis dibagi 4.
c. 3 jika dan hanya jika jumlah dari semua angka habis dibagi 3.
d. 5 jika dan hanya jika angka terakhir 0 dan 5.
Bukti
a. Bilangan N = a,a,.; ... ap mempunyai arti
N=a,l0" +ap 10" + ..+ ap
=10 (a,10™" +2,,10"% + .a; ) + ap
Suku pertama habis dibagi 2 karena mempunyai faktor /0. Bilangan N habis

dibagi 2 jika dan hanya jika ay habis dibagi 2.
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b. bilangan N = a,a,.; ...ap mempunyai arti
N=a,10" + an 10" + ..+ a;10° + a;10 + ay
N=100(anl0" + an; + ani 107> + .+ ay) + a;10 + a3
Dua angka terakhir yaitu a;/0 dan a; habis dibagi 4
¢. Dengan cara yang sama diperoleh
N=a,l0"+a 10" + ..+ a
N=a,(10™1) +an10"'-1) + .. +a; (10-1)
Karena /0"-1 selalu habis dibagi 3 untuk setiap k, maka keterbagian N
bergantung pada suku kedua.
d. Dengan sedikit perubahan seperlunya, diperoleh
N= a0+ a, 10" + ..+ ap
=]0 (a,,]O"‘] + apy + G 10™ + ..aj) +ap
Suku pertama kelipatan 5, maka keterbagian N bergantung pada ay
Teorema 2.2.7 (Budhi, 2003)
1. Jika a | b maka a | bx untuk setiapx € Z
2. Jikaa|bdana|cmakaa|b + ¢
Bukti
1.Jika a | b maka a | b maka a | bx untuk setiap x € Z
Ambil a,b € Zdengana | b
Akan ditunjukan a | bx untuk setiap x € Z
Karena a | b maka a | b maka a# 0 dan ada n; € Z sehingga b = n;a

Karena b = n;a, maka

Bx = (ma)x = (nx)aeZ, na
\.—.v___.l
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Karena a# () dan ada n; € Z sehingga bx = n,a maka a | bx
2. Jikaag|bdanadaa|cmakaa|b+c.

Ambil a,b,c € Zdengana |bdana|c.

Akan ditunjukana | b + c.

Karena a | ¢ maka a # () dan ada n; e Z sehingga ¢ = nza

Perhatikan bahwa : b + ¢ =ma + n,a = (n, +n,)a, (n; + nz) aecZ
\-_—V—/

dimana, nza = (n; + ny), n eZ
Karena a+# 0 dan ada n; ¢ Zasehingg b + c =n;amakaa|b + ¢
2.3 Pembagi Bersama Terbesar (PBT) dan Algoritma Pembagian
Definisi 2.3.1 (Frakleigh, 1994)
Bilangan bulat positif adalah Pembagi bersama Terbesar (PBT) dari a,b € Z,
a,b# 0 bila dipenuhi
1. k|ladank|b
2. Jika c bilangan bulat, sehingga ¢ |adan ¢ | b makac | k
Contoh 5
1. PBT (12 dan 6) = 3, sebab faktor dari dari 12 =1, 2, 3, 4, 6, 12.dan faktor
dari 6 = 1, 2, 3, 6 dan faktor 6 dan 12 diatas, diperoleh bahwa 3adalah faktor
persekutuan terbesar dari 12 dan 6
2. PBT (2,13) =1, sebab faktor dari 2 =1,2 dan faktor dari 13 =1, 13 dari faktor 2
dan 13 diatas, diperoleh bahwa 1 adalah faktor persekutuan terbesar dari
2 danl3
Teorema 2.3.2 (Budhi, 2003)
Misalkan a, b adalah bilangan bulat dengan b > 0, maka terdapat bilangan bulat g

dan r yang tunggal, sehingga:a=qgb+r; 0r<b.

12



Dalam hal ini ¢ dan r masing- masing disebut sebagai hasil bagi dan sisa
pembagian a dan b.
Bukti
Untuk bilangan bulat a , b, perhatikan himpunan
A={x=ayb|x20, y € B)}. Akan dibuktikan: 4 #{ }
Karena b bulat positif maka b> 7, dan |a| b>|a|, atau b |a| <a < b |a|
jadi0O<alal|b
Dengan mengambil y = - |a|, makax =a—yb € A.
Berdasarkan sifat terurut rapi, maka 4 mempunyai unsur terkecil. Misalkan s
unsur terkecil himpunan 4. Berdasarkan sifat himpunan 4, maka ada bilangan
bulat ¢ sehingga s = a — gb.
jika dapat membuktikan bahwa s < b, maka berarti telah membuktikan hal yang
diminta. Andaikan bahwa s >b, maka
a-(g+1)b=a—qgb-b
=s5s—-b20
Jadia-(g+1)b=5-b¢e A
Karena s — b < 5, maka hal ini berlawanan dengan asumsi bahwa s merupakan
unsur terkecil dari 4. Dengan demikian pengadaian bahwa s > b tidak benar.
Yang benar adalah s < b. Bilangan ¢ disebut hasil bagi a oleh b dan s disebut sisa
pembagian a oleh bilangan b.
Contoh 6
1. Misalkan nilaia = 12 dan b =4
Menurut teorema 2.3.2 nilaia=¢gb + r, 0<r <b

Sehingga didapat bahwa 12 = 4.3 + 0, dengan nilaig=4 danr = 0
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2. Misalkan nilai @ = 0 dan b = 2
Menurut teorema 2.3.2 nilaia =gb +r, 0 <r <b
Sehingga didapat bahwa 0 = 0.2 + 0, dengan nilai g = 4 dan r =0
Definisi 2.3.3 (Arifin, 2000)
Jika a,b € Z dengan a dan b tidak keduanya nol, maka a dan b relatif prima.
Contoh 7
Misalkan nilai a=8, b =9, maka PBT (8,9) = 1, karena faktor persekutuan
terbesar dari 8 dan 9 adalah 1
Teorema 2.3.4 (Herstein, 1997)
Jika a dan b relatif prima dan a | bc, maka a | c.
Bukti
Karena a dan b relatif prima, maka ada m,ne Z sehingga ditulis am + bn =1....(1)
kemudian (2) dikalikan dengan ¢ sehingga amc + bnc = ¢ < (ac)m + (bc)n = ¢
Cara 1 : Jika a | be berarti a | ((ac)m + (bc)n), karena (ac)m + (bc)n = c maka a |c
Cara 2 : Kemudian a | acm dan diasumsikan a | bcn sehingga a | acm + ben,
dimana acm + ben = ¢ sedemikian sehingga a | c.
Teorema 2.3.5 (Budhi, 2003)
Untuk setiap bilangan — bilangan bulat a, b dan ¢ berlaku :
1. al0,1|a,ala
Bukti
e Ambil a € Z dengan a# (. Akan ditunjukan a | 0
Karena 0 = a. O makaa | 0
e Ambil a € Z Akan ditunjukan / | a

Karenaa =/ .amaka / |a
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e Ambil a € Z, a# 0. Akan ditunjukan a | a
Karenaa =a.l makaa|a

2. alleda=x1

Bukti (—)

Misalkan @ € Z dan a | 1, Akan ditunjukkant. a = + /

Karena a | / maka a# () dan / = ac untuk suatuc € Z

Karena I = ac maka I° = (ac )’ = &’ ¢’ atau | =a’c?

Karenaa, ¢ ¢ Zmakad’ = 1, akibatnya a = + \/-1=r1

Bukti («)

a = +I. Akan ditunjukkant a | /

Karena /| / dan-/ |l makaa |/

3. Jikaa| b dan ¢ | d maka ac | bd

Bukti

Ambil a,b,c eZdengana | bdanc|d

Akan ditunjukkan ac | bd.

Karena a | b maka a# 0 dan ada n; € Z, sehingga b = nja
Karena c | d maka ¢ # 0 dan ada n; € Z, sehingga d = nxc
Karena a# 0, c# 0 maka ac# 0

Karena ac # 0 dan ada suatunz e Z

Sehingga bd = n3 ac maka ac |bd

4, Jikaa|bdana|cmakaa| (bx + cy) untuk xy € Z
Bukti

Ambil a,b,c € Zdengana |bdana|c

Akan ditunjukkan a | (bx + cy) untuk sebarang x,y € z
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Karena a | b, maka a | bx untuk setiapx € Z
Karena a | ¢, maka a | ¢y untuk setiapy € Z
Karena a | bx dan a | cy, maka a | bx + cy untuk setiap x,y € Z

Teorema 2.3.6 (Budhi, 2003)

Misalkan a,b e Z dengan a,b# () dan PBT (a,b) = d, maka ada x,y € Z sehingga

d=ax + by

Bukti

Ambil a,b € Z dengan a dan b tidak keduanya nol dan PBT (a, b) = d

Akan ditunjukkan ada x,y € Z Sehinggad = ax + by
TulisS={fau+bv|au+bv>0,uveZlaz0,b=0
Kasus1:a #0,b=10

Karena a # () maka |a| > 0

SubKasus 1.1 a>0

Perhatikan bahwa |[a| =a = l.a+ 0.b> 0

Ini berarti |a| € S

Subkasus 1.2 a<0

Perhatikan bahwa |a| = -1 .a + 0.b > 0 Ini berarti |a| € S
Kasus2: a=0, b#0

SubKasus2.1 bH>10

Perhatikan bahwa |b| = 0.a + 1.b > 0

Ini berari |b| € S

SubKasus22 b<0

Perhatikan bahwa |b| = -b = 0.a +(-1).b > 0

Ini berarti |b| € S
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Kasus 3 :a#0, b#0

SubKasus 3.1 a>0danb>0

Perhatikan bahwa |a| + |b| =a+b=1a+ 1.b> 0
Ini berarti |a| + |b] € S

SubKasus3.2 a<0Odanb<0

Perhatikan bahwa |a| + |b| =a.(-1) + b. (-1) > 0

Ini berarti |a| + |b| € S

SubKasus3.3 a>0danb <0

Perhatikan bahwa |a| + |b|=a + (-b) =a.]l + b.1 <0
Ini berarti |a| + [b] € S

Sub Kasus 3.4 a<Odanb> 0
Perhatikan bahwa |a| + |b| =(-a) +b=a.(-1) + b. 1 >0
Ini berarti |a| + |b] € §

Diketahui bahwa S = fau + bv|au +bv> 0, u,v € £} #¢
Karena unsur — unsur di S adalah bilangan — bilangan bulat positif, maka menurut
sifat terurut dengan baik, S mempunyai unsur terkecil. misalkan unsur terkecil
tersebut adalah d karena d € S, maka d dapat ditulis sebagai d = ax + by untuk
suatu x,y € Z selanjutnya bagi a dengan d, diperoleh

B2 ¥ 1 D B B o iprssrsermrmrmomencscssmememsassvussvisssonsessonmananrtbtsibsnsanbatns (1)
Andaikan r > 0

Dari (1) diperoleh r=a—-qgd=a—q (ax+by) =a(l-gx)e Z + b(-qy)e Z
%’_J ‘W_"

Ini berartir € S

Karena r € S dan r < d maka d bukan unsur terkecil di s
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Ini kontradiksi dengan pemisalan bahwa d adalah unsur terkecil di S

Jadi haruslah r = 0, atau d | a

Teorema 2.3.7 (Budhi, 2003)

Misalkan a,b € Z dengan a,b # 0, a dan b relatif prima jika dan hanya jika ada
Bilangan bulat x,y sehingga ax + by = I.

Bukti (=)

Misalkan a,b €Z dengan a,b # 0, a dan b relatif prima. Karena a,b relatif prima
maka PBT (a,b) = I karena | merupakan dari a dan b maka dapat ditulis
sehingga / = ax + by untuk suatux,y € Z

Bukti («)

Misalkan a,b € Z dengan a,b# 0, dan ada bilangan bulat x,y sehingga / = ax +by
Akan ditunjukkan a dan b relatif prima. yaitu PBT (a,b) = 1

Misalkan PBT (a,b) = d akan ditunjukkan d = ]

Karenad = PBT (a,b) makad|adand | b
Karenad|adand | b makad|ax + by ataud | ]

Karenad |/ dand> I makad = |
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dikemukakan definisi dan teori dasar kekongruenan yang
digunakan untuk menyelesaikan masalah teori bilangan. Bab ini terbagi ke dalam
dua bagian yaitu pertama berisi tentang definisi dan teori dasar kekongruenan dan
bagian kedua berisi tentang penggunaan teori dasar kekongruenan terhadap sifat-
sifat pada modulo 9.
3.1 Definisi dan Teori Dasar Kekongruenan
Definisi 3.1.1 (Sukirman, 2006)
Misalkan a,b dan m bilangan bulat dengan m > (0. Bilangan a disebut kongruen
dengan b modulo m jika m | (@ — b) dan ditulis a=b (mod m)
Lemma 3.1.2 (Budhi, 2003)

Kongruen modulo m adalah relasi equivalen, ini berarti

1. a=a (mod m) (refleksif)
2. jika a=b (mod m) maka b=a (mod m) (simetri)
3. jika a=b (mod m) dan b=c (mod m) maka a=c (mod m) (transitif)
Bukti

1. a=a(mod m)
a=a (mod m), berarti a —a = km , k bilangan bulat
a—-a=0makam|a—a
2. Jika a=b (mod m) maka b=a (mod m) (simetri)
a=b (mod m), berarti a — b = km, k bilangan bulat

a(a-b) =-km

b —a = (-k)m, -k bilangan bulat b=a (mod m)




3. Jika a=b (mod m) dan b = ¢ (mod m) maka a = ¢ (mod m) (transitif)
a=b (mod m), berartia — b = kym
b=c (mod m), berarti b — ¢ = kom
a-c=(a—c)+ (b—c)=km+ kom= (k; + kz)m, k;, k2 bilangan bulat
a=c (mod m)
Lemma 3.1.3 (Budhi, 2003)
Jika a=b (mod m) maka untuk setiap bilangan bulat p berlaku
(i). a+p= b+p (mod m)
(i1). ap = bp (mod m)
Bukti
a=b (mod m), berartia — b = km
(). a+p=b+p(modm),berarti(a+p)—(b+p)=a+p-b-p=a-b=km
Ini berarti m membagi (a+p) — (b+p) atau a + p = b + p (mod m)
(ii). ap = bp (mod m), berarti ap — bp = p(a—b) = pkm
Maka ap — bp habis dibagi m atau ap =bp (mod m)
Lemma 3.1.4 (Budhi, 2003)
Jika a = b (mod m) dan ¢ = d (mod m), maka
(i). a+c =b+d(modm)
(ii). ac =bd (mod m)
Bukti
a = b (mod m), berartia — b = kjm
¢ = d (mod m), berarti c —d = kom
(i). a + ¢ =b + d(mod m), berarti (a + ¢)— (b + d) = kym + kom

= (k; + k2 )m
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— ksm , k3 bilangan bulat Ini berarti (a + ¢) — (b + d) habis dibagi oleh
mataua + ¢ = b + d (mod m).
(ii). a—b=km,a = b+ km
c—d=km,c=d+ kmm
ac =bd (mod m)
ac=(b+km). (d+ kom)=bd+ bkm + dkym + kp.ka.m;
= bd + (bk; + dk; + ki.ko.m),m
Ini berarti ac — bd habis dibagi oleh m, atau ac = bd (mod m)
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa setiap bilangan bulat kongruen modulo 9
dengan jumlah angka-angkanya.
Contoh 8
8.234 = 8000 + 200 + 30 + 4 (mod 9)
= 8.(1000) + 2(100) + 3(10) + 4(mod 9)
= 8(1) +2(1) + 3(1) + 4(mod 9)
8.234 =17 (mod 9)
= 1(mod 9) +7 (mod 9)
=(1+7)(mod9)
Selanjutnya dengan cara yang sama

17= 10+ 7 (mod 9)

17 (mod 9)

1 (mod 9) + 7 (mod 9)

(1+ 7) (mod 9)
= 8 (mod 9)

Jadi 8.234 = 8 (mod 9)
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Teorema 3.1.5 (Arnawa, 2010)

10" = 1 (mod 9) untukn=20, 1, 2,...

Bukti

Untuk n = 0 perhatikan bahwa

I=1 (mod 9)

10° =1

Ini berarti 10" =1 (mod 9) benar untuk 7=0..............ccccccoeeciinimnnniiieiniee e (i)
Perhatikan bahwa untuk n = /1, 2, 3,...

10" —1=999999........ 9 (n angka 9) terbagi oleh 9 maka 9 |/0" — I atau

10" = 1 (Bd B untik n s e et o i SRR o - o+ o (i1)
Dari (i) dan (ii) terbukti bahwa /0" =1 (mod 9) untuk n =0, 1, 2, 3,....

Teorema 3.1.6 (Arnawa, 2010)

Setiap bilangan bulat positif kongruen modulo 9 dengan jumlah angka-angkanya
(Suatu bilangan habis dibagi 9 jika jumlah angka-angkanya habis dibagi 9)
Bukti

n € Z kongruen modulo 9 dengan jumlah angka-angkanya.

n berturut — turut adalah n = di-di.1.dk.>....d>.d).dp atau

n=d. 10"+ di; 108 + dyz. 1007 + .+ dy. 10° +d;. 10" + dy. 10°

dengan 0 <di <9,untuki =0, I, 2, 3,..kataudk # 0

menurut teorema 3.1.5 10" =1 (mod 9)untuk n =0, 1, 2, 3,...

karena /0* = 1 (mod 9) maka di. 10 (mod 9)

karena 10’ = I (mod 9) maka dy.;. 10! = di; (mod 9)

karena 10" =1 (mod 9) maka dj . 10° =d, (mod 9)

sehingga menurut teorema 2.2.3 Arnawa)
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d 105 + di 105 + diy . 10°7 +..+ do. 107 +d. 10" + dp 10° = dy + dis +di
+....+d>) +d; + dp
Ini berarti bilangan bulat » kongruen modulo 9 dengan jumlah angka-angkanya.
Contoh 9
Periksalah kebenaran penjumlahan berikut
248 + 324 + 672 = 1244
Jawab
248 =2+4+ 8 (mod9)

= 14 (mod 9)

= 1(mod 9) + 4 (mod 9)

= (1+4) (mod 9)

= 5 (mod 9)
324 =3+2+4(mod?9)

= 9 (mod 9)

= () (mod 9)
672 =6+7+2(mod9)

= 15(mod 9)

= (1 +5) (mod 9)

=6 (mod 9)
Jadi 248 + 324 + 672 =5+ 0+ 6 (mod 9)

= 11 (mod 9)
=1 (mod 9) + 1 (mod 9)

=(1+1)(mod?9)
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Sedangkan 1244= 1+ 2 + 4 +4 (mod 9)
=11 (mod 9)

= I(mod 9) +1 (mod 9)

= 2 (I0Q 9) oo eeeeeeeeseeeeeessssmsssessssssssessaeesessseessssenns )

Dari kekongruenan (1) dan (2) berarti : 248 + 324 + 672 = 1244 (benar)
Contoh 10
Benarkah 84 x 428 = 35.952
Jawab
84 = 8 +4 (mod 9)
=12 (mod 9)
=] (mod 9) + 2 (mod 9)

=(1+2)(mod9)

3 (mod 9)

428

4+2+8(mod9)

14 (mod 9)
= 1(mod 9) + 4(mod 9)
=(1+4)(mod9)
= 5 (mod 9)

Maka 84 x 428 = 3 x 5 (mod 9)

=15 (mod 9)

= I(mod 9) + 5(mod 9)

=(1+3)

LT RSV O ——— '

Sedangkan 35952 =3+5+9+5+2(mod9)
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= 24 (mod 9)

=2 (mod 9) + 4 (mod 9)

= (2 +4) (mod 9)

18 1500000 9) 9).corvennsenemmnsmersmeeareossnarmassmsssnsisisiissssssrssmasssesssi

Dari (1) dan (2) disimpulkan bahwa 84 x 428 = 35.952 (benar)
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BAB 1V

KESIMPULAN
4.1. KESIMPULAN
Dari pembahasan, dapat disimpulkan bahwa teori kekongruen pada modulo 9
dapat digunakan untuk memeriksa kebenaran, penjumlahan, dan perkalian pada

bilangan bulat, dan ciri bilangan bulat yang habis dibagi 9.

26



DAFTAR PUSTAKA

Arifin, A 2003. Aljabar. 1ITB Bandung

Budhi, S. Wono. 2003. Langkah Awal Menuju olimpiade : Ricardo. Jakarta

Frakleigh, J.B. 1994, 4 first Course in Abstract Algebra : Addison, New York

Herstein, I.N. 1997. Topics in Algebra.

M.Burton, Davit. 1980. Elementary Number Theory : Allyn and Bacon
Inc.Boston. London

Varberg, Purcel, Rigdon. 2004. Kalkulus Jilid I : Erlangga.Jakarta.

Sukirman, 2005. Teori Bilangan : Hanggar Kreator.Yokyakarta

Arnawa,l Made, 2010. Teori Bilangan. Universitas Negeri Padang.

27




