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ABSTRAK

Konvolusi adalah penjumlahan dari peubah-peubah acak. Konvolusi dari peubah
acak berdistribusi eksponensial dengan parameter berbeda dan sama dapat diten-
tukan dengan memperlihatkan fungsi kepadatan peluang dari peubah acaknya.
Begitu juga dengan konvolusi dari peubah acak berdistribusi eksponensial yang
dibangkitkan oleh konstanta penstabil dengan parameter sama juga dapat diten-
tukan dengan memperlihatkan fungsi kepadatan peluang dari peubah acaknya.
Kata Kunci : konvolusi, distribusi eksponensial, distribusi eksponensial

dibangkitkan oleh konstanta penstabil.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Distribusi eksponensial merupakan salah satu distribusi peluang kontinu
yang menggunakan peubah acak X dan parameter J dengan fungsi kepadatan
peluang (fkp) sebagai berikut

Falei B) = B exp(—z;8) ,jika 0 < z; < o00;8>0 (1.1)
0 , Jika x; lainya.
Selanjutnya distribusi eksponensial dapat dibentuk kedalam distribusi eksponen-
sial yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil yang didefinisikan sebagai ber-
ikut, apabila terdapat suatu peubah acak X; berdistribusi eksponensial (X; ~
EXP(3)), dan nilai ke-i dengan ¢ = 1,2, - -+ ,n dari peubah acak tersebut didefi-
nisikan W; sebagai berikut
L

L

dimana

Tm = MOT{T1y2n, Tn}s Ti € [0, Zufsm e LT,

maka peubah acak W; tersebut memiliki fkp

Jwi(wi; B) = 0 B exp(—w;B) (1-3)

untuk setiap 0 < w; < 1,1 =1,2,--- ,ndan # > 0 dimana # merupakan konstanta
penstabil bentuk distribusi yang bergantung pada /3.

Adanya distribusi eksponensial saat sekarang ini telah memberi kontribusi
dalam statistika, seperti untuk memodelkan waktu tunggu suatu antrian dan
lain-lain. Aplikasi dari distribusi eksponensial ini akan semakin meluas jika kita
lakukan kajian yang lebih dalam tentang distribusi eksponensial. Salah satu con-
tohnya melakukan konvolusi dari distribusi eksponesial.



Konvolusi adalah operasi penjumlahan dari peubah-peubah acak. Dengan
menggunakan konvolusi dapat ditentukan distribusi baru dari suatu peubah acak
yang merupakan jumlah dari peubah-peubah acak distribusi sebelumnya. Misal-
kan S, = X; + X5 + --- + X,, adalah jumlah dari peubah acak X; dengan
i = 1,2,--- ,n, yang memiliki fungsi distribusi eksponesial. Dengan menggu-
nakan fungsi kepadatan peluang untuk masing-masing peubah acak eksponensial
maka dapat diperoleh fungsi kepadatan peluang fs,. Begitu juga dengan dis-
tribusi eksponesial yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil. Jika dimisalkan
peubah acak W; dengan ¢ = 1,2,--- ,n merupakan peubah acak eksponensial
yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil. Misalkan S, = W, +Wy+---+ W,
adalah jumlah dari peubah acak W; maka akan diperoleh distribusi dari S,,, yang
memiliki fungsi kepadatan peluang fs, .

Berdasarkan uraian diatas, maka tesis ini akan membahas dua bentuk fungsi
kepadatan peluang. Pertama, bentuk fungsi kepadatan peluang fs_ dari distribusi
S, yang merupakan konvolusi peubah acak X; yang berdistribusi eksponensial.
Kedua, bentuk fungsi kepadatan peluang fs,_ dari distribusi S,,, yang merupakan
peubah acak W; yang berdistribusi eksponensial yang dibangkitkan oleh konstanta
penstabil.

1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas pada tesis ini adalah

1. bagaimana bentuk fungsi kepadatan peluang dari konvolusi distribusi ek-

sponensial dengan menggunakan parameter berbeda?

2. bagaimana bentuk fungsi kepadatan peluang dari konvolusi distribusi ek-

sponensial dengan menggunakan parameter sama?

3. bagaimana bentuk fungsi kepadatan peluang dari konvolusi distribusi ekspo-
nensial yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil dengan menggunakan

parameter sama?



1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah

1. untuk menentukan fungsi kepadatan peluang dari konvolusi distribusi ek-
sponensial dengan menggunakan parameter berbeda.

2. untuk menentukan fungsi kepadatan peluang dari konvolusi distribusi ek-

sponensial dengan menggunakan parameter sama.

3. untuk menentukan fungsi kepadatan peluang dari konvolusi distribusi ekspo-
nensial yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil dengan menggunakan

parameter sama.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memperluas wawasan penulis serta pem-
baca pada umumnya dan diharapkan dapat memberikan sumbangan kepada para
pembaca agar lebih memahami konvolusi distribusi eksponensial atau menjadikan
referensi untuk menentukan fungsi kepadatan peluang dari konvolusi distribusi

lainnya.




BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini memaparkan beberapa teori yang akan digunakan untuk menjawab
permasalahan yang diajukan dalam Bab I yang bersumber dari beberapa literatur.

2.1 Pengertian Dasar dalam Teori Peluang

Himpunan semua kemungkinan hasil dari suatu percobaan disebut ruang
contoh dan dilambangkan dengan (2, sedangkan kejadian adalah suatu himpunan
bagian dari ruang contoh/2/. Berikut ini akan dijelaskan beberapa pengertian

dasar dalam teori peluang.

2.1.1 Ruang Peluang

Misalkan €2 suatu himpunan dari titik-titik dalam suatu ruang contoh
dan misalkan F suatu himpunan yang anggotanya adalah himpunan bagian dari
2. Himpunan bagian ) dikatakan kejadian dan bisa dipandang sebagai suatu
kemungkinan yang bisa terjadi. Jika dimisalkan P suatu fungsi yang memberikan
peluang untuk sebarang kejadian dalam F, maka tripel (2, F, P) dinamakan ruang
peluang. Kumpulan dari F dengan sifat-sifat tertentu dinamakan o-algebra [2].
Berikut akan diberikan definisi dari o-algebra.

Definisi 2.1. [4] Keluarga dari subhimpunan dari ruang contoh Q, dinamakan
medan Borel (o-algebra) dan dinotasikan dengan F jika memenuhi sifat-sifat ber-
ikut:

1. @ € F (himpunan kosong ada dalam medan Borel)

2. Jika A € F maka A° € F (medan Borel tertutup terhadap komplemen)




3. Jika Ay, As,--- € F maka |J;2, Ai € F (medan Borel tertutup terhadap

gabungan tercacah (countable union))

2.1.2 Peubah Acak dan Fungsi Distribusi

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema yang terkait deng-
an peubah acak dan fungsi distribusi.

Definisi 2.2. [2] Suatu peubah acak, notasikan sebagai X, adalah suatu fungsi
yang didefinisikan pada suatu ruang contoh 2, yang memetakan setiap anggota
ruang contoh e dalam ) ke suatu bilangan riil z, atau dapat ditulis sebagai X (e) =

z,x € R.

Dengan kata lain, peubah acak X adalah bilangan yang ditentukan oleh
hasil suatu percobaan. Peubah acak dinotasikan dengan huruf kapital, sedangkan
nilai yang mungkin bagi peubah acak (range)nya dinotasikan dengan huruf kecil

yang bersesuaian [2].

Definisi 2.3. [2] Fungsi distribusi kumulatif dari peubah acak X didefinisikan
sebagai

F(z) = P(X < z),untuk setiap z € R (2.1)
Untuk selanjutnya F(z) disebut sebagai fungsi distribusi.
Definisi 2.4. [2] Suatu peubah acak X dikatakan peubah acak kontinu jika ter-
dapat suatu fungsi f(x) yang dinamakan fungsi kepekatan peluang (fkp) sehingga

fungsi distribusi dapat dinyatakan sebagai

F(z) = j:z f)dt dan f(z) = %F(:r) = F'(x). (2.2)

Teorema 2.5. [2] Fungsi f(z) adalah fkp bagi suatu peubah acak yang kontinu

Jika dan hanya jika memenuhi sifat-sifat berikut
f(z) > 0,Vz € R, (2.3)

dan

/;oo fla)de = 1. (2.4)




Definisi 2.6. [2] Jika himpunan dari semua nilai yang mungkin bagi peubah acak
X adalah himpunan tercacah z,,z4, - ,T, atau Ty,To,--- maka X dinamakan

peubah acak diskrit. Fungsi
f()=PX =1], z=m,79- (2.5)

yang memasangkan setiap nilai  dengan nilai peluang dinamakan sebagai fungsi

kepekatan peluang diskrit. Untuk selanjutnya f(z) disebut sebagai fkp diskrit.

Teorema 2.7. [2] Suatu fungsi f(z) merupakan fkp diskrit jika dan hanya jika
untuk suatu himpunan bilangan riil takhingga yang tercacah x,,xs, - - - terpenuhi
kedua sifat berikut

f(zi) >0,  wuntuk setiap =; (2.6)

dan

Zf(l"i) =1 (2.7)

V.'I:.'
Berikut akan diberikan pengertian dari peubah acak menyebar identik dan
peubah acak saling bebas

Definisi 2.8. [2] Dua peubah acak X dan Y dikatakan menyebar identik jika
P(X € A) = P(Y € A) untuk setiap kejadian A.

Definisi 2.9. [2] Terdapat kejadian Ay, --- , Ay dikatakan saling bebas jika untuk
setiap Ay, --- , Ax, maka diperoleh

P['[’k]Aj] =, Pk (2.8)

2.1.3 Nilai Harapan dan Fungsi Pembangkit Momen

Pada pembahasan ini juga dibutuhkan pemahaman mengenai nilai harapan,

variansi dan fungsi pembangkit momen seperti definisi berikut ini

Definisi 2.10. [4] Jika suatu peubah acak yang mempunyai fkp f(z) dan g(x)
adalah fungsi dari X, maka nilai harapan fungsi g(X) dinotasikan oleh E[g(X)]



adalah

I 9(z)f(z)dz ,jika X peubah acak kontinu
Yoeex 9(x)f(z) ,jika X peubah acak diskrit
Definisi 2.11. [2] Misal X merupakan peubah acak kontinu dengan fkp f(z),

Elg(X)] = { (2.9)

maka nilai harapan dari X dinyatakan oleh

E(X)= [oo zf(z)de. (2.10)

Definisi 2.12. [2] Misal X merupakan peubah acak diskrit dengan fkp f(z), maka
nilai harapan dari X dinyatakan oleh

BX]=2 zP[X =%] — ¥ & (o) (2.11)
Vi

Vi

Definisi 2.13. [2] Variansi dari peubah acak X dirumuskan sebagai

Var(X) = E[(X — u)?); 4= E(3) (2.12)
Teorema 2.14. [2] Jika X adalah peubah acak, maka

Var(X) = E(X?) — p?;, p= E(z) (2.13)

Definisi 2.15. [2] Misal X merupakan peubah acak maka fungsi pembangkit mo-

men dari X didefinisikan sebagai berikut
Mx(t) = E[e*X]. (2.14)

Fungsi ini dinamakan fungsi pembangkit momen dari peubah acak X jika nilai

harapan itu ada untuk setiap t dalam selang —h <t < h untuk suatu nilai h > 0.

2.2 Distribusi Eksponensial

Distribusi eksponensial adalah salah satu jenis distribusi kontinu yang
banyak digunakan dalam statistika. Distribusi Eksponensial adalah kejadian
khusus dari distribusi Gamma jika X ~ GAM(a, k) dengan fungsi kepadatan

peluang sebagai berikut

—L "1 exp(—z/a) , jika0<z <o00;0>0;k>0
hmm={“m’ Plell 13 (2.15)

0 , jika z lainya



Dengan menggunakan parameter x = 1 sehingga berdasarkan sifat fungsi gamma,
I'(1) = (1 -1)! = 0! = 1 dan memisalkan 1 = 3 maka fungsi kepadatan peluang
distribusi gamma («, 1) menjadi fungsi kepadatan peluang dari distribusi ekspo-
nensial (3). Berikut ini akan diberikan beberapa definisi yang terkait dengan

distribusi eksponensial.

Definisi 2.16. [2] Suatu peubah acak X dikatakan berdistribusi eksponensial de-
ngan parameter 3, dinotasikan X ~ EX P(j3) jika fungsi kepadatan peluang

fe(; B) = B exp(—zfB3) , jika0 <z <o0;8>0 (2.16)

0 , Jika x lainya

Fungsi Distribusi kumulatif X dapat dinyatakan sebagai
Fx(z;8) =1 — exp(—zf), jika 0 < z. (2.17)

Hal ini diperoleh dengan menghitung langsung integral dari fx(z;3) pada per-

samaan diatas sebagai berikut
Fx(z;8) = / B exp(—tB3)dt
0

S |
= ] 78 d(~ezp(~t9)

= f: d(—ezp(—tp3))
—exp(—tB)[p
= —ezxp(—zf) — (—ezp(0))

= 1-— exp(—zf).

Nilai tengah atau rata-rata dari X ~ EX P(3) diperoleh dengan menghitung

nilai harapan dari peubah acak X berdistribusi eksponensial sebagai berikut
E(X) = / z 3 exp(—zf)dz
0
a
= Limn_,oof z f exp(—zf)dx
0

= Limg ,o0[z(—ezp(—28)) — %EIP(‘Tﬂ)”g
1

3




Selanjutnya dilakukan perhitungan untuk menentukan nilai harapan dari X?
E(X?) = / z? B exp(—zf)dzx
0

= Lima_m/ z? B exp(—zfB)dz
0

2 2
= Limosola®(~ezp(~2p)) = Zreap(~a6) ~ sean(~=H)lf
2

Dengan diperolehnya nilai harapan dari X dan X? maka variansi dari X ~
EX P(B) diperoleh sebagai berikut

Var(X) = E(X?) - [E(X)]?
_ 2 (1)
B2 B
1
F-
Adapun fungsi pembangkit momen dari X ~ EX P(j3) diperoleh sebagai berikut

Mx(t) = / jres . m

= ]OO B exp(tr — zfB)dz
0

Limg oo /m B e:::p(—(ﬁ - t)a:d:c
0

Lim; o0 [ﬁ
3

—t
(1 +e8)

1 a
gogemp~(6-9)|

dimana t < 3.

2.3 Keluarga Distribusi Eksponensial

Berikut ini akan diberikan definisi yang terkait dengan keluarga distribusi
eksponensial. Keluarga distribusi eksponensial ini, nantinya akan digunakan un-
tuk melihat fungsi kepadatan peluang dari konvolusi pada distribusi eksponensial
yang ditemukan merupakan keluarga distribusi eksponensial
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Definisi 2.17. [4] Suatu peubah acak X dengan fungsi kepadatan peluang fx(x)
dan parameter 5 = (01, B2, , Bk) dikatakan menjadi anggota keluarga eksponen-
sial, jika fx(x) dapat dinyatakan sebagai

f(z, B) = h(z)e(Bexp(EE_ wi(B)ti(x)). (2.18)

dimana h(z) > 0 dan ti(z),--- ,t(z) € R. h(z) dan t;(x) merupakan fungsi
yang mengandung nilai z. ¢(8) > 0 dan wy(B), - ,wk(B) € R. Sedangkan c(f)
dan w,-(E) merupakan fungsi yang mengandung nilai 3. Nilai i = 1,2,---,k

merupakan jumlah parameter yang terdapat pada suatu distribusi.

Berdasarkan fungsi kepadatan peluang keluarga distribusi eksponensial ini
dapat dilihat bahwa distribusi eksponensial berasal dari keluarga distribusi ekspo-
nensial. Karena fungsi kepadatan peluang distribusi eksponensial dapat dibentuk
kedalam fungsi kepadatan peluang keluarga distribusi eksponensial seperti berikut

f(z,B) =1 B ezp (Ti_,(-z8)), (2.19)

dimana h(z) = 1, ¢(8) = 3, w(B) = f dan t(z) = —=x

2.4 Transformasi Bersama

Berikut ini akan diberikan teorema dan contoh dari transformasi bersama

untuk peubah acak diskrit dan kontinu.

Teorema 2.18. (2] Misalkan X = (X1, Xs, -+, Xk) adalah suatu vektor dari
peubah acak diskrit dengan fkp bersama fx(z,,zs, - ,zx) pada himpunan A,
misalkan uy(z),uz(x), - ,ux(z) adalah fungsi dari z, dan Y = (Y1,Ys,--- ,Y%)

didefinisikan oleh transformasi satu satu sebagai berikut
}/,':ﬂ,'(X],Xz,"' ,Xk), i=1,2,---,k. (220)
maka fkp bersama dari'Y adalah

fY(yla ce 1?)’&) = fx (ul_l(yl)v . vui:l(yk)) . (221)
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Teorema 2.19. [2] Misalkan X = (X3, X2, ,Xk) adalah suatu vektor dari
peubah acak kontinu dengan fkp bersama fx(zy,za,--- ,xx) pada himpunan A,
misalkan uy (x), us(z), - - - ,ur(x) adalah fungsi dari = sebanyak k, dan'Y = (Y1,Y2,--- ,Y%)

didefinisikan oleh transformasi satu satu sebagai berikut
},i:ui(XluXQ-n'” !Xk)l 33112) 5k' (222)

Jika Jacobian adalah kontinu dan taknol pada range transformast, maka fkp bersama

dart Y adalah
fe(y, - u) = fx(z, -+ zw)|J|. (2.23)

dimana x = (zy,--- , %) adalah solusi dari y = u(zx) dan |J| merupakan Jacobian

dari transformasi Y;.

Untuk kasus kontinu, transformasi peubah acak kontinu dapat diperoleh
dengan memperluas notasi Jacobian. Suatu transformasi dengan k peubah y =
u(z) dengan suatu penyelesaian tunggal x = (z, - - ,z;) memiliki Jacobian yang

merupakan matriks turunan parsial k£ x k.

9z, 9y Oz
oy O By
dzy B aza
J —— o dy2 3yk
drg Oy dzy
Oy1  Oy2 B

Contoh 2.1. Misalkan X danY merupakan dua peubah acak saling bebas berdis-
tribusi eksponensial dengan fungsi kepekatan peluang masing-masing fx(z) dan

fy(z) yang terletak pada interval [0,00). Maka

X% jika > 0;
fxl@) = frl@y={ "¢ T2 (2.24)

0 , jika x lainnya.

dan Z = X +Y memiliki fungsi kepadatan peluang sebagai berikut:
Untuk z > 0, fkp bersama dari X dan Y adalah

fxy(z,y) = Ne At (z,y) € A (2.25)




12

dimana A = {(z,y)|0 < z,0 < y}. Misalkan peubah acak W = X dan Z = X +Y
bersesuaian dengan transformasi w = x dan z = r+y yang memiliki solusi tunggal
r=wdany=z—w.

Sehingga diperoleh Jacobiannya

dzr Oz
=1%o 0,
R

Selanjutnya fkp bersama dari peubah acak W dan Z adalah

fwz(w,z) = fxy(w,z—w)lJ| (2.26)
= A (w,2) € B (2.27)

dimana B = {(w,2)|0 < w < z < oo}. Sedangkan fkp marginal dari Z adalah
sebagai berikut

2@ | = /szmz(w,z)dw (2.28)
s / " X2 gy (2.29)

0
= Agg™2, (2.30)

dan untuk z < 0, fz(z) = 0. Jadi, fungsi kepadatan peluang dari peubah acak Z

adalah
Nze > jika z > 0;

fz(z) = (2.31)

0 , jika z lainnya.
2.5 Konvolusi

Peubah acak dapat dijumlahkan dengan menggunakan metode transfor-
masi bersama namun apabila terdapat lebih dari dua peubah acak yang akan
dijumlahkan, maka diperlukan bantuan suatu software untuk membantu menyele-
saikan determinan dari jacobian transformasi tersebut. Sehingga diberikan sebuah
metode konvolusi distribusi untuk menyelesaikan penjumlahan tersebut tanpa
menggunakan bantuan suatu software. Berikut ini akan diberikan definisi dan

teorema dari konvolusi distribusi.
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Definisi 2.20. [5] Misalkan X danY adalah dua peubah acak saling bebas dengan
fungsi distribusi masing-masing my(z) dan my(z). Maka Konvolusi dari m,(x)
dan my(z) adalah fungsi distribusi m(z) = mq(z) *x ma(z) yang didefinisikan se-
bagai berikut

m(j) = Zgma(k).ma(j — k), (2.32)
untuk j =--- ,—2,-1,0,1,2. - -. Fungsi mz(xz) merupakan fungsi distribusi dari

peubah acak Z = X +Y.

Contoh 2.2. Sebuah koin dilambungkan dua kali. Misalkan X, dan X, adalah
hasil yang diperoleh dan misalkan Sy = X, + X, adalah jumlah dari hasil ini.
Maka X, dan X, mempunyai fungsi distribusi sebagai berikut:

1!
plag) = 3 shiuk z; =1,2dani=1,2. (2.33)

Berdasarkan Definisi 2.20, fungsi distribusi dari Sy adalah konvolusi dari

distribusi ini dengan dirinya sendiri. Sehingga

P(S;=4) = p@)p(2) = 5.5 = §

P(S;=2)=p(p(1) = 35 = 1
P(S; = 3) = p(1)p(2) + p(2)p(1) = %% + %% _1
1

Definisi 2.21. [5] Misalkan X dan Y adalah dua peubah acak kontinu dengan
fungsi kepekatan peluang masing-masing adalah f(z) dan g(x). Asumsikan f(z)
dan g(z) keduanya terdefinisi pada setiap bilangan riil. Maka konvolusi f * g dari
fungsi f dan g didefinisikan sebagai berikut

+00
(f*xg)(z) = i f(z—y)g(y)dy (2.34)
= [T o2 (2.35)

Teorema 2.22. [5] Misalkan X dan Y adalah dua peubah acak dengan fungsi
kepekatan peluang fx(z) dan fy(y) terdefinisi untuk setiap x. Maka Z = X +
Y merupakan peubah acak dengan fungsi kepekatan peluang fz(z), dimana fz




merupakan konvolusi dart fx

fz(z)
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dan fy. Maka f7 sebagai berikut

+00

= | fx(z-9)fr(y)dy (2.36)
_ _—+—oo fy(z B m)fx(x)d-r (2.37)

Contoh 2.3. Misalkan X dan'Y merupakan dua peubah acak berdistribusi ekspo-

nensial dengan fungsi kepekatan peluang masing-masing fx(z) dan fy(z) yang

terletak pada interval [0, 00).

Maka

jika x>0

Ae—)\x,
Ix(z) = fr(z) = { (2.38)

0, untuk z  lainnya

dan Z = X +Y memiliki fungsi kepekatan peluang sebagai berikut:

Untuk z > 0

fz(z)

dan untuk z < 0, fz(z) = 0.
adalah sebagai berikut

fz(z) = {

+o0

= Ix(z = y)fy(y)dy (2.39)

= ] Ae AEY) N~ My (2.40)
0

= f Me Mdy (2.41)
0

= Xz, (2.42)

Jadi, fungsi kepadatan peluang dari peubah acak Z

A ze 2 ithad 2> (i
. (2.43)
0, untuk z  lainnya



BAB I11
KONVOLUSI DISTRIBUSI
EKSPONENSIAL

Pada Bab ini akan dibahas jawaban dari perumusan masalah yang telah di-
jelaskan pada Bab 1. Permasalahan tersebut akan dijawab dengan subbab-subbab

berikut ini.

3.1 Konvolusi Distribusi Eksponensial dengan Parameter

Berbeda

Pada Subbab ini akan dibahas tentang konvolusi pada distribusi eksponen-
sial dengan menggunakan parameter yang berbeda.

Teorema 3.1. [1] Misalkan terdapat n peubah acak yang saling bebas yaitu X;
untuki = 1,2, .-  n sedemikian sehingga X; mempunyai fungsi kepadatan peluang

fx, yang didefinisikan sebagai berikut

Ixi(@i) = Bi exp(—z:f3:), (3.1)
untuk 0 < z; < oo dan B; > 0. Maka penjumlahan peubah acak X; yaitu S, =
Yoo Xi mempunyai fungsi kepadatan peluang sebagai berikut

- BBz Pn
fs.(8n) = ; T G = 6i)3$p(_3nﬁi)- (3.2)

J=1j#i

Bukti. Teorema di atas akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika.
Pertama-tama persamaan (3.2) akan dibuktikan untuk kasus n = 2. Misalkan g
adalah suatu fungsi kontinu pada garis bilangan real, akan dihitung integral

Iy(g) = E[g(x: + z2)], (3.3)
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yang didefinisikan sebagai berikut

I(g) = / / g(zy + z2) B P e~ Przithaza) go do,. (3.4)
o Jo

Dengan melakukan transformasi variabel pada persamaan (3.4), misalkan z; = y?
untuk ¢ = 1,2 maka diperoleh

o0 o0
I(g) = /0 /0 902 +12) By Py e Prvitiaid) g2 g2 (3.5)
= 45152f f g(yf + y%) e~ (Brui+B2y3) 1 Yo dyy dys. (3.6)
0 0

Selanjutnya koordinat polar digunakan untuk penyelesaian persamaan (3.6), misal-
kan

1y = rsinf

Yo = rcosh,

dimana 0 <r < oo dan 0 < 8 < 7. Sehingga persamaan (3.6) menjadi

© ¥
I(g) = 4p1p / / g(r*sin®*@ + rcos®0)
o Jo

e~ (B riein®otpy ricos)r2 ing cosh d(rsinf) d(rcosd)
%
= 4B f / g(r*(sin®0 + cosd))
o Jo

¢ 7 (B sin0+2 c08’0)1.2 ging o5 d(rsind) d(rcosh), (3.7)

atau persamaan (3.7) diatas dapat dituliskan kedalam bentuk integral sebagai
berikut

L(g) = 45152 ]000 g(r*)r® [/;2 e (BL 8045z c00) im0 0050 d | dr.  (3.8)
Selanjutnya untuk setiap bilangan r positif, kita notasikan

Ly(r) = fo : e (Br sin0+py c0?0) gin g 0o5f df (3.9)

= P /0. : e (B sin0=Py 8in%0) 5ing 0056 df (3.10)

n

= e Th /2 e~ (Br=P2)sin®0 ;inp 050 db. (3.11)
0




1

Perhatikan bahwa dengan menotasikan
u=—r2(f — fp)sin’0, (3.12)

pada persamaan

/ " e T B1-B)sin?0 50 cosf de, (3.13)
0

maka persamaan (3.13) dapat dituliskan kedalam bentuk persamaan sebagai ber-
ikut

o

32l; 2 in 2 : du
—r3(B1—B2)sin?0 oo 0sf df = f “sinf cost
]0 e sinf cos : e"sinb cos —2r2(j3) — B2)siné cosf

B ; ~r2(B1~2)sin%0 3

= e e lo
=2r2(1 — f2)
fhas e—r2(51—32)

g e 2 3.14
2r3(by — B2) .

Selanjutnya dengan mensubsitusi persamaan (3.14) diatas ke persamaan (3.11)

maka persamaan tersebut menjadi

_  -T2p 1- e-rzwl_’sﬁ)
Lay(r) =HNe ( 2B — ) (3.15)
8—7'2.32 — e—f‘:‘ﬁl
- (—21'2(&1 = ) _ (3.16)

Berdasarkan persamaan (3.16) yang disubsitusikan kembali kedalam persamaan
(3.8) maka diperoleh persamaan sebagai berikut,

s —r2f; —r2p;
w 23 { € A
12(9) = 4B1B2j; g(?‘ )T ( 21”2(}91 L B} )dr (3-17)
125 R g T
5 - ﬁz./o g(r*)(e e Yrdr. (3.18)

Selanjutnya dilakukan transformasi variabel s, = r? dan subsitusikan kedalam

persamaan (3.18), sehingga diperoleh

_ Bip [™
k) = 375 ),

= f " 4(s2) [f—‘éhe"”ﬂr = e“”ﬁ’] ds,. (3.20)
0

g(s2)(e*2P2 — e7*2P1)(ds, (3.19)

P2 — B
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Berdasarkan persamaan (3.20) diatas, untuk setiap fungsi ¢ kontinu dan berada
pada R bahwa peubah acak S» mempunyai fungsi kepadatan peluang fs, diberikan

untuk setiap bilangan real s, positif yaitu

5162 —s288 —s2f3
= WP g=oaa), 3.21
fsa(s2) = - =g i) (3.21)
Hal ini dapat disimpulkan karena
/D fsy(s2)dsy = : Bf L 2[31( e 9P _ g=2P2)dg, = 1. (3.22)

sehingga formula diatas berlaku untuk n = 2.

Langkah selanjutnya akan dibuktikan persamaan (3.2) untuk kasus n = 3.
Misalkan g adalah suatu fungsi kontinu pada garis bilangan real, dengan S3 =
X1+ X5+ X3 atau dapat ditulis S3 = S; + X3. Berikut ini akan dihitung integral
dari

I3(g) = Elg(s2 + z3)), (3.23)

yang didefinisikan sebagai berikut

= il P12 —s2f1 __ ,—82B2),—Paxs
I3(g) ./u /0 g(s2 + :rg)B2 = ) Bs(e e Je dse dzz. (3.24)

Dengan melakukan transformasi variabel, misalkan sy = y? dan z3 = y2 maka

diperoleh

I(g) = / / 5152[;31 (e mtond) _ - Gutsmd) iy? a3

*;:‘i?f;l / / g(y2+y2) e ~(Bryd+B3u3) _ e*(ﬁayﬁﬂsy%)) y1 Yo dy; dye.

(3.25)

Persamaan (3.25) diatas selanjutnya akan dihitung dengan menggunakan
koordinat polar, misalkan

1y = rsind

Yo = rcosh,
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dimana 0 <r < oo dan 0 < 6 < 7. Setelah dilakukan subsitusi ¥, dan y, kepada

I3(g) pada persamaan (3.25) diatas, sehingga persamaan menjadi

L(g) = g:ﬂm%alf f g(r*sin®0 + r’cos*0)
( —(Brr?sin6+Par’cos6) _ _(52"2"‘"2“53’2"“28)) r* sinf cosf d(rsinf) d(rcosb)
5152;33

ﬁ2 : -/' /2 g(rz)e_rﬂ(ﬁasin23+ﬁam328)r2 Sind voeh d(rsin&) d('rcosﬂ)
1

ﬁlﬁzﬁs

] f g(r?)e 7" (Pasin®0+85c0s%0) 1.2 ging 0050 d(rsinf) d(rcosb),
(3.26)
atau persamaan (3.26) diatas dapat dituliskan kedalam bentuk integral sebagai

berikut
00 3 :
Iilg) = 4 ol / g(r*)r® / e~ (Brain®0+Bsc0s®) i 0050 df| dr
B2 — B Jo 0
00 3 )
-4 /,31/3263 [ g(r?)rd / e~ (Basin®0+Bscos®0) ging 0056 df | dr.
B2 — B Jo 0
(3.27)
Selanjutnya untuk setiap bilangan r positif, dinotasikan
L3(r)) = /2 e~ (F1oin?0+3c08%0) oin g 056 dO (3.28)
0
= ¢ Ths f ’ 7 (Prsin®0—Pssin®0) ¢ing 056 df (3.29)
0
= e s / " e (B1~82)5in0 in g coof) df. (3.30)
0
Perhatikan bahwa dengan menotasikan
u= —Tz(ﬁl — ﬁ3)sin20, (331)
pada persamaan .
/ T e (BB ging cogf ae, (3.32)
0
maka persamaan (3.32) menjadi
7, g 3 du
—r4(f1—pP3)sind _; — Ugind 0
/0 e sinf cos@ do /0 e'sinf cos —2r2 (B, — By)sind cosd
_ 1 e—rz(ﬂl—ﬂa)sinzalé

—2r2(B; — Ba)
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1— e—fzfﬂl —Bs)
" 2B - fs) %)

Selanjutnya dengan mensubsitusi persamaan (3.33) diatas ke persamaan

(3.30) maka persamaan tersebut menjadi

o 1 — e~ (Br—Bs)
L3(T1) = € (——-——27_2(31 — 33) (334)
8—7233 A e—f'zﬂl
S e (3.35)

Langkah selanjutnya adalah dengan menotasikan Ls(r;) seperti pada persamaan
(3.28) sehingga Lj(r2) dapat dituliskan sebagai berikut

Ls(rg) = f i e~ (Basin®0+53080) ging) 550 . (3.36)
0
Dengan langkah yang sama seperti pada persamaan (3.28) maka persamaan (3.36)

dapat dituliskan sebagai berikut

e—"B _ o—B

Berdasarkan persamaan (3.35) dan persamaan (3.37) yang disubsitusikan
kembali kedalam persamaan I3(g) pada persamaan (3.27) maka diperoleh per-

samaan sebagai berikut,
4 PrBabs a3 [e P —e P
ita) = 4525 [ ot (w(ﬂl 5) )

ﬁlﬂzﬁa 2\ 3 e TP _ e TP
525 |, ( 273 = o) )d’"

— 2(ﬁ2 _gll?zgf = [)’3) L g(rz)(e—r'lﬂa & e_rz'al)'r‘dr
= " o) e "*5)rdr. (3.38)

(B2 — B1)(B2 — Bs) Jo
Selanjutnya dilakukan transformasi variabel s3 = r? dan subsitusikan kedalam

persamaan (3.38) diatas, sehingga diperoleh

_ ﬂlﬁ283 —s3b
6 = GaGm ), 1 ) dos
Blﬂ?ﬁB 9(83) ( —83f3 __ 3332) d83

(B2 — 1) (B2 — Bs) Jo
= /0°° 9(s3) { ArBabs (e™*hr — e"”’s)}

(B2 = B1)(Bs — B1)
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[ BBB o] g,
|:(r32 = B)(Bs = Bg)( g )] dss3. (3.39)

Berdasarkan persamaan (3.39) diatas untuk setiap fungsi g kontinu dan be-
rada pada R terlihat peubah acak S3 mempunyai fungsi kepadatan peluang fs,
diberikan untuk setiap bilangan real sz positif yaitu

B1P23 B —— ]_[ P1B2P3 —s3B2 _ —s3fa
[(52 S GE ICE FEAS K N e e By s ¢ "
(3.40)

Fungsi kepadatan peluang fs, pada persamaan (3.40) dapat juga ditulis sebagai
berikut

%) k= Pa P15 -8361 _ ,—8383 ] o’ [ b Bals —safz2 _ ,—s3bs :I
fos(oa) [(ﬁz HEB-mC N EmG-mC )

karena (wﬁgl%j (e=*% — e~*f3) merupakan konvolusi dari fy, * fx, dan (—ﬁ'%f—;g—) (e72P2 — e2P3)

merupakan konvolusi dari fx, * fx, maka fungsi kepadatan peluang fs, dapat di-

f33(33) —

tulis sebagai berikut

== _____[iz____ * - L %
p [(ﬁz—ﬁ)fx‘ -y ﬁ Fxa * Ixs] (3.41)
_ ) 8, )
- n: EI?“ (53 fx1 Jxs + . 1;1#2 G - B )_fx2 fxs (3.42)
= Z H (ﬁ fx * fxs- (3.43)
i=1 j=1j#i J '

Langkah selanjutnya, misalkan bahwa persamaan (3.2) berlaku benar untuk
n = k dan akan dibuktikan benar untuk n = k+1. Misal X;, - - , X, Xi+1 adalah
k+1 peubah acak yang mana, dimana X; dengani = 1,--- , k+ 1 memiliki fungsi
kepadatan peluang fx, yang berdistribusi eksponensial, sedimikian sehingga

Ixi(x:) = B; exp(—x:if;). (3.44)

Diasumsikan bahwa Sy dan X}, saling bebas dengan Si.,1 = Sk+Xi+1. Diperoleh
bahwa Si;1 mempunyai fungsi kepadatan peluang fg, ., untuk setiap s € R*

dengan konvolusi

Fseei(Sk41) = fsp * fxisr (Sk41), (3.45)
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atau dapat juga ditulis kedalam bentuk persamaan sebagai berikut

Jsupi (k1) = B H ([3 6, fx * [Xiir (Sk41)- (3.46)

Jj=1j#i
Pada kasus n = 2 seperti persamaan (3.21) telah dibuktikan bahwa

fX.— * ka+,(3k+l) - %(e-mﬂ»lﬁ: . e—8k+lﬁk+l)' (3_47)

Berdasarkan persamaan (3.47) diatas maka persamaan (3.46) dapat dituliskan

seperti berikut

fuuon) = 3t 11 e e

J=1j#i

ﬁ- 6‘lﬁk+l —8k4+1B8i __ & f5k+15;,+1:|
Jj= :[:1[#1 (ﬁ-’ l:ﬁk+1 — ,8,8 Baii — ,1’3,'8 :
(3.48)

Selanjutnya persamaan (3.48) menjadi bentuk berikut

k. Bifa - R | s
k+1 P
HJ lg#z(ﬂJ F i)

fSk+1 (Sk-H) =

|z i :
1= P
(ﬁi - /3k+1) Hjil,j;ei(ﬁj - 5:)
Perhatikan persamaan (3.50) berikut ini
k

} BiBa-+ - Bryre 1% (3.49)

1
H ( Bk-}-l) Z (B: 43k+1) H?.—_u#](ﬁj == ﬁ:)
Persamaan (3.50) subsitusikan kepada persamaan (3.49) diatas. Sehingga fungsi

(3.50)

kepadatan peluang fg, , menjadi

. BT o h
i=1 rrk+1 €
Hj:u;éi(ﬁj - Bi)

1 —8k+18i
Hkﬂ(ﬁj 5k+1)5]62 Br41€

atau dapat dituliskan kedalam bentuk persamaan berikut ini,

k+1
f3k+1(sk+1) = Z Hfifz# (Bﬁ’H-l
i=1 1lj=1j#i\"J B:)

untuk setiap sxy; € R, O

Fsu1(Skt1)

exp(—s415), (3.51)
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Dengan diperolehnya persamaan (3.51) maka persamaan (3.2) terbukti be-
nar untuk kasus n = k + 1. Berdasarkan induksi matematika, Teorema (3.1)
telah dibuktikan. Bahwa konvolusi dari peubah acak X; dengan i = 1,---,n
mempunyai fungsi kepadatan peluang fs, sebagai berikut

- P1B2 - Bn
n) = m —8SnpPi). 3.:52

3.2 Konvolusi Distribusi Eksponensial dengan Parameter
Sama
Pada Subbab (3.2) ini akan dibahas tentang konvolusi peubah acak Xj

dengan i = 1,---,n yang berdistribusi eksponensial dengan menggunakan pa-

rameter J yang sama.

Teorema 3.2. [1] Misalkan terdapat n peubah acak yang saling bebas yaitu X;
untuki = 1,2, --- ,n sedemikian sehingga X; mempunyai fungsi kepadatan peluang
fx; yang didefinisikan sebagai berikut

fx.(z:) = B exp(—=:B), (3.53)

untuk 0 < x; < oo dengan i = 1,--- ,n dan [ > 0. Maka penjumlahan peubah
acak X; yaitu S, = Y., X; mempunyai fungsi kepadatan peluang sebagai berikut

n-1

foulon) = £ sseop(=s.5). (3.54)

Bukti. Teorema ini akan dibuktikan dengan pembuktian langsung. Langkah awal
dalam pembuktian teorama ini adalah dengan memisalkan g sebagai suatu fungsi

kontinu pada garis bilangan real. Akan dihitung integral dari
I.(9) = Elg(z1 + - - + )], (3.55)
yang dapat didefinisikan sebagai berikut

s ] oo
L(g) =g / f g(@1 + - -+ zp)e P@HFTGg, d, (3.56)
0 0
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Selanjutnya dilakukan transformasi variabel dengan memisalkan z; = 3? dimana

0<yi<oountuk i=1,2,--- ,n, maka diperoleh persamaan menjadi

o) = 8 [ e [T+ e R

g [T [ g @ et Ry -y, (357)
0 0

Integral pada persamaan (3.57) diatas dapat diselesaikan dengan memisalkan,

Y1 = TSsing,_1---sing;sin ¢, sin ¢y
Yo = Tr8ing, ;- --sin@ssin @, cos ¢y
Y3 = TSIN¢P,_q---Sin ;oS P

Yn-1 = TSinP,_1CO08Pn_2
Yn = TCOS ¢n—11

dimana 0 <7 < o0, dan 0 < ¢4 < %, untuk setiap k = 1,--- ,n — 1. Selanjutnya
misalkan r§ = 47 + --- + y# dan ry = r, serta cos(¢y) = rett dan sin(¢y) = ;-
Berdasarkan pemisalan diatas maka diperoleh Jacobian dari perubahan variabel
yi dengan ¢ = 1,2, --- , n diberikan sebagai berikut

n-1
r"Lsing 2 sinf3 .. -sing, ="' ] [ sin*~(¢x). (3.58)
k=1

Selanjutnya, berdasarkan pemisalan diatas juga, maka diperoleh perkalian dari y;
sebagai berikut

n-1
H v =" H sin® (¢ ) cos(¢y). (3.59)

n
i=1 k=1

Dengan mensubsitusikan persamaan (3.58) dan persamaan (3.59) ke persamaan

(3.57) diatas, maka diperoleh

n—1 z 00
j & = 9" ? gip2k-1 d 2y, 2n-1,-6r% g
) s Ll;Il/o sin“* ™ () cos(¢x) ¢’k:| /0. g(r¥)r** e r

- (nzfn 1)! /:O g(r?)yr=le=5" gr. (3.60)
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Selanjutnya dilakukan transformasi variabel s, = r? pada persamaan (3.60)

diatas, maka diperoleh persamaan yaitu

L(g) = % fo oog(r”)é'j-"—A»e-‘*"dr (%) (3.61)
00 2n

= (11.25"1)!%/0‘ 9(7‘2)%8"6"22?”(1?" (3.62)

r (nénl)!Awg(rz)r2"‘2e_ﬁ'2d(rz) (3.63)

s %fowg(sn)sn"—‘e"’"f’ds- 6y

Berdasarkan persamaan (3.64) diatas memperlihatkan bahwa peubah acak S,
mempunyai fungsi kepadatan peluang fs, sebagai berikut

n, n—1

foulom) = G cap(~sn). (3.69)

O

Konvolusi dari peubah acak X; dan ¢ = 1,--- | n berdistribusi eksponen-
sial, dengan menggunakan parameter 3 yang sama untuk setiap peubah acak X;
mempunyai fungsi kepadatan peluang fs, seperti persamaan (3.65) diatas.

3.3 Distribusi Eksponensial yang dibangkitkan oleh Kon-

stanta Penstabil

Pada Subbab (3.3) ini akan dibahas tentang konvolusi pada distribusi ekspo-
nensial yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil dengan menggunakan parame-
ter yang sama. Misalkan X; adalah suatu peubah acak yang memiliki distribusi ek-
sponensial (X; ~ Ezp(5)). Kemudian definisikan nilai ke-i dengan i = 1,2,--- ,n
dari peubah acak baru W; sebagai berikut

T

b
Tm

(3.66)

w; =

dimana

Tm = MaZ{Z1,...,Tn}, Z; € [0,zn);n € Z7,
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maka peubah acak W; tersebut memiliki fkp

Jw,(wi; 8) = 0 B exp(—w;B), (3.67)

untuk setiap 0 < w; < 1, dan 3 > 0 dengan # merupakan penstabil bentuk sebaran
yang bergantung pada [ yang dapat ditentukan sebagai berikut

/ ] f(wi; B) dw; = 1 (3.68)
0

/l 0 B exp(—w;B) dw; = 1. (3.69)
0

Terlebih dahulu ditentukan nilai 6, dengan menyelesaikan integral pada persamaan
(3.69)

/1 0 B exp(—w;B3) dw; = 1 (3.70)
0
/ {8 St ) = 1 (371)
0
—bezp(—wif)ly = 1, (3.72)

dengan mensubsitusikan nilai w;, maka diperoleh

—0(ezp(—18) — ezp(-08)) = 1 (3.73)
—O(exp(-p)-1) = 1 (3.74)
-1

Sehingga fungsi kepadatan peluang W; dapat ditulis sebagai berikut

Jw,(wi; B) = B exp(—wif3), (3.76)

1
(exp(-B) — 1)
untuk setiap 0 < w < 1, dan § > 0. Kehadiran konstanta penstabil pada dis-
tribusi eksponensial memberikan bentuk fungsi kepadatan peluang yang baru dari
konvolusi pada distribusi eksponensial (W ~ Ezppenstasit(3))-

Teorema 3.3. Misalkan terdapat n peubah acak yang saling bebas yaitu W; untuk
1 =1,2,--- ,n sedemikian sehingga W; mempunyai fungsi kepadatan peluang fw,
yang didefinisikan sebagai berikut

(e_xmﬂ ezp(—wif), (3.77)

fW-‘ (wi) =
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untuk 0 < w; < oo dengan i = 1,--- ,n dan 3 > 0. Maka penjumlahan peubah
acak W; yaitu S,,, = 3", W; mempunyai fungsi kepadatan peluang sebagai berikut

P i Jm (CIP(_*;) _ 1) Z s_v’:l_)!exp(—s,,,,;s). (3.78)

Bukti. Teorema ini dapat dibuktikan dengan pembuktian langsung. Dengan
asumsi parameter 3 yang sama maka dapat ditentukan fungsi kepadatan pelu-
ang dari konvolusi pada distribusi eksponensial (W ~ EZppenstabit). Langkah awal
dalam pembuktian teorama ini adalah dengan memisalkan g adalah suatu fungsi
kontinu pada garis bilangan real, akan dihitung integral dari

In(g) = E[g(wl e wn)]a (379)
yvang dapat didefinisikan sebagai berikut

=1 n oo 00
_[n(g) - ( = ) 6‘!!] o / g(wl 4+ ... 4 wu)e_ﬁt‘”l""-*“’“)dwl e dwn’
ezl 0 0
(3.80)

Misalkan w; = y? dimana 0 < y; < oo untuk ¢ = 1,2, --- , n, dengan variabel baru

diperoleh persamaan

w=i]; n 00 00
L(g) = (e—ﬁ_l) Ca ]0 fo g + -+ +yn)e PO Hdy] - dy?

ef—1

_1 n [o <] o0
~ ( ) Z"ﬂ"f f 9+ HyR) @ -y )e PGy, - dy,.
0 0

(3.81)

Integral pada persamaan diatas dapat diselesaikan dengan memisalkan

Y1 = TSing,_1---Sin ¢z sin @, sin ¢y
Yo = rsing,_;---sin ¢z sin @, cos @,
Y3 = TS,y 80308 Py

Yn-1 = TSINP,_1COSP, 2
Yn = TCOSPn_1,

dimana 0 < r < oo, dan 0 < ¢ < § untuk setiap k = 1,--- ,n — 1. Misalkan

2 =y + .-+ y? dan rp = r, diperoleh cos(¢x) = ;‘f’;ﬁ dan sin(¢x) = -
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Berdasarkan pemisalan diatas maka diperoleh Jacobian dari perubahan variabel
y; dengan i = 1,2, --- ,n diberikan sebagai berikut

n—1
r"tsinf—? sinf~® .- -sing, = ™! H sin*~1(¢y,). (3.82)
k=1

Selanjutnya, berdasarkan pemisalan diatas dilakukan perkalian 1y; dengan i =

1,2,--- ,n maka diperoleh persamaan sebagai berikut
n n—1
[Tw: =[] sin*(¢x) cos(ex). (3.83)
i=1 k=1

Selanjutnya dilakukan subsitusi persamaan (3.82) dan persamaan (3.83) ke per-

samaan (3.81) diatas, maka diperoleh persamaan

n n—1 % 00 )
In(g)=(6_;il) 2" g lg /0 sin®*~* (¢x) cos(¢x) dq»;] /0 g(r*)r** e~ dr
(3.84)

dengan diselesaikan integral pada persamaan (3.84) diatas maka diperoleh per-

samaan berikut

- n 923" ) 5
I(g9) = (e—ﬁ 1_ 1) & l_i 1)!]0 g(r¥)yr*™le~ " dr. (3.85)

Pada persamaan (3.85) dilakukan transformasi variabel s,, = r?, maka

diperoleh
I(g) = (6_511)"(n2f"1)!/0°°g(r2)f;je-w % (;;) -

- (=) i [T e war )

- (e—; 1_ l)n o {inl)! ]0 " g 5 d(r?) (3.88)

= (e_;i 1)" (n'inl)! fom 9(sp,)sp ! e7%F dg (3.89)

- (e—ﬁ_l__ 1)n L. oos;r(sp,.)G:j—;’@l’l‘w)l!e-s’w" dz. (3.90)

O

Berdasarkan persamaan(3.90) memperlihatkan bahwa peubah acak S,,, pada
distribusi eksponensial (W; ~ Ezppenstatir) mempunyai fungsi kepadatan peluang




fs,,, sebagai berikut

fo (8pn) = (

-1

ann—l

Pn

ezp(—B

=)

(n

Y

exp(—sp,0).
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(3.91)



BAB IV
KESIMPULAN

Konvolusi adalah penjumlahan dari beberapa peubah acak. Misalkan S, =
X1+ Xz +---+ X, adalah jumlah dari peubah acak X; dani=1,2,--- ,n, yang
berdistribusi eksponensial dengan fungsi kepadatan peluang (fkp) sebagai berikut

Ixi(@i; Bi) = Bi exp(—x:i3;). (4.1)

dengan 0 < z; < oo dan f3; > 0. Fungsi kepadatan peluang (fkp) dari konvolusi
distribusi eksponensial dengan menggunakan parameter berbeda adalah

M) )

fnsn)z I
S( ;HJ

=1,j#1 (ﬁj

Fungsi kepadatan peluang (fkp) dari konvolusi distribusi eksponensial dengan
menggunakan parameter sama adalah

O (43

Misalkan S,, = W; + W) + --- + W, adalah jumlah dari peubah acak W, dan
i=1,2,---,n, dimana (W; ~ ExPpenstasit(3)) dengan fungsi kepadatan peluang
(fkp) sebagai berikut

Jw.(wi; B) = B exp(—w;f3). (4-4)

I
(exp(—pB) — 1)
untuk setiap 0 < w; < 1, dan # > 0. Fungsi kepadatan peluang (fkp) dari kon-
volusi distribusi eksponensial yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil dengan
menggunakan parameter yang sama adalah

Fspn (8p,) = (ezp(:;) _ 1)" ([:i;i;

!e""""ﬂ. (4.5)
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LAMPIRAN 1

Pada lampiran ini akan dibahas beberapa formula yang digunakan pada
pembuktian teorema. Berikut ini adalah formula yang digunakan untuk pembuk-
tian teorema (3.1) tentang konvolusi distribusi eksponensial yang menggunakan
parameter yang berbeda.

Formula 1. Misalkan terdapat n bilangan komplek yaitu 2, 29, - - - , 2n, dan dino-

tasikan fungsi bilangan komplek sebagai berikut

F(z) = (4.6)

HJ 1(7'1 - 2) Z (2 — 2) HJ 1g¢1(zJ %)
Bukti. Pembuktian untuk formula ini dilakukan dengan menggunakan induksi
matematika. Pertama-tama akan dibuktikan untuk n = 1. Perhatikan bahwa

(LER

H;=1(Zj - z)
1

(21 = 2)

F{z) =

1
2 —z) H;:l,j;éi(zj - %)

1
1
> Z (21 — 2) H;=1J;éi(zj —z)

Selanjutnya akan dibuktikan untuk n = 2. Perhatikan bahwa

ik
B e = 47
W - TE “
1
- (21'-2)(22'2)' (4.8)

Persamaan (4.8) akan dikalikan dengan persamaan 2= — 1 sehingga diperoleh

(z2—21)

(22 — 21)

(z1—2)(22 — 2)(z2 — 1) (4.9)

Fiz) =
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Selanjutnya persamaan (4.9) dapat ditulis sebagai berikut

(22 -2z —2z2+42)
(21 — 2)(22 — 2)(22 — 1)
(22— 2) — (21 — 2)
(21 — 2)(22 — 2)(22 — 1)

F(z)

B 1 T 1
~ (n -2~ 2) (22T 2)
- 1 3 1
(21— 2) H?:l,j;é](zj -2) (22—2) H?:u;ﬁz(zj )

2

1
N Z (= —2) H?:]J;&;(Zj s zi).

i=1

Berdasarkan persamaan diatas terlihat bahwa persamaan (4.6) juga berlaku
benar untuk n = 2. Langkah selanjutnya adalah dengan menyatakan benar untuk
n = k, dan akan dibuktikan benar untuk n = k + 1. Perhatikan bahwa

1
1321(z — 2)
1

4 (21— 2)(z2 — 2)(23 — 2) - - - (241 — z)' (4.11)

F(z) (4.10)

Persamaan (4.11) akan dikalikan dengan

_(n—z)- (2 — ze1) (28— 21) - - (2k41 — 21) - (241 — 2Zk-1)

1= )
(21 == 22) = HE (Zk = Zk+1)(23 = 31) s (Zk+1 = 21) e (2k+1 e Zk—l)
sehingga diperoleh
F(z) = (z1 — z) -+ (2 — Zp41)(23 — z1) - - (Zr41 — ?-1) - (Za41 — zk—l)' (4.12)

Fy(z)
dimana F,(z) = (21 — 2) -+ - (ze1 — 2)(21 — 22) - - - (26 — 2k )(23 — 21) -+ (2421 —
Z]) B (Zk+1 = Zk—l)- Misalkan

Fi(z2) = —(z2—2z)(za—2)- - (2k41 — 2)(22 — 23)(23 — 2a) - - - (26 — 2k41)

(24 — 2)(z5 — z2) - - - (Zh421 — 23)(25 — z3) * -+ (241 — 23) - -+ (Zk+1 — 2k-1),

F(2) = —(s—2)(za—2) (21— z)(z1 — 2)(23 — 24)(24 — 25) - - - (2 — Zk41)

(33— 2)(za—21) - (2042 — 21)(25 - 23) ce (Zk+1 - 23) “ - (Zh41 — zk—-l)s




Dengan mengikuti pola yang sama untuk n = 1 dan n = 2, maka persamaan
(4.12) dapat dituliskan kembali kedalam bentuk persamaan sebagai berikut

11(2) |]_;(,) t 1“‘;(2] I_ = I"q;‘.l‘:;‘l

Flzh= —
Fa.(z)

(4.13)

Persamaan (4.13) dapat juga dituliskan kedalam bentuk persamaan seperti ber-

ikut
1
F(z) - — _— -
(21 —2)(22 — z21)(23 — 21) - - - (Zk 1)
1
| - AW - -
(22 — 2)(21 — 22)(23 — 22) - - * (241 — 22)
1
{ - -
(23 — 2)(21 — 23)(22 — 23) - - - (2141 23)
]
T e —
(Zk+1 — 2)(21 k+1) (Zx — Zp+1)
1 ]
= T 13 ‘ iy e
(z7 — ;}nl___l_j_’,ll.‘._, — 21) (22 — '”Hr 1__112(,t; — 22)
1 1
* -

3 5 X ) k+1 o .
(23 *3][‘[.;1:{:&:‘] -~ 23) \Zk+1 — \H uir—]l",i ‘_;‘.+1]
Sehingga F'(z) dapat dituliskan dalam bentuk persamaan (4.14) vyaitu
k+1
|

P = 2 T

i=1 .,.71.,;;:;(3_1' - Zi)

(4.14)

Persamaan(4.14) memperlihat bahwa dengan mengikuti pola yang sama dari
n = 1 dan n = 2, kita dapat memperoleh pembuktian persamaan (4.6) seperti

yang dijabarkan diatas.




