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ABSTRAK

Skripsi ini membicarakan tentang solusi positif eventual sistem persamaan diferensial
linier orde satu. Syarat cukup agar solusi sistem persamaan diferensial linier orde satu
adalah positif eventual diajukan. Beberapa sifat dari suatu matriks 4 yang eksponensial
positif eventual juga dibicarakan. Sifat-sifat strong Perron-Frobenius digunakan dalam
membuktikan syarat cukup agar solusi sistem persamaan diferensial linier orde satu
positif eventual. Hasil akhir dari skripsi adalah untuk sistem persamaan diferensial linier
x(t) = Ax(t) dengan syarat awal X(0) = X, jika A + af adalah matriks positif eventual
untuk suatu a = 0, maka solusi x(t) untuk sistem tersebut adalah positif eventual untuk
setiap X > 0.

Kata Kunci : Matriks eksponensial positif eventual, Matriks positif eventual, Strong
Perron-Frobenius.



BAB I

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Diberikan suatu sistem persamaan diferensial linier orde satu sebagai

berikut:
x(t) = Ax(t), x(0) = x, (1.1.1)
s
dimana A € R™", x: [0,0) - R", dan X = % = :; . Dalam literatur [2,3,6]
dt
dinyatakan bahwa solusi sistem (1.1.1) adalah
x(t) = e4x, (1.1.2)

Perlu diperhatikan bahwa solusi (1.1.2) dapat bemilai positif atau
nonpositif. Salah satu cara agar x(£) dalam (1.1.2) bernilai positif adalah e > 0
dan x, > 0. Dalam situasi tertentu, e*4 tidak selalu positif, tetapi mungkin saja
ada t, € [0, o) sedemikian sehingga e*4 > 0, V t > t,. Matriks 4 € R™” yang
mempunyai sifat ada g € [0,0) sedemikian sehingga e* > 0V ¢ > ¢t discbut
sebagai matriks eksponensial positif eventual. Untuk sistem (1.1.1) dengan x4 >
0, jika matriks 4 adalah eksponensial positif eventual, maka solusi x(£) untuk
sistem tersebut dinamakan sebagai solusi positif eventual.

Asumsikan bahwa x, positif. Jika diinginkan solusi x(t) untuk sistem

(1.1.1) adaleh positif evemtual, maka perlu dikaji syarat-syarat agar terdapat



to € {0,00) sedemikian sehingga e™ >0, Vt = t;. Pengkajian hal tersebut
menjadi topik yang menarik.

Dalam [6] dinyatakan bahwa A adalah matriks eksponensial positif
eventual jika dan hanya jika ada a € Rdengana = 0 sedemikian sehingga
A+ al mempunyai sifat strong Perron-Frobenins. Skripsi ini memaparkan
kembali tentang syarat-syarat yang harus dipenuhi oleh matriks 4 sedemikian
sehingga solusi x(¢) untuk sistem (1.1.1) adalah positif eventual. Beberapa contoh
diberikan untuk mengilustrasikan hal tersebut dengan menggunakan perangkat
lunak, Matlab 6.5, untuk mempermudah penghitungan.

12  Perumusan Masalah

Untuk sistem x(t) = Ax(t), x(0) = x,, syarat apakah yang harus
dipenuhi oleh matriks A, agar solusi sistem tersebut adalah positif eventual.
1.3  Pembatasan Masalah

Permasalahan dibatasi dengan mengasumsikan syarat awal X, adalah
positif.

14  Tujuan Penulisan

Adapun tujuan penulisan ini adalah untuk mengkaji syarat-syarat yang
harus dipenuhi oleh matriks A4 agar solusi sistem X(t) = Ax(t), x(0) = x, adalah
positif eventual.

1.5  Sistematika Penulisan
Penulisan ini terdiri dari empat bab, yakni:
BABI : PENDAHULUAN
Bab pertama ini berisi latar belakang, perumusan masalah,

pembatasan masalah, thjuan penulisan, dan sistemnatika penulisan.



BAB II

BAB III

BABIV

: LANDASAN TEORI

Bab kedua ini berisi teori-teori yang diperlukan dalam
pembahasan, yaitu: sistem persamaan diferensial orde satu,
beberapa tinjauan teori matriks, dan matriks eksponensial.
:SOLUSI POSITIF EVENTUAL SISTEM PERSAMAAN
DIFERENSIAL LINIER ORDE SATU

Bab ketiga ini membicarakan syarat cukup agar matriks 4 adalah
eksponensial positif eventual, Selain itu terdapat beberapa contoh
penyelesaian dari persoalan yang memperlihatkan keberlakuan

syarat cukup matriks eksponensial positif evenfual dengan

menggunakan Matlab 6.5.

: KESIMPULAN

Bab terakhir ini berisi kesimpulan dari hasil dan pembahasan.




BABII

LANDASAN TEORI

Bab ini mengungkapkan beberapa definisi dan fakta-fakta yang berguna
untuk mendapatkan syarat yang harus dipenuhi oleh matriks 4 sedemikian
schingga e4® bernilai positif. Sistem persamaan diferensial linier orde satu
disajikan pada Subbab 2.1, Kemudian pada Subbab 2.2, diberikan beberapa
tinjavan tentang teori matriks. Terakhir, Subbab 2.3 menjelaskan tentang matriks

eksponensial.

21 Sistem Persamaan Diferensial Linier Orde Satu

Bentuk umum sistem persamaan diferensial linier orde satu adalah sebagai

berikut :
®1(t) = A1 (O, () + -+ A3 (Ox () + g4 (8)
%2(t) = A1 (D)x2(8) + -+ + Az ()2 () + g2(E)
Xn(£) = Ap1 ()2, (8} + - + App (O x,(8) + gn (1)
Dalam bentuk matriks dapat ditulis:

x(t) = A(O)x() + g(t) (2.1.1)
1(t) A11(t) Am(t) 1(t)
dimana x(t) = ] A(t) = L : dan g(t) = L
n (t) ni (t) e Ann (t) n (t)
Suatu vektor x(t) dikatakan solusi (penyelesaian) dari sistem (2.1.1) , jika x(¢)

memenubhi sistem persamaan (2.1.1).



Untuk sistem pada persamaan (2.1.1) dinamakan sebagai sistem
persamaan nonhomogen. Secara khusus, jika g(t) = 0 dan diberikan syarat awal
x(0) = x;, maka sistem (2.1.1) membentuk suatu masalah nilai awal yang dapat
ditulis sebagai berikut:

x(t) = A(t)x(t), x(0) = x,. (2.1.2)
Persamaan (2.1.2) disebut sebagai persamaan homogen {2]. Jika sistem (2.1.2)
secara cksplisit tidak bergantung pada f, maka sistem tersebut dapat ditulis sebagai
x(t) = Ax(t), x(0) = x,. (2.1.3)

Dalam [1,2,4,7] dinyatakan bahwa solusi sistem (2.1.3) adalah

x(t) = e*x,. (2.1.4)
2.2 Tinjauan Teori Matriks

Dalam tinjauan berikut, simbol R™*" menyatakan himpunan matriks riil
berukuran n Xn. Untuk 4 € R™®?, juga lazim ditulis A = [aij], untuk i =
1,2,..,ndan j=12_.,,n.

Jika A, B € R™™ memenuhi AB = BA = I, maka B merupakan invers dari
A. Jika A mempunyai invers, maka 4 dikatakan matriks nonsingular. Jika A tidak
mempunyai invers, maka A dikatakan matriks singular [1]. Suatu matriks A €
R™® dikatakan matriks permutasi, jika hanya satu entri dalam setiap baris dan
kolomnya bernilai 1, sedangkan entri yang lainnya bernilai 0 [6].
Definisi 2.2.1 [7] Misalkan A = [q; ,-'] € R™ ™ Matriks A dikatakan:
1. positlf, ditulis A > 0, jika a; > 0 untuk setiap i dan j

2. nonnegatif, ditulis A > 0, jika ay; > 0 untuk setiap i dan j



3. nonnegatif eventual, dinotasikan dengan A =, 0, jika terdapat bilangan bulat
positif ko sedemikian sehingga A* > 0 untuk setiap k > ko_Bilangan bulat positif
terkecil ky = ko(A) disebut sebagai indeks pangkat dari A

4. positif eventual, dinotasikan dengan A >, 0, jika terdapat bilangan bulat
positif ky sedemikian sehingga A° > 0 untuk setiap k > ko Bilangan bulat
positif terkecil kg = ko(A) disebut sebagai indeks pangkat dari A.

Definisi 2.2.2 [1] Jika A sebuah matriks n X n, maka sebuah vektor tak nol x

pada R disebut vektor eigen dari A, jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari

X, vakni

Ax = Ax (2.2.1)
untuk skalar sebarang A. Skalar A disebut nilai eigen dari A dan x disebut

sebagai vektor eigen dari A yang terkait dengan A.

Untuk memperoleh nilai eigen dari suatu maftriks 4, dapat dituliskan
kembali persamaan (2.2.1) sebagai
Ax = Ak,
atau dapat ditulis menjadi
(Ar-A)x=0. ! (2.2.2)
Agar A dapat menjadi nilai eigen, harus terdapat satu solusi tak nol dari persamaan
(2.2.2). Persamaan (2.2.2) memiliki solusi tak nol jika dan hanya jika
det(AI —-A4)=0 (2.2.3)
Di dalam [1] dinyatakan bahwa persamaan (2.2.3) disebut persamaan
karakteristik dari A dan skalar-skalar ’ yang memenuhi persamaan tersebut

merupakan nilai-nilai eigen dari 4.



Himpunan semua nilai eigen dari A berukuran n X n disebut sebagai
spektrum dari 4 yang dinotasikan dengan o(A4). Radius spektral dari 4,
dinotasikan dengan p(4), didefinisikan sebagai p(A4) = max{|1]:1 e o(4)}.
Suatu nilai eigen A dari 4 dikatakan dominan jika ]A} = p(A). Absis spektral dari
A, ditulis A(A), didefinisikan sebagai A(4) = max{Re (1)] 1 € a(4)}.

Definisi 2.2.3 [7] Suatu matriks A € RV dikatakan memiliki:

1. sifat Perron-Frobenius, jika nilai eigen dominannya adalah positif dan vektor
eigen yang terkait dengan nilai eigen dominannya adalah nonnegatif

2. sifat strong Perron-Frobenius, jika nilai eigen dominan positifnya berjumlah
satu buah dan vekior eigen yang terkait dengan nilai eigen dominannya
adalah positif.

Teorema 2.2.4 [5] Misalkan A € R™" dengan A > 0 dan r = p(A). Maka r

adalah nilai eigen dari A dan ada vektor eigen X > 0 yang berkaitan dengan r.

2.3  Matriks Eksponensial

Matriks e*4 dalam persamaan (2.1.4) merupakan matriks eksponensial

yang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.3.1 [3] Untuk sebarang matriks A € R™™, matriks eksponensial dari

A didefinisikan sebagai

etd — 3 ORI L G

k! 2! 3!
k=0

untuk suatu t € R, dengan I € R™" adalah matriks identitas.



Definisi 2.3.2 [7] Misalkan A = [a;;] € R™". Matriks A dikatakan:

1. nonnegatif eksponensial, jika

k Ak
Vt>Oem=ZtA >0
>0, w2

k=0

2. positif eksponensial, jika

3. eksponensial nonnegatif eventual, jika 3ty € [0,00) sedemikian sehingga
e 2 0,vt =t

4. eksponensial positif eventual, jika 3ty € [0, ) sedemikian sehingga e*4 >
0,vt = ¢,.

Definisi 2.3.3 [3] Dua matriks persegi A dan B dikatakan similar, ditulis A = B,

Jjika dan hanya jika terdapat matriks nonsingular X sedemikian sehingga

B=X"14X.

Proposisi 2.3.4 [9] Jika matriks A € R¥*?, maka ada matriks nonsingular
X € R?**2 sedemikian sehingga
T Sl 4o

dengan | berbentuk salah satu dari yang berikut

© 1=(¢ )a>n

@ J=(7 1)
w (5 )
w 1=(; F)s>o0



dimana Ay = A, = A, dan A = a + iff adalah nilai eigen matriks A. Matriks |
dikatakan bentuk Jordan dari matriks A.

Untuk suatu matriks 4 berukuran n X n, teorema berikut dapat digunakan
untuk menghitung e4.
Teorema 2.3.5 [3] Jika A similar dengan suatu matriks diagonal D, yakni ada

matriks nonsingular X sedemikian sehingga

A= XDX™Y, 2.3.1)
dimana
A 0 - 0
p=|? % > [l ueRi=12..n
0 o8 4,

el 0 . 0

D 0 et i

i T 0
0 0 e

Teorema 2.3.5 tidak dapat digunakan untuk menghitung e®4, jika A tidak similar

dengan matriks diagonal.



BAB III
SOLUSI POSITIF EVENTUAL SISTEM PERSAMAAN

DIFERENSIAL LINIER ORDE SATU

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, salah satu cara agar solusi x(t)
pada sistem x(t) = Ax(t) bernilai positif adalah e*4 > 0 dan x, > 0. Bab ini
membicarakan syarat perlu dan cukup agar matriks A adalah eksponensial positif

eventual.

Lema 3.1 Misalkan A € R™". Jika A adalah matriks positif eventual, maka AT
Jjuga matriks positif eventual.

Bukti

Misalkan A adalah matriks positif eventual, Akan dibuktikan AT matriks positif
eventual. Jika A adalah matriks positif eventual, maka 3k, € Z, 3 A* > 0,Vk =
k- Karena (AT)* = (A*)T maka untuk k, € Z, di atas, berlaku juga (47)* >

0,V k = kg. Jadi, AT merupakan matriks positif eventual &

Teorema 3.2 Misalkan A € R™*". Pernyataan berikut ekivalen:
i).  Matriks A dan AT memiliki sifat strong Perron-Frobenius.
il). A merupakan matriks positif eventual,
Bukti
(i) = (i) Misalkan matriks 4 dan A” memiliki sifat strong Perron-Frobenius.
Berdasarkan Teorema 2.3.5, ada suatu matriks nonsingular X sedemikian sehingga

A=XJX™1, dimana J adalah matriks Jordan yang berkaitan dengan matriks 4.



Misalkan A, adalah nilai eigen dari 4 dengan 4; = p(A) merupakan entri pertama

pada diagonal utama untuk matriks /. Maka matriks 4 dapat ditulis menjadi

=% Xnnead[ ,H . ][,,ﬂ_1 ! (3.1)

dengan yJ merupakan baris pertama dari matriks X~ dan Y,_;, merupakan
matriks yang dibentuk oleh (n— 1) baris terakhir dari matriks X~1. Karena
matriks 4 memiliki sifat srong Perron-Frobenius, maka vektor eigen x; > 0.

Transpos matriks A4 dari persamaan (3.1) adalah

AT = [YJ. Y‘r'{—l.n] 0 ]n—ln— ][ nn_ ] (32)

Untuk matriks J,—1 »—1, ada mairiks permutasi P € R"~1"~1 sedemikian sehingga

Jn-1n-1=PTJi 4, 1P. Akibatnya, persamaan (3.2) dapat ditulis sebagai

berikut:
. r [l O]t 01fk 0 In
= Gy S Slle o o pll PT][ nn_]
0 [ x,T
—_— T !
= [y Yn~1n][0 ]n—1n—1] X’;n..q]'
(3.3)

dengan Y% .. =Y¥T P dan X7, ,=PTXl .. |Persamaan (3.3)

0

memperlihatkan bahwa matriks [
0 ]n—i n-1

] merupakan matriks Jordan yang

berkaitan dengan matriks AT, Akibatnya, y; merupakan vektor eigen yang
berkaitan dengan nilai eigen dominan A,. Karena AT memiliki sifat srrong Perron-
Frobenius, maka y; merupakan vektor eigen positif. Dari persamaan (3.1),

diperoleh
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et a0 ]
At =[x Xﬂ,ﬂ—i][ 0 ]n—-ln— [Yn—ln

Akibatnya

1 0

0 Z']n—l n—1:| [Y -1, n]

;Lli = [X1 Xnn-1]

Karena A, merupakan nilai eigen dominan, maka

1
B0 T et = O
Akibatnya
1
lim ——A =x,%7 >0 (3.4)

k= ].1
Persamaan (3.4) memberikan makna bahwa terdapat bilangan bulat %k, > 0

sedemikian sehingga A* >0, Yk > ky. Jadi, 4 merupakan matriks positif
eventual,

(if) = (i) Misalkan 4 adalah matriks positif eventual. Akan dibuktikan bahwa
matriks 4 memiliki sifat strong Perron-Frobenius. Karena 4 adalah matriks positif
eventual, maka ada kg > 0sedemikian sehingga A* > 0,V k = k,. Untuk
A* >0, maka berdasarkan Teorema 2.2.4, matriks A*¥ memiliki nilai eigen
dominan positif, sebutlah 4,, dan vekior eigen yang bersesuaian dengan nilai

eigen 4; adalah positif, sebutlah x, > 0. Oleh sebab A, adalah nilai eigen dari
A¥, maka /1,1% > 0 adalah nilai eigen dari 4 dengan vektor eigen yang bersesuaian

1
dengan nilai eigen A% adalah x,. Karena ini terjadi V k = kg, maka 4 memiliki

sifat strong Perron-Frobenius.

12



Berikutnya akan dibuktikan bahwa AT memiliki sifat strong Perron-

Frobenius. Karena 4 adalah matriks positif evenfual, maka berdasarkan Lema 3.1,
matriks A7 juga positif eventual. Akibatnya, ada ko > 0 sedemikian schingga
(ATY* >0V k = k. Karena (AT)* > 0, maka matriks (47)* memiliki nilai
eigen dominan positif, sebutlah A,, dan vektor eigen yang bersesuaian dengan

nilai eigen A, adalah positif, sebutlah x, > 0. Karena A, adalah nilai cigen dari
(ATY*, maka /11% > 0 adalah nilai eigen dari AT dengan vektor eigen yang

, .
bersesuaian dengan nilai eigen A,k adalah x,. Karena ini terjadi V k = kg, maka

AT memiliki sifat strong Perron-Frobenius. m

Teorema 3.3 Misalkan A € R™", Pernyataan berikut ekivalen:

() A+ al merupakan matriks positif eventual untuk suatu a = 0.

(i) A merupakan matriks eksponensial positif eventual.

Bukti

(1) = (i) Misalkan A 4 al merupakan positif eventual untuk suatu a = 0 dan k,
merupakan bilangan bulat positif sedemikian sehingga (4 + al }* > 0, Yk = k,.
Maka terdapat t, > 0 sedemikian sehingga ko — 1 suku pertama dari deret

pangkat

o0
Jtl+an) _ Z t™(A + a)™

ml!
m=0

didominasi oleh suku-suku sisanya, sehingga setiap elemen dari et+a) adalah
positif untuk setiap t = t,. Oleh karena itu, e = e *2et4+al) adalah positif
untuk setiap t = t,. Jadi terbukti bahwa 4 merupakan matriks eksponensial positif

eventual,

13



(i) = (i) Misalkan 4 adalah matriks eksponensial positif evenfual. Karena
(eA)* = e4*, maka e? adalah matriks positif evenfual. Menurut Teorema 3.2,
karena e? adalah matriks positif eventual, maka e? memilki sifat strong Perron-
Frobenius. Perhatikan himpunan o(e4) = {e*: 1 € 6(4)}, maka p(e*) = e*
untuk suatu A € o(4). Untuk setiap u € g(4) dengan g # 4, berlaku

et > |k = |eReW+imW)| = gReGD)
dimana Re(y) menyatakan bagian riil dari u dan Im(u) menyatakan bagian
imajiner dari p. Sehingga A adalah absis spektral dari 4, yakni A > Re(p) untuk
setiap p € 0(4) denganu # A. Ini bermakna bahwa ada a > 0 sedemikian
sehingga

Ata>|ptal Ypeo(d)u#l
Berikutnya perlu dibuktikan bahwa ruang eigen dari matriks A + al sama dengan
ruang eigen dari matriks e, Misalkan A adalah nilai eigen matriks A + al dengan
vektor eigen yang berkaitan adalah x, maka e? adalah nilai eigen matriks e#*%!
dengan vektor eigen yang berkaitan dengan nilai eigen e* adalah x. Ini bermakna
bahwa e4*¥x = e’x. Akibatnya, Be’t%x = Be’x untuk suatu § € R\{0}.
Pernyataan terakhir menyatakan bahwa Be* adalah adalah nilai eigen dari matriks
et dengan vektor eigen yang berkaitan adalah x. Karena

Bettelx = pe’x
Bee’x = Be’x,

untuk x adalah vektor eigen dari matriks fe%e? yang berkaitan dengan nilai eigen
fe*. Akibatnya, X juga vektor eigen dari matriks e4. Dengan demikian ruang

eigen dari matriks A + al sama dengan ruang eigen dari matriks e#. Karena ruang

14



eigen dengan A + al dan e® sama, maka A + al memiliki sifat strong Perron-

Frobenius. Berdasarkan Teorema 3.2, 4 + al adalah positif eventual.m

Akibat 3.4 Untuk sistem (1.1.1), jika A + al adalah matriks positif eventual
untuk suatu a = 0, maka solusi X(t) untuk sistem tersebut adalah positif eventual

untuk setiap Xq > 0.

Bukti
Misalkan A + al adalah matriks positif evemtual untuk svatu a = 0, maka
berdasarkan teorema 3.3, matriks A adalah matriks eksponensial positif eventual.
Akibatnya 3t, € [0, ) sedemikian schingga e* > 0 V t = t,;. Karena x; > 0,
maka

X(t) = eme >0 VvVt=> to-

Dengan demikian, solusi sistem (1.1.1) adalah positif eventual.m

Contoh-contoh berikut mengilustrasikan keberlakuan dari Akibat 3.4.

Contoh 1. Diberikan sistem persamaan diferensial linier berikut

— | L
x()=|1 0 1|x(t), Xg = x(0) =|2].
1711 3
Akan ditunjukan bahwa solusi sistem tersebut adalah positif eventual. Pada
=z 1
permasalahan di atas, dimisalkan matriks A=|1 0 1|. Untuk a =1, maka
1 11

diperoleh matriks A + al adalah sebagai berikut

1 2 1 1 00 2 21
A+al=11 0 1|+1]0 1 O0f={1 1 1]
1 1 1 0 0 1 11 2
Akan dicari bilangan bulat positif k, sedemikian sehingga A*¥ > 0 ¥ k > k.
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Karena nilai pada matriks A + al sudah bernilai positif untuk nilai &k = 1, dengan
demikian, matriks A + al merupakan matriks positif eventual dengan k; = 1.
Berdasarkan Akibat 3.4, karena syarat awal yang digunakan adalah positif, maka
solusi sistem pada Contoh 1 adalah positif eventual. Selanjutnya, kita boleh
mencari nilai solusi x(¢) untuk beberapa nilai t. Matriks e*? dapat diperoleh

dengan menggunakan Teorema 2.3.5 sehingga

otA
23t o3t o3t ;
1—2(43‘3‘ + 3¢~ 4 5) = (—5+9e " — 4¢73%) 5 (5+ 3e~# —8e73)

= —?:—t(e—*t —1) E;-(1 +3e74t) —%t-(e-“ ~1)
%(e“ - 1) -;-(e“ -1) -;-(2 +e%)

Dengan menggunakan perhitungan pada Matlab 6.5.

Untuk ¢ = 0.00001, diperoleh

1.0000 0.0000 0.0000
0000014 =19 0000 1.0000 0.0000].
0.0000 0.0000 1.0000

Untuk ¢ = 0.00009, diperoleh

1.0001 0.0002 0.0001
0000094 — 19,0001 1.0000 0.0001].
0.0001 0.0001 1.0001

Untuk t = 0.0001, diperoleh

0.00014 _

e = 10.0001 1.0000 0.0001

[1.0001 0.0002 0.0001]
0.0001 0.0001 1.0001
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Untuk t = 0.0002, diperoleh
1.0002 0.0004 0.0002

et=000024 — 15 0002 1.0000 0.0002|.
0.0002 0.0002 1.0002

Kecendrungan nilai pada entri-entri pada matriks-matriks di atas memperlihatkan
bahwa 3ty € (0.00001,0.0002) sedemikian sehingga €™ > 0 Vt = ty. Jadi,
matriks 4 adalah matriks eksponensial positif eventual.

Dengan menggunakan syarat awal X, yang telah diberikan, solusi dari
sistem tersebut untuk beberapa nilai ¢t yang telah digunakan pada contoh ini
sebagai berikut.

Untuk t = 0.00009, diperoieh
1.0001 0.0002 0.00017][1 1.0007
- e
3

X(t)=I0.0001 1.0000 0.0001 2.0004},
0.0001 0.0001 1.0001 3.0005

untuk ¢t = 0.0001, diperoleh

1.0001 0.0002 0.00017f1 1.0008
x(t) = |0.0001 1.0000 0.0001|]|2|=|2.0004|,
0.0001 0.0001 1.0001113 3.0006

untuk ¢ = 0.0002, diperoleh
1.0002 0.0004 0.00027T1 1.0016
2= .
3

x(t)=[0.0002 1.0000 0.0002 2.0008
0.0002 0.0002 1.0002 3.0012

Karena nilai x, yang digunakan positif, berdasarkan Akibat 3.4, maka solusi x(¢t)

untuk sistem tersebut adalah positif eventual.

17



Contob 2. Diberikan sistem persamaan diferensial linier berikut

111 1 1
x(t) = [_} 11 Lxe),  xo=x0)= H
1011 1

1
1
1
1

Akan ditunjukkan bahwa solusi sistem tersebut adalah positif eventual. Pada

1 111
permasalahan di atas, dimisalkan matriks 4 = _% i i i Untuk a=1,
UG 14
maka matriks A + al adalah sebagai berikut
1 1% 1. 1 0 0 0 2 1 11
11 1 11 01 0 0O|_| 1 2 1 1
Atal=| 7 1 1 1‘“[0 =) 0“ =l 102 1]'
1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 2
Akan dicari bilangan bulat pesitif k, sedemikian sehingga A% > 0,Vk =k,
Perhatikan matriks-matriks berikut
5 5 6 6
(AHepr=1 2 8 & ©f
L. 3 2 5 6
r15 21 28 28
wear-1t % 2 2l
L 9 12 21 22
51 85 120 120
wvar= % 120 321
131 54 85 86

Dengan demikian, matriks A + al merupakan matriks positif eventual dengan
ko = 4. Berdasarkan Akibat 3.4, maka solusi sistem pada Contoh 2 adalah positif
eventual. Selanjutnya, kita boleh mencari nilai solusi x(¢) untuk beberapa nilai t.

Matriks e*4 dapat diperoleh dengan menggunakan Teorema 2.3.5 sehingga
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1 1. 1 1
_ ot T a3t —_
3tz¢ tge 3
1. 2 1 2
ot L3t —
78 "3tge 3
1 4 1 2
—aat — - 3t—'“'t
2¢ t5t18% 3 9
1,12, 2
97T9% T3 9

Untuk t = 1, diperoleh

5.0401
4,0401
—0.4655

2.7873

ed =

Untuk ¢ = 1.19, diperoleh

7.8963

6.8963
—0.0193

4.6285

e1194 —

Untuk ¢t = 1.2, diperoleh

8.0931

7.0931
0.0176

7554

81'2A —

Untuk ¢ = 1.5, diperoleh

17.5770

16.5770
2.2046

10.8908

el54 _

Untuk ¢t = 2, diperoleh

71.2660

70.2660
18.4960

5.3810

e24 =

6.3618

7.3618
2.7873

3.5746

11.5055

12.5055
4.6285

6.8770

11.8661

12.8661
4.7554

7.1107

29.6724

30.6724
10.8908

18.7816

134.1429

135.1429
45.3810

88.7620

8.6836

8.6836
5.0401

6.3618

16.1148

16.1148
7.8963

11.5055

16.6391

16.6391
8.0931

11.8661

42.7677

42.7677
17.5770

29.6724

198.0199

198.0199
71.2660

1341429

8.6836

8.6836
4.0401

7.3618

16.1148

16.1148
6.8963 |

12.5055

16.6391

16.6391
7.0931(

12.8661

42.7677

42.7677
16.5770|

30.672

198.0199
198.0199

135.1429

70.2660}
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Kecendrungan nilai entri-entri pada matriks-matriks di atas memperlihatkan
bahwa 3ty € (1,2) sedemikian sehingga e > 0 V ¢ = t,,. Jadi, matriks 4 adalah
eksponensiat positif eventual.

Dengan menggunakan syarat awal X, yang telah diberikan, solusi dari
sistem tersebut untuk beberapa nilai t adalah sebagai berikut.

Untuk t = 1.2, diperoleh

8.0931 11.8661 16.6391 16.6391 65.1034

1
x(t) = 7.0931 128661 16.6391 16.6391||2| _ |66.1034
0.0176 4.7554 80931 7.0931(|1 24.71457
1

7554 7.1107 11.8661 12.8661 3.7090
untuk t = 1.5, diperoleh

17.5770 29.6724 42.7677 42.7677 162.4572

1
x(t) = 16.5770 30.6724 42.7677 42.7677||2] _ |163.4572
2.2046 10.8908 17.5770 16.5770||1 58.1402[
1

10.8908 18.7816 29.6724 30.6724 108.7987
untuk t = 2, diperoleh
712660 134.1429 198.0199 198.0199 735.5916

1
x(t) = 70.2660 135.1429 198.0199 198.0199(|2| _ |736.5916

18.4960 453810 71.2660 70.2660|}1

1

~ |251.4566
5.3810 88.7620 134.1429 135.1429 91.5241

Karena nilai x, yang digunakan positif, berdasarkan Akibat 3.4, maka solusi x(t)

untuk sistem tersebut adalah positif eventual.

20



BAB IV

KESIMPULAN

Berdasarkan uraian yang telah dibuat dan dibahas pada bab-bab
sebelumnya, maka syarat cukup agar solusi sistem X(t) = Ax(t) dengan syarat
awal x(0) = x, > 0 positif eventual adalah matriks A + al positif eventual untuk

suatu a = 0.
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