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ABSTRAK

Perhitungan nilai eigen dari suatu matriks yang sangat besar dapat disederhanakan
dengan mereduksi matriks tersebut menjadi matriks yang berukuran lebih kecil,
sehingga lebih memudahkan perhitungan. Pada skripsi ini dibahas suatu metode
untuk menentukan nilai eigen dari suatu matriks simetri yang berukuran besar
dengan menggunakan algoritma Lanczos. Untuk menentukan nilai eigen tersebut,
terlebih dahulu matriks direduksi menjadi matriks tridiagonal. Dari matriks
tridiagonal ini, nilai eigen dicari dengan menggunakan algoritma QR. Adapun
nilai eigen dari matriks tridiagonal ini tetap mempertahankan nilai eigen ekstrim
dari matriks simetri.

Kata kunci ; nilai eigen, matriks simetri, algoritina Lanczos, matriks tridiagonal,
algoritma QR
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BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Misalkan A adalah suatu matriks » x n. Skalar A disebut sebagai suatu nilai
eigen atau-nilai karakteristik (characteristic value) dari A jika terdapat suatu vektor
taknol x, sehingga Ax = Ax. Vektor x disebut vektor eigen atau vektor karakteristik
dari L. [5]

Nilai eigen memberikan cara mudah untuk mendapatkan solusi dari sistem
persamaan linier dengan » persamaan dan m variabel yang tidak diketahui. Jika hanya
dibutuhkan sebagian atau beberapa nilai eigen saja, maka perhitungan nilai eigen dari
suatu matriks yang sangat besar dapat disederhanakan dengan mereduksi matriks
tersebut menjadi matriks yang berukuran lebih kecil, sehingga akan lebih
memudahkan perhitungan.

Algoritma Lanczos merupakan suatu algoritma yang dapat mereduksi suatu
matriks simetri A yang berukuran besar menjadi matriks simetri tridiagonal T' yang
berukuran lebih kecil. Nilai eigen dari matriks T dapat dihitung dengan mudah karena
T merupakan matriks tridiagonal (suatu bentuk matriks khusus).

Algoritma Lanczos ini paling cocok untuk matriks sparse (matriks yang
sebagian entri-—entrinya nol) yang berukuran besar, serta untuk mengaproksimasi
nilai-nilai eigen terbesar dan terkecil dari sebuah matriks. Nilai eigen ini disebut nilai

eigen ekstrim. [3]



1.2 Perumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka persoalan yang akan dibahas pada
tugas akhir ini adalah bagaimana menentukan nilai eigen dari suatu matriks simetri
dengan menggunakan algoritma Lanczos. Sebagai perbandingan dari algoritma
Lanczos, maka digunakan SWP (Scientific Workplace) untuk mencari nilai eigen
tersebut.
1.3 Pembatasan Masalah
Pada penulisan ini, masalah dibatasi hanya untuk matriks simetri berukuran
4x4 dan 5x5 dengan entri-entrinya bilangan riil.
1.4 Tujuan Penulisan
Tujuan dari penulisan ini adalah untuk menentukan nilai eigen dari suatu
matriks simetri dengan menggunakan algoritma Lanczos.
1.5 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan dari tulisan ini adalah :
BAB 1 :Pendahuluan
Bab ini berisi latar belakang masalah, perumusan masalah, pembatasan
masalah, tujuan penulisan, dan sistematika penulisan.
BAB 1 :Landasan Teori
Bab ini berisikan teori-teori yang mendukung pembahasan, yaitu : matriks,
vektor dan ruang vektor, basis, matriks ortogonal, proses Gram-Schmidt,

serta algoritma QR.



BAB III : Pembahasan
Bab ini berisikan hal-hal tentang algoritma Lanczos dan langkah-langkah

menentukan nilai eigen dengan algoritma Lanczos tersebut.

BAB IV : Kesimpulan

Bab ini berisikan kesimpulan dari pembahasan pada bab sebelumnya.



BABII

LANDASAN TEORI

Pada bab II ini dijelaskan beberapa teori yang digunakan dalam menentukan nilai
eigen matriks simetri dengan menggunakan algoritma Lanczos, vaitu : matriks, vektor
dan ruang vektor, basis, matriks ortogonal, proses Gram-Schmidt, serta algoritma
QR.

2.1 Matriks

Definisi 2.1.1 [1]

Sebuah matriks adalah susunan empat persegi siku-siku dari bilangan-bilangan.

Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri-entri dalam matriks.
Ukuran matriks dinyatakan dengan banyaknya baris dan banyaknya kolom

yang terdapat dalam matriks tersebut. Jika banyak baris dan banyak kolom sama,

maka matriks tersebut dikatakan matriks bujursangkar.

Jika A sebuah matriks berukuran m x n sebagai berikut :

Am1 Amz -~ Gmn
maka a;; disebut entri-entri dari matriks A dan merupakan entri yang terletak pada

baris ke-i dan kolom ke-j.



Definisi 2.1.2 [1]

Suatu matriks bujursangkar berukuran # x » dengan bilangan 1 pada diagonal
utamanya dan O pada entri-entri lainnya, dinyatakan dengan I, disebut matriks
identitas.

Definisi 2.1.3 [1]

Suatu matriks A berukuran » x n disebut matriks diagonal jika a;; = O untuk i # j.
Definisi 2.1.4 [1]

Matriks bujursangkar yang semua entri di atas diagonal utamanya adalah nol disebut
matriks segitiga bawah (lower triangular) dan matriks bujursangkar yang semua entri
di bawah diagonal utamanya adalah nol disebut matriks segitiga atas (upper
trigngular). Suatu matriks, baik segitiga bawah atau segitiga atas disebut matriks
segitiga (friangular).

Definisi 2.1.5 [1]

Jika A adalah matriks m % », maka transpos dari A dinyatakan dengan AT,
didefinisikan sebagai matriks » x m yang didapatkan dengan mempertukarkan baris-
baris dan kolom-kolom dari A, sehingga kolom pertama dari AT adalah baris pertama
dari A, kolom kedua dari AT adalah baris kedua dari A, dan seterusnya.

Definisi 2.1.6 [1]

Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat matriks B yang ukurannya sama
sedemikian rupa sehingga AB = BA = I, maka A disebut dapat dibalik dan B disebut
sebﬁgai invers dari A. Jika matriks B tidak dapat didefinisikan, maka A dinyatakan

sebagai matriks singular.



Invers dari A dinyatakan dengan simbol A™1.

Definisi 2.1.7 [1]

Suatu matriks A berukuran n x n disebut simetri (symmetric) jika AT = A, dengan AT
adalah transpos dari matriks A. |

Definisi 2.1.8 [5]

Misalkan A dan B adalah matriks-matriks n x n. B dikatakan serupa (similar) dengan
A jika terdapat matriks taksingular § sehingga B = S™1A4S.

Definisi 2.1.9 [7]

Suatu matriks tridiagonal yang berukuran n X n, dinotasikan sebagai T, adalah
matriks dengan entri-entri t;; = 0 jika | — j| > 1. Matriks T dapat ditulis sebagai

berikut :

o
u'-o.
(=)
B'-s
s L:‘
-
=T = I =
o O O ©

0 0 0 0 - t(n—I)(n—l) t(n—l)n
6 0 0 0 .. ¢ t

n{n-1) nt

Definisi 2.1.10 [7]
Entri-entri tepat di bawah diagonal utama dari matriks tridiagonal disebut
subdiagonal dan entri-entri tepat di atas diagonal utama dari matriks tridiagonal

disebut superdiagonal.



2.2 Vektor dan Ruang Vektor

Definisi 2.2.1 [1]

Jika n adalah sebuah bilangan bulat positif, maka tupel » berurutan (ordered n-tupel)
adalah suatu urutan dari bilangan riil (a,,a,, ...,a,). Himpunan semua tupel n
berurutan disebut ruang berdimensi n (n-space) dan dinyatakan sebagai R".

Definisi 2.2.2 [1]

Untuk suatu matriks m X n,

A1 Gz - Gan
@ a 2 asa a2n
o DR

n1 Amz -~ Amn
vektor-vektor
n = (a1, 012 ) izl

I; = [az1, 22, ..., G2p ),

l.'m = [a‘mll An2s ooy a'mn]:

pada R" yang dibentuk dari baris-baris A disebut sebagai vektor baris (row vector)

dari A, dan vektor-vektor

gy a3 in

azq 72 oy
Cl = : » CZ = E 3 nu Cn = E ’

Qi A2 Amn

pada R™ yang dibentuk dari kolom-kolom A disebut sebagai vektor kolom (column

vector) dari A.



Definisi 2.2.3 [1]
Jika u = (ug, Uy, ..., u,) dan v = (vy,v,, ..., 1) adalah vektor-vektor sebarang pada
R", maka hasil kali dalam Euclidean {u, v} didefinisikan sebagai :
{u,v) = wyvy + vy, + ..+ Uy
Definisi 2.2.4 [1]
Norma Fuclidean (panjang Euclidean) dari suatu vektor u = (u,,us, ..., u,,) pada R

didefinisikan sebagai :

)l = (@, w2 = Ju2 + 22+ +uZ.

Teorema 2.2.5 [1]
Jika u dan v adalah vektor-vektor pada R" dan & adalah suatu skalar sebarang, maka

(@ i =0

()] [la]] = 0 jika dan hanya jika u = 0.

(©  lkull = |k[llull.

@ lla+vil < [lu]] +]Ivil.
Definisi 2.2.6 [1]
Misalkan V adalah suatu himpunan takkosong dari objek-objek sebarang, dimana dua
operasinya didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian dengan skalar (bilangan).
Operasi penjumlahan dapat diartikan sebagai suatu aturan yang mengasosiasikan
setiap pasang objek u dan v pada V dengan suatu objek u + v, yang disebut jumlah
dari u dan v. Operasi perkalian skalar dapat diartikan sebagai suatu aturan yang

mengasosiasikan setiap skalar £ dan setiap objek u pada V dengan suatu objek Au,



yang disebut kelipatan skalar dari u oleh k. Jika aksioma-aksioma berikut dipenuhi

oleh semua objek u, v, w pada V dan semua skalar k£ dan /, maka V disebut sebagai

ruang vektor dan objek-objek pada V disebut sebagai vektor.

1))
2)
3)

4)

5)

7
8)

9

Jika u dan v adalah objek-objek pada V, maka u + v berada pada V.
utv=v+u.

ut+{v+w)=(u+v)+w.

Di dalam V terdapat suatu objek 0, yang disebut vektor nol untuk V,
sedemikian rupa sehingga 0 + u = u + 0 = u untuk semua u pada V.

Untuk setiap u pada V, terdapat suatu objek -u pada V, yang disebut sebagai
negatif dari u, sedemikian rupa sehingga u + (-u) = (-u) +u=0.

Jika k adalah skalar sebarang dan u adalah objek sebarang pada V, maka ku
terdapat pada V.

ku+v)=Ikn+ kv,

(A+Du=rFfu+ .

k() = (k)u.

1) lu=n.

2.3 Basis

Definisi 2.3.1 [1]

Suatu subhimpunan W dari svatu ruang vektor V disebut subruang (subspace) dari V

jika W itu sendiri merupakan suatu ruang vektor di bawah penjumlahan dan perkalian

skalar yang didefinisikan pada V.



Definisi 2.3.2 [1]
Suatu vektor w disebut suatu kombinasi linear (linear combination) dari vektor-
vektor S = {v;,v;, ..., v, } jika dapat dinyatakan dalam bentuk

w=kwvi + kovy, + ..+ KV,
dimana Ik, k,, ..., k,, adalah skalar.
Definisi 2.3.3 {1]
Jika S = {v;,Vv,, ..., v,,} adalah himpunan tak kosong vektor-vektor, maka persamaan
vektor

gy + kovp + o+ by, =0
memiliki paling tidak satu solusi, yaitu

ky=0,k; =0,...k,=0.

Jika ini satu-satunya solusi, maka S disebut sebagai himpunan bebas linear (/inearly
independent). Jika terdapat solusi-solusi lain, maka S disebut sebagai himpunan tidak
bebas linear (/inearly dependent).
Definisi 2.3.4 [1]
Jika 8 = {v;,V,,..,v,} adalah suatu himpunan vektor-vektor pada suatu ruang
vektor V, maka subruang W dari V yang terdiri dari semua kombinasi linear vektor-
vektor pada S disebut sebagai ruang yang direntang (space spanned) oleh
V4, V2, ..,V dan vektor-vektor vy, Vs, ..., v, merentang (span) W. Untuk menyatakan
bahwa W adalah ruang yang direntang oleh vektor-vektor pada himpunan S =
{vy, vy, ..., v, }, dapat dituliskan

W =span (S) atau W =span {v;, v,, ..., v, }.

10



Definisi 2.3.5 [1]
Jika V adalah suatu ruang vektor sebarang dan S = {v;,v,,...,v,} adalah suatu
himpunan vektor-vektor pada V, maka S disebut basis untuk V jika dua syarat berikut
berlaku :
a) S bebas linear.
b) S merentang V.

2.4 Matriks Ortogonal
Definisi 2.4.1 [1]
Hasil kali dalam pada sebnah ruang vektor riil V adalah sebuah fungsi yang
mengasosiasikan sebuah bilang riil (u, v) dengan sepasang vektor u dan v di dalam V
sedemikian rupa sehingga aksioma-aksioma berikut ini terpenuhi bagi semua vektor
u, v, dan w di dalam V dan semua bilangan skalar k.

1) {u,v)= {v,u).

2) {u+v,w)= (u,w)+ {v,w).

3 (ku,v)=k{u,v).

4) (v,v) = 0dan{v,v) = 0 jika dan hanya jika v=0.
Sebuah ruang vektor riil yang memiliki sebuah hasil kali dalam disebut ruang vektor
hasil kali dalam riil.
Definisi 2.4.2 [1]
Dua vektor u dan v di dalam sebuah ruang hasil kali dalam dikatakan ortogonal jika

{u,v)=0.

11



Jika digunakan notasi matriks kolom untuk vektor-vektor

Uy L4

Uz L)
u=| . dan v=

U, v,

dan menghilangkan tanda kurung pada matriks 1 % 1, maka selanjutnya
51

v
u’v = [y, uy, ..., un) 52 = [wyvy + upvp + ot upv,] = (u,v)

Un
sehingga u dan v juga ortogonal jika u”v = 0.
Definisi 2.4.3 [1]
Suatu himpunan vektor-vektor di dalam sebuah ruang hasil kali dalam disebut
sebagai himpunan ortogonal, jika setiap pasangan vektor yang berbeda di dalam
himpunan tersebut adalah ortogonal. Sebuah himpunan ortogonal yang vektor-
vektornya memiliki norma 1 disebut ortonormal.

Di dalam sebuah ruang hasil kali dalam, sebuah basis yang terdiri dari vektor-
vektor ortonormal disebut sebagai basis ortonormal, dan sebuah basis yang terdiri
dari vektor-vektor ortogonal disebut sebagai basis ortogonal.

Definisi 2.4.4 [5]
Sebuah himpunan ortonormal dari vektor-vektor adalah sebuah himpunan ortogonal
dari vektor-vektor satuan.

Himpunan {uy, u,, ..., u,, } akan menjadi ortonormal jika dan hanya jika

T —
u; u_i = 6”

12



dimana

5. = {1, jika i = j.
YT l0,  jikai#)

Definisi 2.4.5 [5]
Sebuah matriks @ berukuran n x m dikatakan sebagai matriks ortogonal jika vektor-
vektor kolom dari Q membentuk sebuah himpunan ortonormal di dalam R”.
Teorema 2.4.6 [5]
Sebuah matriks @ yang berukuran r» X m adalah ortogonal jika dan hanya jika
QTe =1
Bukti :
Lihat [5] halaman 224.
2.5 Proses Gram-Schmidt

Proses Gram-Schmidt merupakan sebuah proses untuk mengkonversikan
suatu basis sebarang menjadi sebuah basis ortonorma;l. Misalkan V adalah suatu
ruang hasil kali dalam taknol berdimensi terhingga dan misalkan {u,,u,,..,u,}
adalah basis sebarang untuk V. Urutan langkah berikut ini akan menghasilkan sebuah
basis ortogonal {v;, v, ..., v, } untuk V.
Langkah 1 : Misalkan vy = u,.
Langkah 2 : Vektor v, yang ortogonal terhadap v; dapat diperoleh dengan

menghitung komponen uz yang ortogonal terhadap ruang W, yang

di rentang oleh vy, sehingga diperoleh :

(“2:"1)

V2 = Uz — PrOjw) U2 = Uz - TS

13



Langkah 3 : Vektor v3 yang ortogonal terhadap v; dan v, dapat diperoleh dengan
menghitung komponen u; yang ortogonal terhadap ruang W, yang

di rentang oleh v; dan v, sehingga diperoleh :

{uz,vi} _ (ug,vs)
vall2 1 iwallz "%

V3 = U3 — Projyn U3 = U3 -

Langkah ke-n : Vektor v, yang ortogonal terhadap vi, v», v, dapat diperoleh
dengan menghitung komponen u, yang ortogonal terhadap ruang

Wh.1 yang di rentang oleh v, vy, v, sehingga diperoleh ;

{up,vq) {unvo) {unVn_1}

Vo™ tn = PrObwn1 Mn = WUn =" 1™ V1 Ty o V27T e

\ /P

Setelah langkah ke-n, akan diperoleh himpunan {v;,v,,..,v,} yang
merupakan sebuah basis ortogonal bagi V. Untuk memperoleh sebuah basis
ortonormal {qy,q,, ..., q,}, normalisasikan setiap vektor basis ortogonal tersebut
dengan cara mengalikan vektor v; dengan nilai kebalikan dari panjang vektor v,
yaitu

qr = Vk/llvkll untuk setiap k=1, 2, ..., .

2.6 Algoritma QR
Misal diberikan sebuah matriks A = (@, a; ... @,) berukuran n x », yang
memiliki vektor-vektor kolom yang bebas linier. Matriks A tersebut dapat difaktorkan

sebagai

14



dengan Q = {q; q, --- g5) adalah sebuah matriks yang memiliki vektor-vektor kolom
ortonormal yang dihasilkan dari proses Gram-Schmidt pada vektor-vektor kolom A

dan R adalah matriks segitiga atas dengan bentuk :

(a,,q:) (@ q)) . (@, q:)
r=| 0 (220} . (2@}
0 ot kg

Algoritma QR adalah sebagai berikut :
1. Tulis 4; = A = (a4 @,5 .- @1). Dengan menggunakan proses Gram-Schmidt,
diperoleh matriks @y = (Q11 Qa2 - Q1n)-

Bentuk matriks R, sebagai berikut :

(@11, 411} (@12,Q11) - (@15, Q11)

o 0 (@12, q12) - (@10 12}
1 1 o ., :

0 0 o (@1, Q1)

maka diperoleh A; = Q4 R;.
2. Tulis A; = R;0Q; = (az; az; ... az,). Dengan menggunakan proses Gram-
Schmidt, diperoleh matriks Q, = (451 Q22 .- Qan)-

Bentuk matriks R, sebagai berikut :

(@21,G21) (22,921} ... (@2, q21)
Ry = 0 (azzv_ qz2) = (azn:: q22)
0 0 v {Q2n, Gzn)

maka diper(’leh Az = Qsz.
3. Tulis Az =R,Q, = (a3, a3, ... @;,). Dengan menggunakan proses Gram-
Schmidt, diperoleh matriks Q3 = (q3; Q33 ... Q3zn)-

Bentuk matriks R3 sebagai berikut :
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(@31,931) {(@22,031) . {Q3n,d31)
Ry = 0 {a32,932) - {@3n,Q32)

6 0 (aBn:an)
maka diperoleh 4; = QzR5.
4. Proses dilanjutkan sampai diperoleh matriks A; yang konvergen ke matriks
segitiga atas X dengan entri diagonal dari X merupakan nilai eigen dari matriks
A. Pada kasus dimana A adalah matriks simetri, maka A, akan konvergen ke
suatu matriks diagonal. Setelah beberapa iterasi, misal £*, maka entri-entri di [var
diagonal dari matriks A, sangat kecil, dan entri-entri pada diagonal tersebut
merupakan nilai eigen dari matriks A. [6]
Perhatikan bahwa, karena Q; matriks ortogonal untuk setiap i sehingga
Q" Q; = I, maka diperoleh :
(a) Karena A; = Q4R sehingga R, = Q,"A,, maka diperoleh
A =Ry
= 0:"4:10;
= Q,"AQ,.
Berdasarkan Definisi 2.1.8, maka matriks A, similar dengan matriks A.
(b) Karena 4, = Q,R, schingga R, = @,' A,. maka diperoleh
A3 = Ry0Q,
= QzTAzQz

= QZT(QzTA Qx) Q>
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= (QzTQ1T)A (Q1 Qz)
= (01 Qz)TA (Q1 Qz)-

Berdasarkan Definisi 2.1.8, maka matriks A3 similar dengan matriks A.
(c) Karena A3 = Q3R; schingga R; = Q3" A, maka diperoleh
Ay = R304
= Q3" A30Qs
= Q5" ((0102)7A(0:02)) 05
= (@57 (@:0)")A((Q:02)05)
= (Q10202)"A(010-03).

Berdasarkan Definisi 2.1.8, maka matriks A, similar dengan matriks A.
Dengan cara yang serupa, dapat disimpulkan bahwa matriks A, similar

dengan matriks A untuk setiap k=1, 2, ..., n.
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BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Algoritma Lanczos

Algoritma Lanczos merupakan suatu algoritma yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan masalah nilai eigen dari matriks simetri yang berukuran besar dengan
terlebih dahulu mereduksi matriks yang akan ditentukan nilai eigennya ke bentuk
matriks simetri tridiagonal. Algoritma Lanczos diperkenalkan oleh Cornelius Lanczos
pada tahun 1950an.

Misalkan A sebuah matriks simetri berukuran » x n, yaitu

ﬂ.11 012 oo a’lﬂ
a a e Qopn
]

G Gnp e Gun
dengan a;; = aj; untuk setiap i,j = 1,2, .., n.
Untuk mendapatkan nilai eigen dari matriks 4, terlebih dahulu matriks A

direduksi menjadi matriks simetri tridiagonal T berukuran m x m, yaitu

T N . T Y. (3.2.1)
dengan Q = (q, q5 ... Q,,) matriks ortogonal dan m <n.
Dari (3.2.1) diperoleh

QT = QR AQ.
Karena @ adalah ortogonal maka berdasarkan Teorema 2.4.6, QQT = I, schingga

QT =1AQ



Misalkan A dan y merupakan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks T,

sehingga Ty = Ay, maka QTy = AQy. Dari (3.2.2), diperoleh A(Qy) = MQy) yang

menunjukkan bahwa A dan Qy merupakan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A.

Dengan demikian, nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A berukuran » x n dapat

dicari dengan menggunakan matriks T yang berukuran m x m dimana m < n.

Perkalian dari AQ adalah

(a1,

[An1

ai;
az; Qp
anz

[@11G11 t+
az1q11 +

L @n1411 +

A1n] 911

q12

@n (1921 G2z

Unnl LG9n1  Gn2

et QinGna

vt GunGn1 @niGiz + -

11412 +
ot QanQn1  @21G12 +

G1im
J2m

Qnm

vt AinQnz
ot AonGn2

& Annfn2

ay1qim +
A1q1m +

ot QinQnm
ot QonGnm

An1Gim + -+ QunGnm

sehingga kolom ke-j dari AQ sama dengan matriks A dikali kolom ke-j dari matriks

Q, yaitu Aq;.

Misalkan T suatu matriks simetri tridiagonal berukuran m x m, dimana d

menyatakan diagonal dari T, » menyatakan superdiagonal dan subdiagonal dari T,

yaitu
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maka perkalian dari QT adalah

Guady + gi2Uy  Guita + g2daF giz Uz - Qigm-niUm T ‘hm_dm
QT = Gz1ds + Qaown G2ty + Gpdz + Gz Uz - G2m-nUm—1 T G2mdm
Gnady + G2ty gmta t+ Qnadz; T gpa - Gnem-DUm-1 T Gmnlm

Untuk 2 <j <m-1, kolom ke-j dari matriks QT adalah

' Q1-nU—1) T 91795 + Gigjer) Yy
Gai-nUG-1 + G25d; + Gagie) Yj

Gn(j-1UG-1) T ‘;njdj + Gngirn W

atau dapat juga ditulis dalam bentuk

AG-1UG-1) T G T AGanl e (3.2.3)
Jika didefinisikan qq = 0, maka (3.2.3) berlaku untuk j = 1; dan jika didefinisikan
Oms1 = 0, maka (3.2.3) berlaku untuk j = m.

Dari (3.2.2), diperoleh kolom ke dari AQ sama dengan kolom ke- dari QT,

sehingga untuk j = 1, 2, ..., m berlaku

AqQ; = qu-pUg-n + 4;d; + Qe
Karena pada perkalian matriks dengan skalar berlaku sifat komutatif, maka
persamaan dapat ditulis sebagai

AQ; = U Qu- + diQ; F UL (j11) cenvenoeennniinn (3.2.4)
Dari pembahasan sebelumnya, diketahui bahwa Q merupakan matriks ortogonal yang
berarti vektor-vektor kolom dari @ membentuk sebuah himpunan ortonormal,

sehingga berdasarkan Definisi 2.4.5 diperoleh

q,-TqU-_l) = q}-TqUH) = (0 dan quqj =1 e, (3.2.5)
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Akibatnya, dari (3.2.4) dan (3.2.5) diperoleh
A9 =uG-1y9G-» + 497 + %A
q;"49; = 4;" (Wy-09u-» + 495 + %4Gn)
=uG-n8;’ AG-n + 49;"q; + 44,7 ag+n)
g ih 0 HdA 2,20
Selanjutnya, definisikan vektor
o = DL D) oo N S RO (3.2.7
atau

Qi1 = %, dimana u; # O untuk setiap j = 1,2, ..,m ...........(3.2.8)
J
yang mengakibatkan persamaan (3.2.4) menjadi

l‘.
Aqj = ug_19G-n + 4;9; + ujj

7
= UG-y + 4q; + 1
atau
0 = AQ; — djQ; — UG 1)q(j—1) eerveeeeereernieneeennceennan(3.2.9)
Misalkan Ag; — w;_,q¢;—1) = Wy, sehingga r; = w; — d;q;.
Perhatikan bahwa
q;"'w; = q;" (Aq; — y;_19¢-1))
=q; Aq; — u1q;" Q)
=q;"Aqg;

=) s s esne e s snene oo 3.2.10)
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Dengan mengambil norma Euclidean (panjang Euclidean) pada kedua ruas
persamaan (3.2.7) dan berdasarkan Teorema 2.2.5, diperoleh
5l = lfejaa |
=l lllajal
= /-1
]
atau
w = £,

Misal A = (a;;) adalah matriks simetri berukuran » x n (a;; = a;; untuk
setiap i,j = 1,2,...,n). Algoritma Lanczos untuk mendapatkan matriks tridiagonal
T = QTAQ berukuran m * m dengan Q = (q, g ... 4,,) dan m < n adalah sebagai
berikut :

1. Definisikan vektor gqq =0, uy; = 1dan vektor q, ¥ 0 sebarang dengan

llg.ll = 1.

2. Untukj=1,2,..,m
a) Hitung vektor w; = Aq; — uj_,q;_, danskalard; = q J-Tw,-.

b) Selanjutnya hitung vektor r; = w; — d;q; dan skalar u; = |[ry]|.

. r
c¢) Hitung qj4q = 'rj

3. Dengan demikian dipeoleh dy,d,,...,d,, dan uy,u,, .., u, 4 serta qy,

qz, -, G, schingga terbentuk matriks tridiagonal T dan matriks Q.
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4. Jika diperoleh - =0, maka algoritma Lanczos dihentikan sehingga
diperoleh dy, d,, ..., dj» dan uy, u,, ..., up~_; serta q;, qQa, ..., Q.
Selanjutnya, nilai eigen dari matriks T dicari dengan menggunakan algoritma
@R, sehingga nilai eigen dari matriks T mendekati nilai eigen dari matriks A.
Menurut [2], dengan algoritma Lanczos dari matriks A berukuran » X n
diperoleh matriks tridiagonal T berukuran m x m dengan m < n. Jika m yang dipilih
terlalu kecil, maka nilai eigen dari T tidak akan mendekati nilai eigen dari matriks A.
Untuk mengatasi hal ini, maka untuk suatu m tertentu, Ag(m) adalah nilai eigen
dominan dari T, maka algoritma Lanczos diulang untuk berbagai nilai m sedemikian

sehingga untuk suatu bilangan & > 0 kecil, memenuhi

Ag(m)= A (m-1)
Ag(m)

S .. ... .S | (3.2.11)
3.2 Contoh Penggunaan Algoritma Lanczos
Pada proses perhitungan dibatasi hanya sampat 5 desimal.

Contoh 1:

Misal diberikan matriks A berukuran 4 x 4 seperti berikut :

4 1 -1 2

10 4 e jumsmy
A=

— 1 A

2 -1 1 4

Matriks A akan direduksi menjadi matriks tridiagonal T yang berukuran m x m

dengan m < 4.
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A. Untuk m = 2.

Algoritma Lanczos untuk mereduksi matriks A di atas menjadi matriks

tridiagonal T berukuran 2 x 2 adalah sebagai berikut :

1. Definisikan vektor qg =

llq.ll = 1.

2. Untukj=1.

, Up = 1 dan vektor q; # 0 sebarang dengan

o O O O

a) Vektor wy; = Aq; — uyq,

b) Skalard, = q,"w,

4 1 -1 27N 0 4
L4 1 o] _jof_ |1
-1 1 4 1ilo of (-1
2 -1 1 41|o 0 2
4
_-GeE0_0)( ] =
i
2
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3.

C) Vektor rn=w;— dlql

4 1 0
I 0 1
= -4 =
-1 0 -1
2 0 2
sehinga
uy = [[ry]]

=02+ 12 + (-1)2 + 22
=2,44949

d) Vektor q; = T:—l
1

0 0
— 3 1{_ | 040825
T 244989 (1| [-0,40825
) 0,81650

Untuk j = 2.

a) Vektorw, = Aq, — u;q,

4 1 -1 2 0 ]

1 4 1 -1|| 040825 0

| L im0 aamns | | 28 s

12 -1 1 4[| 081650 0
[ 0,00001
_ | 0,40825
~ [-0,40825
| 0,81650
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b) Skalard, = q,"w,

0,00001
0,40825
-0,40825
0,81650

= (0 040825 —0,40825 0,81650)

= 2,33335
Karena sudah diperoleh matriks tridiagonal T berukuran 2 x 2, maka proses
perhitungan dihentikan. Matriks tridiagonal T berukuran 2 x 2 yang terbentuk

yaitu

3 4 2,44949
2,44949 2,33335]

Selanjutnya nilai eigen dari matriks T dicari dengan menggunakan algoritma
QR. Berikut algoritma @R untuk mencari nilai eigen dari matriks T.
Iterasi-1
Misal A; = T.

Faktorkan A, = Q,R,,

diperoleh
_[08528 -052223) _[4,6904 33075
' los2223 08528 |77t | 0 0,71068
maka
57272 037117
Ay = RyQy = .
2= R [0,37114 0,60607]
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Iterasi-2
Faktorkan A, = LR,
diperoleh

0, = [0,99791 —0,06467] _[5,7392 0,40959]
27 s A32 T

0,06467 0,99791 0 0,5808
maka
5,7537 0,03758
A3 =R,Q; = .
3 = 20 [0,03758 0,60603]
Iterasi-3

Faktorkan A; = Q3Ra,

diperoleh
_[0,99998 —-0,00653 _[5.7538 0,04138
® 10,00653 099998 |” 3 0 057933
maka
S 5754  0.00382
#7733 10.00378 0,57928
Iterasi-4

Faktorkan A4 = Q4R4,

diperoleh

0= 0  -0.00066] _[5754 0.00420
* loo0066 10 |°* 0 057932

dan
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5754 0.00042
0.00038 0,57928]

As = RyQ, = [

Pada matriks Ag, entri-entri di atas dan di bawah diagonal sangat kecil dan
akan mendekati nol setelah setiap iterasi berikutnya. Sementara itu, entri-entri
pada diagonalnya tidak berubah setelah setiap iterasi berikutnya, sehingga
matriks Ag konvergen ke matriks diagonal. Dengan demikian, nilai eigen dari
matriks T adalah entri-entri dari diagonal Ag, yaitu 5,754 dan 0,57928.
. Untuk m = 3.

Algoritma Lanczos untuk mereduksi matriks A menjadi matriks tridiagonal T
berukuran 3 x 3 adalah sebagai berikut :

1. Untuk m = 3, algoritma dilanjutkan dengan menghitung

a) Vektor rz = Wz F- dzqz

0,00001 0 0.00001
0,40825 0,40825 —0,54434
= —2,33335 =
—0,40825 —-0,40825 0,54434
0,81650 0,81650 0,54432
sehingga
u = {irl

=,/0,000012 + (—0,54434)2 + 0,544342 + 0,544322

=0,94281
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b) Hitung q3 = ,:—22
0.00001 0,00001
_ 1 - 0,54434 |~ 0,57736
094281 | 054434 | | 0,57736
0,54432 0,57734
2. Untukj=3.

a) Vektor wy = Aq3 — u,q,

4 1 -1 277 0,00001 0
4 RS

&R 1 0,57736 B 0,40825
-1 1 4 1| 057736 —0,40825
(2 -1 1 4| 057734 0,81650
TN

| —2,69431

T | 2,69431
| 2,6943

b) Skalard; = q3Tw;

0
—2,69431
2,69431
2,6943

= (0,00001 -0,57736 0,57736 0,57734)

= 4,6667
Karena sudah diperoleh matriks tridiagonal T berukuran 3 x 3, maka proses
perhitungan dihentikan. Matriks tridiagonal T berukuran 3 x 3 yang terbentuk

yaitu
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T=|uy d, u
0 u, d,

4 244949 0
=(2,44949 233335 0,94281|
0 0,94281 4,6667

Selanjutnya nilai eigen dari matriks T dicari dengan menggunakan algoritma
QR. Berikut algoritma @R untuk mencari nilai eigen dari matriks T.
Iterasi-1
Misal A, =T.

Faktorkan 4, = Q¢R,,

diperoleh
0,8528 -0,31435 0,41703 4,6904 33075 0,49237
Q.=10,52223 0,51333 -0,6811|, R;= 0 L1807 4,2105
0 0,79854 0,60194 0 0 2,167
maka

57272 061659 O
A, = R,0,=|0,6166 39683 1,7304|,
0 17304 13044

Tterasi-2

Faktorkan 4, = Q.R,,

diperoleh
0,99425 -0,09776  0,0436 5,7603 1,0378 0,18523
Q,=10,10704 0,90802 —0,40501(, R,=| © 4,2479 21026
0 0,40735 091327 0 0 0,49044
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maka

58383 045468 0
A = R,Q0,= |0,4547 47137 10,1998 |
0 019978 0,4479

Iterasi-3

Faktorkan A; = Q1R

diperoleh
0,99698 —0,07758 0,00332 5,856 081931 0,01551
@s= [ 0,07758 0,99607 -0,04267|,Rz3=| 0 4,6684 0,21818
0 0,04279  0,91327 0 0 0,43897
maka

59019 036247 0
A, =R;Q;= [036249 4,6594 10,0188 |
0 001879 0,43857

Tterasi-4

Faktorkan A4 = Q4R,,

diperoleh
0,99812 —0,0613 0,00025 5913 0,64743 0,00115
Q=1 0,0613 099811 -0,00405(,R,=| O 4,6285 0,02055
0 0,00406  0,99999 0 0 0,43849
maka

59416 028373 0
As =R,0Q, = (028375 4,6198 0,0018 |
0 000178 0,43849
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Iterasi-5

Faktorkan A; = QsRs,

diperoleh
0,99886 —0,0477 0,00009 59484 0,50378 0,00009
Qs =| 0,0477 0,99886 -—0,00039|,Rs=| O 4,601 0,00196
0 0,00039 L0 0 0 0,43849
maka

59657 021946 0
Ag = RsQs= |0,21948 4,5958 0,00019 |
0 000017 0,43849

Iterasi-6

Faktorkan Ag = QgR,,

diperoleh
0,99932 -0,03677 0 5,9697 0,38828 0
Qe=10,03677 099932 -0,00004 |, Rz = 0 4,5846 0,0002
0 0,00004 1,0 0 0 0,43849
maka

59799 0,16854 0
A; = RgQe= |0,16855 4,5815 3,2217x107° |
0 000002 043849

Tterasi-7
Faktorkan A, = Q4R-,

diperoleh
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0,9996 -0,02817 0 5,9823 0,29756 0
Q,=|0,02817 09996 0 |,R,=| O 4,5749 3,3759x107°

0 0 1,0 0 0 0,43849
maka
5,9883 0,1289 0
Ag = R;Q,= |0,1289 4,5731 3,3759%107° |
0 0 0,43849
Jterasi-8

Faktorkan Ag = QgzRg,

diperoleh
0,99977 -0,2152 0 59897 0,22727 0
Qs=| 0,2152 099977 0 |, Rg= 0 45693 3,3751x107°
0 0 1,0 0 0 0,43849
maka
59932 0,09832 0
Ag = RgQg= |0,09833 4,5682 3,3751x107° |
0 0 0,43849
Iterasi-9
Faktorkan Ag = QgRy,
diperoleh
0,99987 -0,0164 0 5,994 0,17325 0
Qo= 0,0164 099987 O [,R; =| 0 4,566 3.3746x107°
0 0 1,0 0 0 0,43849
maka
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59961 0,0749 0
Ao = Ro0o= [0,0749 4,5654 3,3746x107° |

0 0 0,43849
Iterasi-10
Faktorkan A, = Q40R10,
diperolech
0,99992 -0,01249 0 59966 0,13192 0
Q10=10,01249 099992 0 {,Ryg = 0 4,5641 3,3743x107°
0 0 L0 0 0 0,43849
maka
5,9978 0,05701 0
Ayq = RoQ0= [0,05701 4,5637 3.3743x107° |.
0 0 0,43849
Tterasi-11
Faktorkan All = Q11R11,
diperoleh
0,99995 —-0,0095 0 5,9981 0,10038 0
Q1= 0,0095 099995 0 |,Ry;= 0 4563 33741x10~°
0 0 1,0 0 0 0,43849
maka
59988 0,04337 0
A12 = R11Q11 = 0,04337 4,5628 3,3741)( 10—5 8
0 0 0,43849
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Tterasi-12

Faktorkan AlZ = Q12R121

diperoleh
0,99997 -0,00723 0O 5,999 0,0763 0
Q12 =10,00723 099997 0 |,R;,=| 0 45624 3374x10~°
0 0 L0 0 0 0,43849
maka
59994 0,03298 0
Ajz = R12Q52= 10,03298 4,5623 3,374x107° |
0 0 0,43849
Tterasi-13
Faktorkan A3 = Q13R;3,
diperoleh
0,99998 -—-0,0055 0 5,9995 0,5806 0
Q13=| 0,0055 099998 0 [,R;3=| O 4,562 33739x107°
0 0 L0 0 0 0,43849
maka
5,99997 0,02508 0
Az = Ri3Q0:3= ]0,02508 4,5619 3,3739x107° |
0 0 0,43849
Iterasi-14

Faktorkan A4 = Q14R14.

diperoleh
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0,99999 —0,00418 O 59998 0,04414 0
Q4= |0,00418 099999 O |, R,=| 0 45618 33739x10°°

0 0 1,0 0 0 0,43849
maka
5,99999 0,01906 0
Ay = Ry4Q4,= |[0,01907 4,5618 3,3739x% 107 |,
0 0 0,43849
Iterasi-15

Faktorkan A,5 = Q;sRys,

diperoleh
0,99999 —-0,00318 0 5,9999 0,03356 0

Q5= [0,00318 099999 0 |, Rys= 0 45617 3,3739x107°

0 0 L0 0 0 0,43849
maka

5,99999 0,01449 0
Ajg = RisQis= | 00145 4,5617 3,3739x107° |,
0 0 0,43849

Iterasi-16
Faktorkan Alﬁ = QlﬁRlﬁ'
diperoleh

1,0 —0,00242 ¢ 59999 0,02552 0
Q16= | 0,00242 1,0 0 [,Re=| 0 4,5617 3,3739x107°

0 0 L0 0 0 0,43849
maka
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60 0,0011 0
Ay; = Ri06= | 0,011 45617 3,3739x107 |

0 0 0,43849
Iterasi-17
Faktorkan A17 = Q17R17,
diperoleh
1,0 —-0,00183 0O 6,0 0,0194 0
Q7= 10,00183 1,0 0 [,Ri7=| 0O 45617 3,3739x 107°
0 0 1,0 0 0 0,43849
maka
6,0 0,00838 0
Aig = R7(Q,7,=10,00838 4,5617 3,3739x 107° |.
0 0 0.43849

Pada matriks A,g, entri-entri di atas dan di bawah diagonal sangat kecil dan
akan mendekati nol setelah setiap iterasi berikutnya. Sementara itu, entri-entri
pada diagonalnya tidak berubah setelah setiap iterasi berikutnya, sehingga
matriks A;q konvergen ke matriks diagonal. Dengan demikian, nilai eigen dari
matriks T adalah entri-entri dari diagonal4, g, yaitu 6,0; 4,5617 dan 0,43849.

Sementara itu, dengan menggunakan SWP (Scientific Workplace), nilai eigen

dari matriks
4 1 -1 2
I 4 1 -1
A =
-1 1 4 1
2 -1 1 4

adalah 5, 6, 4,56155 dan 0,43845.
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Jadi nilai eigen dari matriks T yang mendekati nilai eigen matriks A yaitu
pada saat m = 3.

Contoh 2 :

Misal diberikan matriks A berukuran 4 x 4 seperti berikut :

Q10 1R2<0

0 2 0 1
A=

2 0 30

01 01

Matriks A akan direduksi menjadi matriks tridiagonal T yang berukuran m x m
dengan m < 4.

Algoritma Lanczos untuk mereduksi matriks A di atas menjadi matriks

tridiagonal T berukuran 2 x 2 adalah sebagai berikut :

1. Definisikan vektor gg = , Ug = 1 dan vektor q; # 0 sebarang dengan

o O O

llg.ll = 1.

1
oy 0
Pilih q; = ol
0
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2. Untukj = 1.

a) Vektorw; = Ag; — upqp

e - T N T e

0
1
0
i

[T O R e
o W o N

b) Skalard; = q;"w,

0

_@ 0o 0 0)f0

c) Vektorr; =w; —d;q,

schingga

Uy = [ |

2
0

o O o o~

(== 0 R I

=WOF - 02 TSR

=

u

d) Vektor q, = >
1

=
(== b B i

o = O O

(=S -
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3. Untukj = 2.

a) Vektor w, = Aq, — 1,0,

0 0 2 0f]|0 1 0
_ 0 2 0 1110 _9 0 _ 0
2 0 3 0111 0 0
g 1 0 1((0 0 3
b) Skalar dz = qZTWZ
0
0
={0 01 0
( )]
3
=3
C) Vektor rz - Wz — quZ
0 0 0
0 0 0
= —3 =1
3 1 0
0 0 0
sehingga
Uy = |||

=V0* HL 02 42402
=0

Karena diperoleh u, = 0, maka proses perhitungan dihentikan.
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Dengan demikian diperoleh matriks tridiagonal T berukuran 2 x 2, yaitu

ol
u d,
_[o 2

2 3

Selanjutnya nilai eigen dari matriks T dicari dengan menggunakan algoritma

QR. Berikut algoritma QR untuk mencari nilai eigen dari matriks T.

Tterasi-1
Misal 4, =T.

Faktorkan A; = (4 R,,

Q=01R=23
Ll o Hilo 2

diperoleh

maka

3,0 2,0]

Ay =RQy = [20 ol

Iterasi-2
Faktorkan Az = Qsz,

diperoleh

0,5547 -0,8320

0,83025 0,5547
ol 0|

maka

3,6056 1,6641

0

1,1 094}
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39231 0,61538 }

A; = R,Q, =
3= Ra2 [0,61538 ~0,92308

Iterasi-3

Faktorkan A; = @3R3,

diperoleh
_[o98792 015497 | _[39711 0,46493
3 1015497 —0,98792" 3 0 10073
dan
— 39952  0,15609
T3 101561 —099513
Iterasi-4

Faktorkan‘A4 = Q4R4,

diperoleh
- [0,99924 0,03904} _[3,9982 0111712
*10,03904 —0,99924’ 4_[ 0 1,0005}
dan
39997 0,03
% [0,03906 —0(,)9:;);74]’
Iterasi-5

Faktorkan A5 = Q5Rs,

diperoleh

0c = [0,99995 0,00977] [3,9999 0,0293}
5~ 5%

0,00977 —0,9995{ 0 1,0001
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dan

4,0  0,00976
Ag = RsQs= -

0,00977 -1,0

Iterasi-6
Faktorkan Ag = Q4Rg,

diperoleh

1,0 0,00244 4,0 0,00732
Q= L e
0,00244 -1,0 0 1,0

dan

4.0 0,00245
A7 = ReQg= -

0,00244 -1,0

Pada matriks 4,, entri-entri di atas dan di bawah diagonal sangat kecil
dan akan mendekati nol setelah setiap iterasi berikutnya. Sementara itu, entri-
entri pada diagonalnya tidak berubah setelah setiap iterasi berikutnya, sehingga
matriks A, konvergen ke matriks diagonal. Dengan demikian, nilai eigen dari
matriks T adalah entri-entri dari diagonal 4, yaitu 4,0 dan -1,0.

Sementara itu, dengan menggunakan SWP (Scientific Workplace), nilai eigen

dari matriks

Lo (S B o [
-0 N O
o WO N
— o = O

adalah 4, -1, 2,61803 dan 0,38197."

Jadi, nilai eigen dari T sama dengan nilai eigen ekstrim dari A.
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Contoh 3 :

Misal diberikan matriks A berukuran 5 x 5 seperti berikut :

(3 1 0 0 0]
1 3000
A=[0 0 2 1 1}
0.0 plc 271
i 2|

Matriks 4 akan direduksi menjadi matriks tridiagonal T yang berukuran m X m
dengan m < 5.
A. Untuk m = 2.

Algoritma Lanczos untuk mereduksi matriks A di atas menjadi matriks

tridiagonal T berukuran 2 x 2 adalah sebagai berikut :

[~ A7

0
0
1. Definisikan vektor qo = | 0|, uy = 1dan vektor q; # 0 sebarang dengan
0
_0_
fla.ll=1.
0]
0
Pilihq,=]1].
0
_0_




2. Untukj = 1.

a) Vektorw; = Aq, — upqo

o O D e W

o o O W

e T ' B =T ]

e B e = T =

b) Hitung scalard, = q,"w,

_fo o1 0 0]

¢) Vektorr; =w; —d;q

sehingga

Uy = [yl

o o = o o

N = = o O

L o B oy

(= =R~ I =

=v0% + 02 + 02 +12 + 12

=1,41421

oo o o O




d) Vektor q; = ;—1
1

0 0
0 0
T 141421 0| = 0
1 0,70711
1| |0,70711]
. Untuk j = 2.
a) Vektor w, = Aq, — u;q,
310 0 0] o0
1 30 00 0
=10 0 2 1 1 0
0 01 2 1 0,70711
00 1 1 2 ]0,70711
- At
0
= |0,00001
2,12133
2,12133 |

b) Skalar dz o quwZ

- o 0 0 070711 0,70711]

= 3,00003

—1,41421

B =
0
0,00001
2,12133

2,12133

oo = O

[ 0]
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Karena sudah diperoleh matriks tridiagonal T berukuran 2 x 2, maka proses
perhitungan dihentikan. Matriks tridiagonal T berukuran 2 x 2 yang terbentuk

yaitu

g2 1,41421
1,41421 3,00003 |

Selanjutnya nilai eigen dari matriks T dicari dengan menggunakan algoritma
QR. Berikut algoritma QR untuk mencari nilai eigen dari matriks T.
Iterasi-1
Misal A, = T.

Faktorkan 4, = Q4 R;,

diperoleh
> [ 0,8165 —0,57735} Ro= {2,4495 2,8868}
0,57735  0,8165 0 1,633
maka
3,6667 0,94285
7 [0,94231 1,3333 }
Iterasi-2

Faktorkan 4, = Q,R,,

diperoleh

_[ 09685 -024903] _[3786 12452
21024903 09685 |” 2 0 10565
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maka

3,9768 0,26315
Az = R;Q; =[ ]

0,2631 1,0232

Iterasi-3

Faktorkan A; = Q3R3,

diperoleh
_[0,99782 —0,06601 _[39855 033012
* |0,06601 099782 |3 0 1,0036
maka
e 3,9986 0,0663
7R3 1006625 1,0014f
Iterasi-4

Faktorkan A, = Q4R,,

diperoleh
_{0,99986 —0,01657} _[3.9991 0,08288
* 1001657 0,99986 |’ 4_[ 0 1,0002]
maka
39999  0,01662
S aliny =[0,01657 1,0001 ]
Iterasi-S

Faktorkan AS = Q5R5,

diperoleh
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~ [0,99999 —0,00414] ~ [3,9999 0,02076]
57 » 15

0,00414 0,99999 0 10
maka
Ay = ReQs = 3,9999 0,00419
6 75 T 10,00414 0,99999 [
Iterasi-6

Faktorkan A5 = QgR,,

diperoleh

o L0 —-000104] _  [39999 0,00523
¢ 10,00104 0 [7° 0 099999

maka

A 3,9999  0,00108
7T 0.00104 0,99999

Pada matriks A;, entri-entri di atas dan di bawah diagonal sangat kecil dan
akan mendekati nol setelah setiap iterasi berikutnya. Sementara itu, entri-entri
pada diagonalnya tidak berubah setelah setiap iterasi berikutnya, sehingga
matriks A; konvergen ke matriks diagonal. Dengan demikian, nilai eigen dari

matriks T adalah entri-entri dari diagonal A,, yaitu 3,9999 dan 0,99999.
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B. Untuk m = 3.

Algoritma Lanczos untuk mereduksi matriks A menjadi matriks tridiagonal T
berukuran 3 x 3 adalah sebagai berikut :
1. Untuk m = 3, algoritma dilanjutkan dengan menghitung

a) Vektorr, =w, —d,q-

B ol dBre J
0 0 0
=10,00001 | — 3,00003 0 = | 0,00001
212133 0,70711 —-0,00002
2,12133 10,70711] | —0,00002 |
sehingga
Uz = [y

=,/0+ 0 + (0,00001)2 + (—0,00002)2 + (—0,00002)2
=0,00003

b) Vektor gs = 2
2

u

0 0
0 0
— 1 —
= oooo=| 0,00001 | = | 0,33333
~0,00002 —~0,66667
-0,00002| | -0,66667 |

50



2. Untukj = 3.

a) Vcktor W3 = AQ3 = Uz(>

310 00 0 0
1 3000 0 0
=10 0 2 1 1 0,33333 | — 0,00003 0
0 0 1 2 1(1-0,66667 0,70711
0 0 1 1 2[|-066667] 0,70711]
S
0
= | —0,66668
—1,6667
| —1,6667 i
b) Skalard; = q37w;
n o |
0
=0 0 033333 —0,66667 —0,66667]|—0,66668
—1,6667
| —1,6667 |

= 2,00005
Karena sudah diperoleh matriks tridiagonal T berukuran 3 x 3, maka proses
perhitungan dihentikan. Matriks tridiagonal T berukuran 3 x 3 yang terbentuk
yaitu

d u 0

T=|\u d, u,
0 w, d,
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2 1,41421 0
=(1,41421 3,00003 0,00003 |.
0 0,00003 2,00005

Selanjutnya nilai eigen dari matriks T dicari dengan menggunakan algoritma
QR. Berikut algoritma QR untuk mencari nilai eigen dari matriks T.
Iterasi-1
Misalkan 4; = T.

Faktorkan A, = Q{R;,

diperoleh
0,8165 -0,57735 0,00001 2,4495 2,8868 0,00002
Q,=10,57735 08165 -0,00002|,R;=| O 1,633 0,00006
0 0,00002 L0 0 0 2,0
maka

3,6667 094285 0
A, = R;Q,=094281 13333 0,00004 |.
0 000004 2,0

Iterasi-2

Faktorkan Az = Qsz,

diperoleh
0,9685 —0,24903 0 3,786 11,2452 0
Q2=10,24903 09685 ~0,00003[,R,=| O 10565 0,00011
0 0,00003 1,0 0 0 1,0244
maka
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39768 026315 0
As = R,0,= 02631 10232 0,00007 |
0 000007 2,0

Iterasi-3

Faktorkan A3 = QgR3,

diperoleh
0,99782 -0,06601 0 39855 0,33012 0
@z =0,06601 099782 -0,00009|,R;=| O 1,0036 0,00002
0 0,00009 1,0 0 0 2,0
maka

39986  0,0663 0
Ay = R:Q;=0,06625 10014 0,00014 |
0 000014 20

Iterasi-4

Faktorkan 4, = Q,R,,

diperoleh
0,99986 —0,01657 0 3,9991 0,08288 0
Q4=10,01657 099986 0,00014|,R,=| O 1,0002 0,00042
0 0,00014 Lo 0 0 2,0
maka

39999 0,01662 0
As = RyQ,=|0,01657 1,0001 0,00028 |
0 000028 2,0
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Iterasi-5
Faktorkan As = @sRg,

diperoleh

0,99999 —0,00414 0
0s = | 0,00414  0,99999
0 0,00028 1,0

—0,00028 |, R =

3,9999 0,02076 0
0 L0 0,00083
0 0 2,0

0

2,0

maka
3,9999 0,00419
Ag = R5Q5=10,00414 0,99999 0,00055 |.
0 0,00055
Iterasi-6

Faktorkan Ag = QgR,

diperoleh

L0  —0,00104 0
Q¢ =|0,00103 10
0 0,00055 1,0

—0,00055 |, Rg =

3,9999 0,00523 0
0 0,99999 0,00166
0 0 2,0

0

2,0

maka
3,9999 0,00104
Ay = RgQs={0,00104 0,99999 0,00111]|
0 0,00111
Iterasi-7

Faktorkan A, = Q,R,

diperoleh
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1,0 —0,00026 0 3,9999
@, =0,00026 1,0 -0,00111]|, R,= 0
0 0,00111 1,0 0
maka
3,9999  0,00031 0
Ag = R;0Q,=10,00026 0,99999 0,00222 |.
0 0,00222 2,0
Iterasi-8

Faktorkan Ag = QgRyg,

diperoleh

L0 —0,00006 0 3,9999
@g = | 0,00006 1,0 -0,00222 |, Rg = 0

0 0,00222 1,0 0
maka

39999 000011 O
Ay = RgQg=[0,00006 1,0  0,00443|
0 000443 2,0

Iterasi-9

Faktorkan Ag = QgRg,

diperoleh
1,0 —-0,00002 0 3,9999
Qo =(0,00002 0,99999 —0,00443 |, Ry = 0
0 0,00443 1,0 0
maka

0,00134 0
0,99999 0,00333

0 2,0
0,00037 0
0,99999 0,00665

0 2,0
0,00013 0
L0 0,0133
0 2,0
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39999 0,00006 0
A;o = RoQy=[0,00002 10  0,00887|
0 000887 20

Iterasi-10

Faktorkan A,y = Q19R10

diperoleh
L0 0 0 3,9999 0,00007 0
Q=0 099996 -0,00887], Rip= 0 L0 0,02661
0 0,00887 0,99996 0 0 2,0
maka
3,9999 52119x10°° 0
All = RIOQIO = 0 1,0002 0,01774 5
0 0,01774 1,9997
Iterasi-11
Faktorkan A11 - Q11R11,
diperoleh
1,0 0 0 39999 52119x107° 0
Qi =| 0 099984 -0,00177|,Ry4 = 0 1,0004 0,05319
0 0,00177 0,99984 0 0 1,9991
maka
39999 52111x107° 0
Alz = R11Q11 = 0 1,0012 0,03545 .

0 0,03545 1,9988
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Iterasi-12

Faktorkan A,; = Q13Rq3,

diperoleh
1,0 0 0 3,9999 52111x107
Qi2=] 0 099937 -0,03538|, Ry, = 0 1,0018
0 0,03538 0,99937 0 0
maka
39999 52078x107° 0
Az =R50Q5= 0 1,0049 0,07063 |.
0 0,07063 1,995
Iterasi-13
Faktorkan A13 = Ql3R13’
diperoleh
1,0 0 0 3,9999 52078x107°
Q=10 099754 -0,07011|,R,3= 0 1,0074
0 0,07011 099754 0 0
maka
3,9999 5195x107° 0
Ay = Ri303= 0 1,0197 0,13918 .
0 0,13918 1,9802
Iterasi-14

Faktorkan A4 = Q14R14,

diperoleh

0
0,10614
1,9963

0
0,21033
1,9851
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1,0 0 0 3,9999 5,195x107° 0
Q12=] 0 099081 —0,13524|,R,,=| 0 ,0292  0,4057
0 013524 0,99081 0 0 1,9432

maka

3,9999 5,1473x107° 0
A15 = R14 Q14 =1 0 1,0746 0,2628 o
0 0,2628 1,9253

Iterasi-15

Faktorkan A;5 = Q15Ry5,

diperoleh

1,0 0 0 3,9999 51473x107° 0
Qis=| 0 097137 -0,23756|, Ry5 = 0 1,1063 0,71262

0 0,23756 097137 0 0 1,8078
maka

3,9999 4.9999x107° 0
Ag = Ri5Q45= 0 1,2439 0,42941 |.
0 0,42946 1,756

Iterasi-16
Faktorkan 4,4 = Q4¢R16,
diperoleh

1,0 0 0 3,9999 4,9999x107 0
Q6= 0 094525 —-0,32635|, Ry = 0 1,3159 0,97897

0 032635 0,94525 0 0 1,5197
maka
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3,9999 4,7262x107° 0
A17 = R16Q16 = 0 1,5633 0,49593 .
0 0,49595 1,4365

Iterasi-17

Faktorkan A,; = Q17Ry7,

diperoleh
1,0 0 0 39999 4,7262x107° 0
@7=| 0 095318 -0730239], Q17 = 0 1,6401 0,9071
0 030239 095318 0 0 1,2193
maka
3,9999 4.5049x107° 0
AIB = R17017 = 0 1,8376 0,36868 .
0 0,3687 1,1622
Iterasi-18
Faktorkan AIS = QlaRls,
diperoleh
1,0 0 0 3,9999 4,5049x107° 0
Qie=| 0 098046 -0,19672|,Rig= 0 1,8742 0,59011
0 019672 0,98046 0 0 1,067
maka
39999 4,4169%x107° 0
Alg = RlBQlB = 0 1,9537 0,20989 s

0 0,2099 1,0462
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Iterasi-19

Faktorkan A;g = Q19Ry9,

diperoleh
1,0 0 0 3,9999 4.4169x107° 0
Rio=| 0 099428 -0,100682|,Ryg= 0 1,9649 0,32045
0 0,10682 099428 0 0 1,0178
maka
3,9999 43916x107° 0
Azo = R19Q19= 0 1,9879 0,10873 s
0 0,10872 1,012
Iterasi-20
Faktorkan AZO = onRzo,
diperoleh
1,0 0 0 3,9999 43916x107° 0
Qxn=|0 099851 —-0,05461|,R,, = 0 1,9909 0,16383
0 0,05461 099851 0 0 1,0046
maka
3,9999 43851x107° 0
A21 = RZDQZO = 0 1,9969 0,05486 s
0 0,05486 1,0031
Iterasi-21

Faktorkan A5, = Q1 R4,

diperoleh
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L0 0 0 39999 43851x10° 0
Q,1=|0 099962 —0,02746|,R,,=| © 19977  0,08239
0 0,02746 0,99962 0 0 1,0012

maka

3,9999 43834x10°° 0
Azz B R21021= 0 1,9992 0,0275 .
0 0,0275 1,0008

Iterasi-22

Faktorkan A,, = Q,;R55,

dipercleh
1,0 0 0 3,9999 4,3834x107° 0
Q=0 099991 -0,01375|,R; =| 0 1,9994 0,04126
0 001375 099991 0 0 1,0003
maka

39999 4383x10° 0
Ags = RpyQyp=| 0 1,9998  0,01376|.
0 0,01376  1,0002

Iterasi-23

Faktorkan A,3 = Q53R53,

diperoleh
Lo 0 0 39999 4,383x10”° 0
Q3= 0 099998 -0,00688(,R,5=| 0 1,9998 0,02064
0 0,00688 0,99998 0 0 1,0001
maka
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3,0999 4,3829x107° 0
Asy = Rp3Qo5=| O 1,9999 0,00688 |.
0 0,00688 1,0001

Iterasi-24

Faktorkan A, = Qz4R24,

diperoleh
1,0 0 0 39999 43829x107° 0
Q2s=| 0 099999 -0,00344 |, R,,= 0 1,9999 0,01033
0 0,00344 0,99999 0 0 1,0001
maka
3,9999 4,3829x107° 0
Azs = R24Q24= 0 1,9999 0,0034-4 5

0 0,00344 1,0001

Pada matriks A5, entri-entri di atas dan di bawah diagonal sangat kecil
dan akan mendekati nol setelah setiap iterasi berikutnya. Sementara itu, entri-
entri pada diagonalnya tidak berubah setelah setiap iterasi berikutnya, sehingga
matriks 4,5 konvergen ke matriks diagonal. Dengan demikian, nilai eigen dari

matriks T adalah entri-entri dari diagonal A,5, yaitu 3,9999; 1,9999 dan 1,0001.

62



C. Untukm = 4.

Algoritma Lanczos untuk mereduksi matriks 4 menjadi matriks tridiagonal T

berukuran 4 x 4 adalah sebagai berikut :

1. Untuk m = 4, algoritma dilanjutkan dengan menghitung

a) Vektor Iy =W3z — d3q3

sehingga

o %
0
—0,66668
—1,66667

| —1,66667 |

uz = |Ins]|

=1,41424

b) Vektor q4 = ;—3
3

2. Untuk j =4.

T 141424

1

— 2,00001

a) Vektor w, = Aq, — uzq;

3

[ e R e o
—_— = o o

(=T

_—N = OO

0
0

~1,33336
~0,33333
| —0,33333

N == o O

0
0

0
0
—0,94281
-0,2357

| —0,2357

0,33333
~0,66667
| -0,66667

~0,94281
—0,2357
| —~0,2357 |

0
0

—1,41424

~133336
~0,33333
| -0,33333]

0
0

[0
0
0,33333
—0,66667

| —0,66667 |
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0

0

= |-2,32843
~0,70708
| —0,70708 |

b) Skalard, = q, w,

=[0o 0 -094821 -0,2357 -0,2357]

= 2,99999

0

0
—2,82843
—0,70708

| —0,70708 |

Karena sudah diperoleh matriks tridiagonal T berukuran 4 x 4, maka proses

perhitungan dihentikan. Matriks tridiagonal T berukuran 4 x 4 yang terbentuk

yaitu

2 1,41421 0 0
1,41421 3,00003 0,00003 0
0 0,00003 2,00005 141424 |
0 0 1,41424  2,99999
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Selanjutnya nilai eigen dari matriks T dicari dengan menggunakan algoritma
QR. Berikut algoritma QR untuk mencari nilai eigen dari matriks T.
Iterasi-1
Misal A; =T.

Faktorkan A; = Q¢R4,

diperoleh
[ 0,8165 —0,57735 0 0
0. = 0,57735 0,8165 —0,00001 0
* 0 0,00002 08165 —057735|
| S 0 0,57735  0,8165
[2,4495 2,8868 0,00002 0
i 0 1,633 0,00006 0,00002
. 0 0 24495 2,8868
|0 0 0 1,633
maka
3,6667 0,94285 0 0
0,94281 13333  0,00004 0
A; = R0, = p
0 0,00004 3,6667 0,94285
0 0 0,94281 13333
Iterasi-2
Faktorkan A, = Q,R,,
diperoleh
0,9685 —0,24903  0,00001 0

0,24903 09685 —0,00004 0,00001
0 0,00004  0,9685 —0,24903 |’
0 0 0,24903  0,9685

2=
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3,786 1,2452 0,00001 0
0 L0565 0,00002 0,00004

R, =
0 0 3,786  1,2452
0 0 0 1,0565
maka
3,9768 0,26315 0 0
0,2631 1,0232 0,00016 0
A3 =R,Q,= s
0 0,00016 39768 026315
0 0 0,2631  1,0232
Iterasi-3
Faktorkan A; = Q3R;,
diperoleh
[0,99782 —0,00007  0,00001 0
0 0,00007 0,99782 —0,00016 0,00001
3 0 0,00016  0,99782 —0,06601}’
. 0 0 0,06601  0,99782
3,9855 0,33012  0,00001 0
o 0 1,0036  0,0008 0,00004
. 0 0 3,0855 032012
0 0 0 1,0036
maka
3,9986  0,0663 0 0
0,06625 1,0014  0,00064 0
Ay = R30Q3=

0 0 0,06625 1,0014

0 0,00064 3,9986 0,0663 |
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Iterasi-4
Faktorkan 4, =

diperoleh

Q=

maka

Iterasi-5
Faktorkan 45 =

diperoleh

Q4R4J

[0,99986 —0,01657  0,00001 0
0,01657 0,99986 —0,00064 0,00001
0 0,00064 099986 —0,01657 |’
0 0 0,01657  0,99986

.

3,9991 0,08288 0,00001 0
0 1,0002  0,0032 0,00004

0 0 3,9991 0,08288
0 0 0 1,0002
3,9999 001662 0 0
0,01657 1,0001 0,00256 0
= RQ4= -
0 0,00256 3,9999 0,01662
0 0 0,01657 1,0001
QsRs,
[0,99999 —0,00414  0,00001 0

0,00414 0,99999 -0,00256 0,00001
0 0,00256  0,99999 —0,00414 |
0 0 0,00414  0,99999

[3,9999 0,02076 0,00001 0

0 1,0 0,0128 0,00004
0 0 3,9999 0,02076
0 0 0 L0
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maka

3,9999 0,00419 0 0
0,00414 1,0  0,01024 0
Ag = RsQs5= .
0 0,01024 39999 0,00419
0 0 0,00414 0,99999
Tterasi-6
Faktorkan Ag = QgR,
diperoleh
T 1,0 —0,00104 0,00001 0
0= 0,00104 099995 —0,01024 0,00001
g 0 0,01024  0,99995 —0,00104 |’
I o 0 0,00104 1,0
3,9999  0,00523 0,00001 0
it 0 1,0 0,0512  0,00004
g 0 0 39996  0,00523
0 0 0 0,99999
maka
3,9999 0,00108 0 0
0,00104 1,0005 0,04096 0
A; = RgQe= ;
0 0,04096 3,9994 0,00108
0 0 0,00104 0,99999
Iterasi-7

Faktorkan A7 = Q7R7,

diperoleh
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Q=

R,=
maka

AB =
Iterasi-8

1,0 -00026 0,00001 0
0,00026 099916 -0,04091 0,00001
0 0,04091 0,99916 —0,00026{
0 0 0,00026 1,0

3,9999 0,00134 0,00001 0
0 1,0013  0,20452 0,00001

Faktorkan Ag = QgRg,

diperoleh

maka

0 0 39944  0,00134
0 0 0 0,99999
3,9999  0,00031 0 0
0,00026 1,0088 0,16339 0
R;Q7= .
0 0,16339 3,991  0,00031
0 0 0,00026 0,99999
[ 1,0 -0,00006 0,00001 0
0,00006 098714 —0,15988 0,00001
0 0,5988  0,98714 —0,00007 |’
0 0 0,00007 1,0

13,9999 0,00037 0,00001 0

0 1,0219  0,79937 0,00005
0 0 3,9135 0,00037
0 0 0 0,99999

L
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3,9999 0,00011 0 0
Ay = RyQq = 0,00007 1136  0,62571 0 .
0 0,62569 3,8632 0,00011
0 0 0,00007 0,99999

Tterasi-9

Faktorkan Ag = QgRy,

diperoleh
[ 1,0 —0,00001 0 0
0o = 0,00002 087603 —0,48225 0,00001
? 0 048225  0,87603 —0,00002 |’
0 0 0,00002 1,0
3,9999 0,00013 0,00001 0
. 0 1,2074  2,4112  0,00005
? 0 0 3,0825  0,00012
0 0 0 0,99999
maka
3,9999  0,00006 0 0

O 0,00002 22994 14866 0
Y — 0 1,4865 12,7004 0,00006 |

0 0 0,00002 0,99999
Iterasi-10
) Faktorkan Alo = Q10R103
diperoleh
1,0 0 0 0

0 = 0 083979 -0,5429 0
7000 05429 083979 —0,00001 |
0 0 0,00001 1,0
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Ry =

maka

3,9999 0,00008 0 0

A1 = RypQq0=

3,9999

1,4707x107°

0
0

Iterasi-11

Faktorkan A;q = Q41Ry1,

diperoleh

Qll

maka

Az =Ry1041 =

0 2,7381 2,7145 0,00003
0 0 1,4607 0,00007
0 0 0  0,99999
49873x107° 0
3,7731 0,793
0,79301 1,2267 4,9611x107° |
0 1,4716x107°  0,99999
[1,0 0 0 0
0 097862 -0,20568 0
0 020568 0,97862 —0,00001|
0 0 0,00001 1,0
73,9999 0,00006 0 0
0 3,8555 11,0285 0
0 0 1,0373  0,00001
<0 0 0  0,99999
3,9999 4,859%10° 0 0
1,4176x10~°  3,9846 0,21351 0
0 0,21335 1,0151 4.8335x107 |
0 0 1,4186x107° 0,99999
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Iterasi-12

Faktorkan A,; = Q12R12,

diperoleh
1,0 0 0 0
Ou5a 0 099857 —0,05347 0
12710 005347 099857  —14134x1075 |
| 0 0 1,4154x107* 1,0
13,9999 6,2712x10 0 0
5 0 3,9903 0,26748 0
12 0 0 10022 6,242x10°°
|0 0 0 0,99999
maka
3,9999 48507 x107° 0 0
Ais = RyyQrs = 1,4142x107 39989 0,05375 0
o 0 0,05359 1,0008  4,8255x10° |
0 0 1,4154x107° 0,99999
Tterasi-13

Faktorkan 4,3 = Q;3Ry3,

diperoleh

(1,0 0 0 0

P 0 099991 —0,0134 0

B0 00134 099991  —~14153x107 |’
| 0 0 1,4154x107° 1,0
3,9999  6,2645x10™ 0 0

v 0 39993  0,06715 0

13 0 0 0,99999 6,2405x105
| 0 0 0 0,99999
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maka

39999  4,8501x10° 0 0
Ay, = Rusue = 1,414x107° 39998 0,01356 0
147 T3ka3 0 0,0134 09999  48255x10~ |
0 0 1,4154x107° 0,99999
Iterasi-14

Faktorkan A14 = Q14R14,

diperoleh
(1,0 0 0 0
™z 0 0.99999  —0,0033 0
o 000335 099999 —14156x107 |
0 0  14156x10~° 1,0
[3,9999  6,2641x10~° 0 0
e oo| O 39998  0,01691 0
14 0 0 0,99985 6,2408x10°5
o 0 0 0,99999
maka
39999  485%107 0 -
4, 1,414x10° 39998 0,00351 0
B 0 0,00335 099984  48254x107 |
0 0 1,4154x10°  0,99999
Herasi-15

Faktorkan 4,5 = Qy5Rys,

Diperoleh
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1,0 0 0 0
010y = 0 10 —0,00084 0
1S5 0 0,00084 1,0 —1,4158x10° |’
0 0 14158x107° 1,0
[3,9999  6,264x107° 0 0
< 0 39998  0,00435 0
i 0 0 0,99984 6.2412x107°
—7 0 0 0,99999
maka
39999  4,.85x10~° 0 0
1, Leomwore 1,414x10°  3,9998 0,00001 0
] 0 0,00084 099984  4.8254x10°° |
0 0 1,4154x10~°  0,99999

Pada matriks A,¢, entri-entri di atas dan di bawah diagonal sangat kecil dan
akan mendekati nol setelah setiap iterasi berikutnya. Sementara itu, entri-entri
pada diagonalnya tidak berubah setelah setiap iterasi berikutnya, sehingga
matriks A;4 konvergen ke matriks diagonal. Dengan demikian, nilai eigen dari
matriks T adalah entri-entri dari diagonal 4,¢, yaitu 3,9999; 3,9998; 0,99984

dan 0.99999.
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Sementara itu, dengan menggunakan SWP (Scientific Workplace), nilai

eigen dari matriks

adalah 2, 1,1, 4, 4.

(==

O o O W -
_ =N o O
_ = O O
BN = = O O

Jadi, nilai eigen dari T mendekati nilai eigen dari A untuk setiap m, dan juga

menghasilkan nilai eigen ekstrim dari A.

Berikut secara ringkas perbandingan nilai eigen yang dicari dengan

menggunakan algoritma Lanczos dan dengan menggunakan SWP (Scientific

Workplace).
Nilai eigen dengan menggunakan algoritma Nilai Eigen
. Lanczos matriks A dengan
No Matriks A
T berukuran | T berukuran | T berukuran | mMmenggunakan
2x2 3x3 4x4 SWP
1. [[4 1 -1 2 5,754 6,0 "= 5
1 a1, 0,57928 4,5617 = 6
— | 0,43849 = " 456155
n (0,43845
FRL ;
2.0 0 2 0 4 " 4
-1 LI |
0 2 0 1
_ - = 261803
2030 - 038197
0 1 0 1
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3./[31 00 0 x 3,9999 = 39999 = 3,9999 )
= 0,99999 |« 19999 = 39998 . ]
13000 = 11,0001 « 099984 |= I
00 211 = 099999 |= 4
001 21 = 4
0 0 1 1 2
4. {T4 1 0 0 1] = 25858 = 24189 = 2268 = 5
= 54142 " 4 = 3,0001 . 3
i R\ = 55811 = 5,0001 x4
00410 = 57321 = 573205
001 41 " 226795
100 1 4
5. [[10 2 2 -6 9= -19705 |= 27,997 |= 27997 |= =28
2 .10 2 -6 9 |[= 30,135 = 16,999 |= 16,144 . 17
2 2 10 -6 9 = 32 = 16,999 32
-6 -6 -6 26 9 . 7 = 8
(9 9 9 9 -19 . g

Dari tabel di atas, dapat dilihat bahwa, nilai eigen matriks T berukuran m x m
mendekati nilai eigen matriks A berukuran n» x p. Namun, jika m terlalu kecil maka
nilai eigen matriks T tidak mendekati nilai eigen matriks A. Hal ini terlihat seperti
pada contoh 5. Dengan menggunakan (3.2.11), dapat dilihat pemilihan m yang tepat.
Contoh :

Untuk kasus pada contoh 5. Tetapkan £ = 0,1 sehingga :

— Untukm = 2

Ag(m) — Ae(m —1)
Ap(m)

Tidak memenuhi persamaan (3.2.11).

= (,66816 > ¢
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— Untukm =3

Po(m) — Z(m—-1)|

I 7o () I = (,05828 < ¢
Memenuhi persamaan (3.2.11).
— Untukm=4
[RoGn) — Ae(m — )| _

I Ao (1) | 0< ¢

Memenuhi persamaan (3.2.11).

Jadi, pemilihan m yang tepat yaitu pada saat matriks T berukuran 3 x 3 dan 4 x 4.

Pada contoh 5 ini, ukuran matriks belum dapat dikatakan berukuran besar, sehingga

penetapan £ yang dipilih tidak terlalu kecil.
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BAB 1V

KESIMPULAN

Dari pembahasan pada bab sebelumnya dapat disimpulkan bahwa :

1. Algoritma Lanczos untuk mereduksi matriks semetri A berukuran n x n
menjadi matriks simetri tridiagonal T berukuran m x m dengan m < n
yaitu:

o Definisikan vektor qg = 0, uy = 1dan vektor q, # 0 sebarang
dengan [|g,[l = 1.

e Untukj=1,2,..,m

Hitung vektor w; = Aq; — u;_1q;_4 dan skalar d; = q;7w;.
- Sclanjutnya hitung vektor r; =w; —d;q; dan skalar

u; = [|x]| (untuk 1 <j <m-1).

Jika u;» = 0, maka proses dihentikan.

r;:

Hitung qj41 = i

Selanjutnya, nilai eigen dari matriks T dicari dengan menggunakan
algoritma QR, sehingga nilai eigen dari matriks T mendekati nilai eigen
dari matriks A.

2. Nilai eigen dari matriks tridiagonal T tetap mempertahankan nilai eigen

ekstrim dari matriks A.



DAFTAR PUSTAKA

[1] Anton, H dan C. Rorres. 1973. Aljabar Linear Elementer. Erlangga, Jakarta

[2] Bunjamin, M. Solusi Masalah Spektral Matrix Raksasa dengan Iterasi Subruang

Krylov dan Metode Lanczos. http://www.batan.go.id/.../bunjamin2.pdf. 14
Oktober 2010

[3] Chen, Jiun Yang. 2007. An Introduction to Lanczos Method.
http://www.math.nuk.edu.tw/jinnliu/Sofiware Engineering/lanczos.pdf. 25
Maret 2010

[4] Hager, W.W. 1988. Applied Numerical Linear Algebra. Pennsylvania State
University, Amerika

[5] Leon, Steven J. 2001. Aljabar Linear dan Aplikasinya; Edisi Kelima. Erlangga,
Jakarta

[6] Olver, Peter j. 2010. Orthogonal Bases and The QR Algorithm.
http://www.math.umn.edu/~olver/aims_/qr.pdf. 25 Desember 2010

[7] Rachmani, Nisa. 2008. Nilai Eigen dan Vektor Eigen dari Matriks Tridiagonal.
Skripsi-S1, FMIPA Institut Pertanian Bogor, Bogor



