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ABSTRAK

Misal suatu graf ¢ = (V, E, F) dengan himpunan titik V (&), himpunan sisi
E(G), dan himpunan muka F(G). Pemetaan satu-satu

A:V(EUEG)UF() —— {1,2,-,v+e+f}

dinamakan pelabelan tipe (1,1, 1).

Pelabelan graf G = (V, E, F) disebut d-anti ajaib jika untuk setiap s, bobot dari
himpunan s-sisi muka adalah W, = {a,,a; +d, a5+ 24, ..., a, + (f; — 1)d}
untuk suatu @, dan d bilangan bulat (a; > 0,d = 0), dimana f; adalah banyaknya
muka dengan s-sisi. Bobot W, berbeda untuk s berbeda. Pada skripsi ini, akan
ditunjukkan bahwa graf tangga L memiliki pelabelan d-anti ajaib dengan
d €{0,2}.

Kata kunci : Graf Tangga L7}, s-Sisi Muka, Pelabelan Anti Ajaib.
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1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu bidang dalam matematika yang cukup
penting untuk dipelajari dan dikembangkan. Salah satu topik kajian dalam teori
graf adalah pelabelan graf. Objek kajian pada graf secara umum direpresentasikan
oleh titik (vertex), sisi (edge), dan muka (face) yang disebut label. Pelabelan pertama
kali diperkenalkan oleh Sedlagek (1964), kemudian Stewart (1966), Kotzig dan Rosa
(1970). Teori Graf mempunyai berbagai terapan dalam berbagai bidang ilmu
pengetahuan, diantaranya dalam model jaringan transportasi, sistem komunikasi,
silsilah keluarga, desain arsitektur.

Harstfield dan Ringel (1990) menyatakan bahwa pelabelan tipe (1,1,1)
adalah pemetaan satu-satu dari V UE UF ke himpunan bilangan bulat
{1,23,..,[V(G)} + |E(G)| + |F(G)[}. Pelabelan titik adalah pelabelan dengan
daerah asal himpunan titik, pelabelan sisi adalah pelabelan dengan domain
himpunan sisi, dan pelabelan muka adalah pelabelan dengan domain himpunan
muka.

Jika pada pelabelan bobot titik, bobot sisi, atau bobot muka berbeda, maka
pelabelan ini dikatakan dengan pelabelan anti ajaib. Jika bobot muka membentuk
barisan aritmatika dengan beda d maka pelabelan tersebut dinamakan pelabelan
d-anti ajaib, sedangkan pelabelan ajaib jika memiliki bobot titik, bobot sisi, dan

bobot muka yang sama, maka pelabelan disebut pelabelan ajaib. Pelabelan anti




ajaib adalah perluasan dari pelabelan ajaib yang diperkenalkan oleh Ko-Wei

Lih,1983 dalam jurnal On Magic and Consecutive Labeling Of Plane Graphs.

1.2 Perumusan Masalah

Dari uraian pada latar belakang di atas, permasalahan yang dikaji dalam
tugas akhir ini adalah pelabelan d-anti ajaib untuk graf tangga L't dengann > 2,
danm = 1.
1.3 Pembatasan Masalah

Kajian pada peruniusan masalah di atas adalah menentukan pelabelan
d-anti ajaib untuk graf LT}, dengan n = 2 dan m = 1 serta pembatasan pada d

dimana d € {0,2}.

1.4 Tujuan

Adapun tujuan penulisan skripsi ini adalah menentukan pelabelan anti
ajaib untuk graf tangga LT dimana n > 2,danm > 1schingga memiliki
pelabelan tipe (1, 1, 1) dengan d € {0,2}.

‘1.5 Sistematika Penulisan

Pada Bab I akan diuraikan tentang latar belakang, permasalahan,
pembatasan masalah, tujuan, dan sistematika penulisan skripsi ini. Konsep dasar
dari teori graf berupa definisi dan serta beberapa teori pendukung yang digunakan
untuk menyelesaikan permasalahan skripsi ini disajikan pada Bab II. Kemudian,
pembahasan dari permasalahan tersebut akan diuraikan pada Bab III, yaitu
pelabelan d-anti ajaib untuk graf tangga L} dimanan > 2,danm > 1 sehingga
memiliki pelabelan tipe (1, 1,1) yang merupakan kajian utama. Penulisan skripsi

ini diakhiri dengan bagian kesimpulan dan saran yang disajikan pada Bab IV.



BABII

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan disajikan beberapa konsep dasar yang berkaitan
dengan permasalahan yang telah dikemukan pada Bab I. Definisi dan terminologi
dalam teori graf diberikan pada Subbab 2.1, Subbab 2.2 menjelaskan tentang graf
bidang, Subbab 2.3 menjelaskan tentang graf tangga dan Subbab 2.4 menjelaskan
tentang pelabelan graf.

2.1 Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Harstfield dan Ringel (1990) menyatakan bahwa G* = (V, E) disebut graf
jika G* terdiri dari pasangan himpunan (¥, E) dengan V adalah himpunan titik tak
kosong dan E terdiri dari pasangan tak terurut dari elemen-elemen V. Elemen-
elemen dari V disebut titik (verfices) dan elemen-elemen dari E disebut sisi
(edges) dari G*. Graf dengan satu titik dan tidak mempunyai sisi disebut graf

trivial,

Graf G dikatakan graf bidang (plane graf’) jika graf G dapat digambarkan
pada bidang datar sedemikian sehingga tidak ada sisi yang saling berpotongan.
Graf bidang G = (V, E, F) memiliki himpunan titik V(G), himpunan sisi E{G),
dan himpunan face F(G). Banyaknya titik di G pada graf disebut sebagai
kardinalitas graf dan dinotasikan dengan v, banyaknya sisi di G dinotasikan

dengan ¢, dan banyaknya face di G dinotasikan dengan f.

Bondy dan Murty (1976) menjelaskan bahwa titik pada graf dapat dilabeli

dengan huruf, seperti a,b,c,..,v,w,.., dengan bilangan asli 1,2,3,.., atau




gabungan keduanya. Jika e yang menghubungkan titik v; dengan titik v;, maka e

dapat ditulis sebagai e = (v;,v;) untuk suatu i danj. Perhatikan gambar 2.1.1.

Lz} €4 Vs
€, f es €3 fa
f2
V2 @z V3

Gambar 2.1.1 Ilustrasi Titik, Sisi, dan Muka pada Graf G
Pada Gambar 2.1.1 terdapat graf G dengan

himpunan titik: V(G) = {vy, v5,v3, v},

himpunan sisi: E(G) = {ey, e,,e5,€,,e5},

himpunan muka F(G) = {f1, fo, f3}:

Pada graf G terdapat 2 titik v; dan vy, dua buah titik pada graf G dikatakan
bertetangga (adjacent) bila keduanya terhubung langsung dengan sebuah sisi.
Sedangkan untuk sebarang sisi e = (v;,v}), sisi e dikatakan terkait (insiden)
dengan simpul v;dan v;. Misal terdapat dua buah titik » dan v yang saling
berdekatan dan sisi e insiden terhadap titik # dan v, maka titik  dan v disebut titik
ujung (endpoint) dari sisi e.

Beberapa sisi berbeda pada graf yang menghubungkan pasangan titik yang
sama, graf tersebut dapat dikatakan mempunyain sisi ganda (multiple edge). Sisi

yang menghubungkan titik yang sama disebut loop. Perhatikan gambar 2.1.2.



e, e;
)
V1 V3 Ovs
€e ey
V4
Gambar 2.1.2 Graf G4

Keterangan Gambar 2.1.2:

3] Pada graf G;, titlkk v,dan titik vymerupakan duva titik yang
bertetangga, sedangkan titik v, dan titik v, tidak bertetangga.

(if)  Pada graf G,, sisi e; terkait dengan titik v, dan titik v, tetapi tidak
ter&apat sisi yang terkait dengan titik v,dan titik v,.

(iii) Pada graf G; memuat sisi ganda yaitu sisi e; dan sisi e,, sementara
sisi e3 merupakan loop.

Graf H = (V4, E;) adalah subgraf dari graf G jika V(H) € V(G), yaitu jika

titik dari H juga titik dari G, dan E(H) € E(G) yaitu jika sisi-sisi dari H juga sisi-

sisi dari G. Perhatikan gambar 2.1.3.

€, Vs

V4 Vs
(-
€ ) €3 €
171 eZ vz ‘v1 32 2
7} G3

Gambar 2.1.3 Graf G, dan Graf G,



Pada Gambar 2.1.3 terdapat gambar graf G; memuat V(G3) = {vy, V5, 4}

dan E(G;) = {e;,es}. KarenaV(G;) € V(G;) dan E(G3) €S E(G,;) maka Gj
merupakan subgraf dari G.

Suatu jalan (walk) pada graf G adalah suatu urutan yang‘ terdiri atas titik-
titik dan sisi-sisi bergantian, dimana setiap sisi insiden dengan titik terdekat,
diawali dan diakhiri pad;a suatu titik. Suatu jalan yang setiap sisinya berbeda
disebut jalur (frail). Jika semua titik yang dilewati pada suatu jalur berbeda maka
walk disebut lintasan (path). Suatu lintasan dalam graf G jika semua titik-titiknya
berbeda serta diawali dan diakhiri dengan titik yang sama maka disebut siklus

(cycle). Perhatikan Gambar 2.1.4.

Gambar 2,1.4 Graf G,

Keterangan Gambar 2.1.4:

Walk p_ada graf G, : v4, e1,V,, €4, V3, €3, V4, €4, Us

Trail pada graf G, : vy, e,, V3, €3, V3, €3, Uy, €4, V5, €5, Vg

Path pada graf Gy : vy, V3, V3, Uy, Vs, Vg

Cycle pada graf G4 : v4, €g, Vs, €5, Vg, €7, V3

Suatu graf G disebut graf terhubung (connected graph), jika untuk setiap

pasang titik v; dan ¥; di dalam himpunan ¥ terdapat lintasan dari v; ke v;. Jika



tidak terdapat lintasan dari ¥; ke 1;, maka graf G disebut graf tak terhubung

(disconnected graph). Perhatikan Gambar 2.1.5.
L ) Ty )
I PR I [ 3
(51 Gs v, v 6o vy
Gambar 2.1.5 Graf G5 dan Graf G,

Pada gambar 2.1.5, graf Ggmerupakan graf tak terhubung dan graf Gg

merupakan graf terhubung,

2.2 Graf Bidang (Plane Graph)
Suatu graf G dikatakan graf planmar apabila graf G tersebut dapat
digambarkan pada suatu bidang datar dengan sisi-sisi yang tidak saling

bersilangan. Perhatikan Gambar 2.2.1 dan Gambar 2.2.2.

Uy V3 Vg

Gambar 2.2.1 K, adalah Graf Planar




Vs 3

Gambar 2.2.2 K Bukan Graf Planar
Graf K, pada Gambar 2.2.1 adalah graf planar karena graf tersebut dapat
digambarkan kembali tanpa ada sisi-sisi yang berpotongan, sedangkan K; pada
Gambar 2.2.2 bukan graf planar,
Graf planar yang digambarkan dengan sisi-sisi yang tidak saling
berpotongan disebut graf bidang (plane graph).
Perhatikan Gambar 2.2.3, graf (a), (b), dan (c) adalah graf planar, tetapi

graf (a) bukan graf bidang, sedangkan graf (b) dan (c) adalah graf bidang.

< ) A

(@) (b) (c)
Gambar 2.2.3 Tiga Buah Graf Planar

Sisi-sisi pada graf planar membagi bidang menjadi beberapa muka. Pada
setiap graf bidang terdapat satu muka yang tidak terbatas yang dinamakan dengan
muka (face) eksternal, disingkat dengan f,,,. Untuk muka yang lain dinamakan

muka (face) internal, disingkat f;,,..



Perhatikan Gambar 2.2.4, graf planar G terdiri dari 5 muka vaitu /3, /> f5

sebagai fi,, dan fysebagai fo.;.

Ji f
I A fi fz

Gambar 2.2.4 Graf Planar yang Terdiri dari 5 Muka.

2.3 Graf Tangga ( Ladder Graph) [7]

Graf tangga (ladder graph) merupakan jenis graf planar yang dihasilkan
dari hasil kali kartesius graf lintasan P, dan lintasan P,, yaitu P, X P,. Untuk
pembahasan selanjutnya graf tangga dinotasikan dengan L,. Misalkan P, adalah
lintasan dengan V(P,) = {x;: 1 <i < n}dan E(R,) = {(x;x41:1<i<n—-1}.

Graf tangga L, = P, x B, dengan 3-sisi muka diberikan pada Gambar 2.3.1.

b d
L 3 L 3
1 2
P, a P, c
(1) (b,1) (c,1) (d.1)
P; X Py:
(a,2) (b,2) (c,2) d.2)

Gambar 2.3.1 Graf Tangga L, = P, X P,
2.4 Pelabelan Graf
Pelabelan dari suatu graf adalah suatu pemetaan satu-satu yang memetakan

himpunan titik, sisi, atau muka ke himpunan bilangan bulat positif. Jika domain



dari pemetaan tersebut berupa himpunan semua titik maka pelabelan tersebut
disebut pelabelan titik (vertex labeling); jika domainnya berupa himpunan semua
sisi disebut pelabelan sisi (edge labeling); dan jika ciomainnya titik dan sisi, maka
disebut pelabelan total (fofal labeling). Jumlah label dari hasil pelabelan graf
disebut bobot.

Misalkan G graf dengan himpunan titik ¥ dan himpunan sisi E, pelabelan
. ajaib (magic labeling) pada graf G adalah pemetaan bijektif A dari E ke
himpunan bilangan bulat positif yang berbeda, sehingga untuk setiap titik v € 7,
penjumlahan semua label sisi e yang terkait terhadap titik v sama.
Contoh 2.4.1
Misalkan graf G dengan himpunan titk ¥ dan himpunan sisi E. Banyak titik di G
adalah p dan banyak sisi di G adalah g. Pelabelan total sisi ajaib (edge-magic total
labeling) pada graf G adalah pemetaan bijektif A dari V U E pada himpunan
{1,2,3, ..., p} sehingga untuk sebarang sisi (x,¥) di G berlaku

A+ A+ A =k

untuk suatu konstanta k. Selanjutnya & disebut konstanta ajaib pada G dan G

disebut graf total sisi ajaib. Perhatikan Gambar 2.4.1.

1 9 4 8 2 7 5 6 3
¢ — ® &— -

Gambar 2.4.1 Pelabelan Titik Sisi Ajaib pada Graf Py
Pelabelan titik sisi ajaib P; pada Gambar 2.4.1 mempunyai k = 14.
Definisi 2.4.1 [7]
Suatu graf G* = G*(V, E) yang memiliki bobot titik, bobot sisi atau bobot

muka yang berbeda disebut dengan pelabelan anti ajaib.

10



Perhatikan Gambar 2.4.2.

1 6 2

Gambar 2.4.2 Pelabelan Anti Ajaib pada Graf G*

11



BAB III

PELABELAN 0-ANTI AJAIB dan 2-ANTI AJAIB
UNTUK GRAF TANGGA L}

Pada bab ini akan dikaji mengenai pelabelan d-anti ajaib untuk graf tangga

LT dengan 3-sisi muka dimanan > 2,danm > 1 dand € {0,2}.

3.1 Graf Tangga L}
Definisi 3.1.1 [7]

Misal = {1,2,..,n} dan J= {1,2,..,m + 1} adalah himpunan indeks
dimana n adalah titik dan m adalah bidang. Untuk n > 2,m > 1, graf L
dikatakan graf tangga dengan 3-sisi muka memiliki himpunan titik dan himpunan
sisi sebagai berikut:

VI = {x;;:1 €ldanj €J}
5 {xi,l: Xi20 s xi.m+1}
.~ {x1,1: X1,20 w0 X1,m+ 10 X2,10 X2,25 o0 s X2,m410 ) xn,m+1}
E(LR) = {xi %4150 €I— {n}danj €]}
U {xiyxipe10i €ldanj €] - fm+ 13}
U {le JXys1: i €1— {n}danj € J— {m+ 1} danj ganjil}
U {xi;%41541 21 €1— {n}danj €] — {m+ 1} danj genap}
= {x1,1xz,1:x1,2x2.2: =0 Xm+1%2,me10 X2,1%3,15 v xn-—l,m+1xn,m+1}
U {21,1%1.2, %1,2%1.3, wves XimX i tm41 X2,1%2.25 o0 s XnmXnm+1 }

u {x2,1x1,2a X2,3%1,41 =01 X2, X1, m+ 10 X3,1X2,20 o+ » xn,m—ixn-l.m}

U {21,2%2.3, X1,4%2,50 s X1 m¥ o me 10 X2,2X3,3) s Xp—amXnm+1 ]



Perhatikan Gambar 3.1.1 berikut mengilustrasikan sebuah graf tangga L7}

3-sisi muka dengan m = 2dann = 4.

X1,2
Xl,l XZ

X13 X253 X3,3 X34
m=2
3.2
Xa2
4 A A
3 X341 X4

Gambar 3.1.1 Graf Tangga L3
Banyaknya titik di graf tangga L7' dengan 3-sisi muka adalah |V(LT)| = v,
dan |E(LY) | = e, dengan
v=n(m+1),
e=m(B3n—-2)+n-1.
Misal f; ; adalah muka (face) dari graf tangga LT dengan i € I dan j € /, maka
banyaknya muka |F(L})| = f, dengan

f=2n-1)m+ 1.

3.2 Teorema Pendukung
Berikut diberikan yang mendukung untuk menyelesaikan permasalahan
pada skripsi ini.
Teorema 3.2.1 [1]
Misalkan Ly}, n = 2 danm = 1 sebuah graf tangga. Misalkan pelabelan
titik g, adalah pelabelan di-anti ajaib, pelabelan sisi g, adalah pelabelan d,-

anti ajaib merupakan dan g; adalah pelabelan muka untuk L. Jika pelabelan
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gr (VI + gzdan [V + |[EWLD| + g; digabungkan menjadi sebuah

pelabelan d-anti gjaib dari tipe (1,1,1) maka parameter d < 10.

3.3 Bobot Muka d-Anti Ajaib pada Graf Tangga L™

Bobot pada suatu graf G adalah jumlah nilai label untuk setiap titik, sisi,
dan muka pada graf G tersebut. Bobot muka dalam pelabelan dideﬁnisikan
sebagai jumlah dari hasil pelabelan muka, titik-titik, dan sisi-sisi disekitar muka
tersebut.

Pelabelan graf bidang disebut d-anti ajaib jika untuk setiap s, bobot dari
himpunan s-sisi muka adalah

W = {as,as + d,as + 24, ..., as + (f;, — 1)&}

untuk svatu ag dan d bilangan bulat (a; > 0,d = 0), dimana £, adalah jumlah
muka dengan s-sisi. Bobot W; berbeda untuk setiap s berbeda.

Pada Teorema 3.3 berikut, dikaji tentang pelabelan d-anti ajaib pada L™,
dengann =2, m=1, dand € {0,2}.
Teorema 3.3

Jikan =2, m=1, dand € {0,2} maka graf bidang memiliki sebuah
pelabelan d-anti ajaib dari tipe (1,1,1).
Bukti :
Lakukan pelabelan untuk semua titik dan pelabelan sisi dengan cara sebagai
berikut:
» Pelabelan titik g,

gi(x;;)=ntm+2-j)+ 1—i, jikai €Idanj €], dengan

I=1{1,2,..,n}danj = {1,2,..,m+ 1}
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» Pelabelan sisi g,
Berdasarkan Teorema 3.2.1, pelabelan sisi g, dapat dikonstruksikan dengan
cara sebagai berikut
g2 jxip1 ) =(n—1)j+ 1—i, jikai€l—{n}danj €J,

(x, )_[m(n—1)+n(j+1)—2+i, jlkai€ldanj<2
IR = \m(n — 1) +n(+3)—3 +i, jikaieldanje/—fm+1),j=3

f— 1
g2(xpe1,j%1j41) = (0= D(m + 1) +1—2—‘ (4n—1) +1i,

jilka €I —{n}danj €] — {m + 1} dan j ganjil,
J 3
g% %1 je1) =mn=1) +5(4n - 1) ~ 1+,

jikai € I —{n}danj € J — {m+ 1} dan j genap.
Himpunan pelabelan muka g; untuk muka internal graf tangga L™ adalah
v+ [EEDI+ 2, IVED| + [EEE) + 3, ..., VI + [EED] + IFE).
Nilai - nilai dari pelabelan muka disusun sedemikian sehingga diperoleh pelabelan
tipe (1, 1, 1). Karena semua graf tangga hanya memiliki satu muka eksternal maka
pelabelan muka eksternal adalah |V (LT)| + |E(L™)| + 1.
Kemudian tentukan bobot dari graf tangga L'} terhadap pelabelan titik g,
dan pelabelan sisi g, sebagai berikut:
» jikajganjil,j € J—{m+ 1}dan { €I — {n} maka
W, (fio) = 91(%i;) + 91 (%101 s) + 91 (i js)s
Wy, (hij) = g1(Xisas) + 91 (% 551) + F1(Xir,541)5
Wg, (i) = 9a(xij%iens) + 92(%1j%0 41) + 2 (Ris1, %1 j41) dan

wo,(hi)) = g2(xisp % jan) + 92(%i j41%ie1,41) + G2 Kir1, %1, 41
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> Jikajgenap, f € J—{m+1}dani € I — {n} maka
Vg, (fz}) = 1 (xi,j) + 91 (xi+1,j) + g1 (X41,j41)
Vg, (hi,j) = gi(xi.j) + gl(xi,j+1) + g1(Xis1,5+1)>
Ve (fis) = G2(%ij%i1) + G2(Xi %11, jo1) + G2 (Kirn, jXis1,j41) dan
Vg, (hi.j) = gz(xi.jxi,jﬂ) + gz(xi.j+1xi+1.j+1) + 92(Xi jXi41,41)-
Setelah bobot titik dan bobc'rt sisi diperoleh, tentukan bobot setiap muka
dengan menj@ahkm bobot titik, bobot sisi, dan pelabelan muka g5.
> jikajganjil,j €] —{m+1}dan i € I — {n} maka
W(f.) = w, (i) + wy, (fij) + g3
W (ki) = wy, (hes) +wy, (i) + g5
» Jikajgenap j€J—{m+1}dani €] — {n} maka
V(fi) = v, (fis) + vg,(fis) + 8
V(his) = vy, (i) + 5, (i) + g5
Jika bobot titik, bobot sisi, dan pelabelan muka digabungkan, maka
diperoleh pelabelan dengan tipe (1, 1,1) dimana bobot # membentuk himpunan
bilangan bulat berurutan untuk setiap muka yang bertetangga. Bobot muka W

dengan 3-sisi muka membentuk barisan aritmatika dengan beda W) —W(hy) =0

atau W(fi,j) - W(h,‘j) = 2.
Contoh 3.1 (kasus 1: m = 2,n = 3)

Misal diberikan m =2, n=3. Akan ditunjukkkan bahwa graf tangga IZ

memiliki pelabelan muka d-anti ajaib dengan 3-sisi muka dimana d € {0,2}.
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Solosi
Untuk m = 2, n = 3 diperoleh I = {1,2,3} dan J = {1, 2,3} dan graf tangga L3
memilﬂd himpunan titik dan iﬁmpunan sisi sebagai berikut:
V(3) = {xi;:i €ldanj €]}
= [xm: xi,z»xi,s}
= {xm: X1,2,X1,3,X2,1» X2,2: X2,3, X3,1, X3,2, x3,3]
E (13) = {x;jXi11;: i €1— {n}danj €]}
U{xi x40 i1 €ldanj €]~ (m+ 13}
U {%ip1 %541 : i €1— {n}danj € J— {m + 1} danj ganijil}
U {x;jXis1j41 0 €1 — {n}danj €] — {m+ 1} danj genap }
3 {x1,11'2.1: X1,2%2,2,X1,3%X2,3, X2,1X3,1, X2,2X3,3 }
U {x1.1x1,2: X1,2%1,3, X2,1X2,2, X2,2X2 3, X3 1X3,2, X3 2X3 3 }
U {%2,1%1,2,%3,1 %22}
u {x1,2x2.3:x2,2x3,3 }
Maka diperoleh,
e v=n(m+1)=32+1)=9
e e=m(B3n—2)+n-1=233-2)+3-1=16
o f=2m—-1)m+1=23-1)2+1=9
Selanjutnya dilakukan pelabelan terhadap graf tangga I3 berdasarkan titik-
titik, sisi-sisi dan muka internal serta muka eksternal yang telah diperoleh.

Perhatikan Gambar 3.2.1 berikut,
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Gambar 3.2.1 Pelabelan pada Graf Tangga L%
Berikut adalah langkah-langkah untuk melabeli graf tangga L3.

1. Akan dilakukan pelabelan titik g, untuk i € I danj €]
Berdasarkan definisi dari pelabelan titik g, yaitu,
g1(xij)=n(m+2-)+ 1—i, jikai€ldanj €]

» Untuki=1 jika
o j=1makags(x;;)=32+2-1)+1-1 =9
e j=2makagy(x;,)=32+2-2)+1-1 =6
e j=3makag(x,3)=32+2-3)+1-1 =3
» Untuk i = 2, jika
o j=1makag;(x;;)=32+2-1)+1-2 =8
o j=2makag(x;;)=3(24+2-2)+1-2 =5

o j=3makag,(x;3)=3(24+2-3)+1-2 =2
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» Untuk i = 3, jika
e j=1makag;{x3:) =32 +2-1)+1-3=7
o j=2makag(x3;)=3(2+2-2)+1-3=4
o j=3makag(x33)=3QR+2-3)+1-3=1
Pelabelan g, menghasilakan himpunan {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} sebagai himpunan
label untuk titik.

2. Akan dilakukan pelabelan sisi g, dengan definisi,
* go(xjxi4a) =(m—1Dj+ 1—i, jikaie€l—{n}danj €]

> Untuk i = 1, jika
o j=1makag,(x11%,1)=@-D1+1-1=2
» j=2maka g,(x12%5) =3 -1)2+ 1-1=4
* j=3makagy(x137,3)=(B—-1)3+1-1=6

> Untuk i = 2, jika
¢ j=1makagy(x1%,)=GB-1D1+1-2=1
e j=2makag,(x;2%3,)=(3—-1)2+ 1 -2 =3
* j=3makag,(x;3%33) =(3—-1)3+ 1-2=5

¢ G2\ X% 541) = mn—1)+n(j+3)—3+i, jikai€l,danj >3

» Untuk i = 1, jika
e j=1makag,(x;1%2) =2B~D+3(1+1)-2+1=9
e j=2makag,(x:2%3) =23 -1)+32+1)~2+1=12
» Untuk i = 2, jika
® j=1maka g,(xz1%,) =23 -1)+3(1+1)~-2+2=10
» j=2maka g,(x;5%3) =23 ~1)+3QR+1)—-2+2=13
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» Untuki = 3, jika
o j=1makag,(xs1x3;) =2(3—-1)+3(1+1)—2+3=11
o j=2maka g(x32%33) =23 -1 +32+1)—-2+3=14
* G2(Xirr%ij41) = (- D(m+1) + %(411 - 1) +1i,
jikaiel—{n}danj € J— {m+ 1} dan;j ganjil,

> Untuk i = 1, jika

o j=1maka g,(xp1%1,) = (B—- 12+ 1)+ 1—'2‘.1(4(3) —1)+1

=7

» Untuki = 2, jika

o j=1maka go(xs1%22) = B- D@+ 1) +2(43) — 1) +2

=8
<& gz(x,-, X1, ,-H) =mn—1) + {-(411 —1)—-1+4i
jikai €I —{n}danj € J—{m+ 1} dan j genap,
> Untuki = 1, jika
* j=2makag,(x2%,)=2@-1)+5(4@)-1)—-1+1=15
» Untuk { = 2, jika
o j=2makago(%;2%35) =23 - 1) +2(4(3) ~ ) = 1+2 =16
Diperoleh himpunan label untuk sisi berdasarkan pelabelan g, yaitu

gz = {IV(L3)| + g2}

={9+1,9+29+3,94+49+59+69+7,9+89+9,

9+10,9+11,9+ 12,9+ 13,9+ 14,9+ 15,9 + 16}

= {10,11,12,13,14,15,16,17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25}.
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3. Akan dilakukan pelabelan muka g; dengan definisi sebagai berikut,
< Himpunan pelabelan muka internal

fne = QVARDI + 1ELD] + 2, VWD + [EWLR)| + 3,
V! +EWRD] + 4, IV + |EET)] + 5,
VN + | E@D)] + 6, IVAEH + [EWD] +7,
VI + [EAT + 8, VI + [EWLD] + 9}

fie ={(9+16+2),(9+ 16 +3),(9+ 16 + 4),(9 + 16 + 5),
(O+16+6),(9+16+7),(9+16+8),(9+ 16 +9)}

fine = {27,28,29, 30,31, 32,33,34}
%+ Untuk pelabelan muka eksternal
fexe = VIR + |E(R)] + 1
=94+16+1
= 26
4. Akan ditentukan bobot untuk setiap muka terhadap terhadap pelabelan
titik g, dengan cara sebagai berikut,
» Jikaj ganjil, feJ—fm+ 1} dan i € I — {n} maka bobot dari 3-sisi
muka adalah
wg,(fij)) =n(3m+5-3D+ 2-3i
wy,(hij)) =n(Bm+4-3j)+ 1-3i
¢ Untukj=1dani=1
wy, (f11) =33B@ +5-3(1)) + 2-3(1) =23
wg, (1) =3(3(R)+4-3(D)+ 1-3(1) =19
o Untuk j=1dani=2

Wy, (£21) =3B +5-3(1)) + 2-3(2) =20
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wy, (1) =3(B@) +4-3(D)+ 1-3(2) =16
> Jika j genap, j €J—{m+ 1} dan i € I — {n} maka bobot dari 3-sisi
muka adalah
vy, (fi) =nBm+5-3))+ 1-3i
Vg (Rij) =n(Bm+4-3))+ 2-3i
o Untukj=2dani=1
v, (fi2) =332 +5~-3(2)) + 1-3(1) =13
vy, (h12) =3(B@ +4-3(2))+ 2-3(1) =11
e Untukj=2dani=2
v, (fo2) =332 +5-3(2)) + 1-3(2) =10
vy, (h22) =3(3(2) +4-3(2))+ 2-3(2) =8
Himpunan bobot titik graf IZ = {8,10, 11,13, 16, 19, 20, 23}.
5. Akan ditentukan bobot untuk setiap muka terhadap terhadap pelabelan
siin g» dengan cara sebagai berikut,
» Jikaj ganjil, jEJ—{m+ 1} dan i € I — {n} maka bobot dari 3-sisi
muka adalah
Wo, (fis) = 92(%ij%e15) + 92(i s jus) + G2 (Kivs %ijea)
Wo,(P11) = G2(%is1,j%i j+1) + 92(% jeaXirner) + G2(ies Xivs jo1)
¢ Untuk j=1dani=1
Wy, (fi1) = 92 (x1,1x2.1) + g2 (x1,1x1,2) + ga(x2,1%12)
=114+18+16

=45
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£C

09 =
YZ+ST+H 12 =
(s'zxz'tx)zg + (s'zxs‘tx) Zp 4 (s'txz'tx)zg = (z'tu) 26,
6S =
CCHye+ET=
(£2x22x) 26 + (e‘zxz'tx) Z6 + (z'zxz'tx) 2 = (z‘rf) 6,
IT=1uepz=/{mun e
(VH T l)2p (t+.f‘r+.:xt+.r'.lx)zg + (r+,r';x.!'.rx)zg = (!’!y) 26,
(r+.f't+1x.f T+x) 26 + (I+I‘t+!x!‘!x)Z5‘ + (!‘Iﬂx.f'?x)ZB = (ft__[) 20y
LE[EP,ENTS
Ists-¢ wep j0qoq eyew {u} — 1 3 1 wep {T +w}— (3 [ ‘deusd [ ey «
6% =
0Z+72Z1 + LT =
(TExT'Ex)Z6 + (z’exz‘zx)zg + (z'zxr'sx)zg = (r‘éy) 280
9 =
LT+ 6T +0T =
(ZexVEX)2H + (z'zxt'zx)zg + (t'sxt'zx)zg = (I‘z J{) M
g=1uepT=/[3mun e
8y =
6T+ ET+9T =

(CexVex)2h + (z‘zxz‘rx) 6 + (z’txt'zx) f = (t‘rq) 284,



e Untuk j=2dani=2
g, (fa2) = g2(x22%32) + 92(%2.2%53) + 92(%3,2%3,3)
=124 25423
= 60
Vg, (h22) = Ga2(x22%23) + 92(%23%33) + 92(%2,2%3,3)
=22+ 14425
= 61
Himpunan bobot sisi graf L5 = {45,46,48,49,59,60,60,61}.
6. Akan ditentukan bobot muka dari penggabungan bobot titik, bobot sisi

dan pelabelan g; dengan cara sebagai berikut:

Wy, =W, (fi1) +wg,(fi1) +9s = 23+45+31=99

Wh,, = Wy, (h11) +wg,(h1:) + 93 =19 + 48+ 32 =99

W, =wy,(f21) +wg,(fo1) + 95 =20+46+33 =99

Whyy = Wy, (R21) +wg,(h21) + g5 = 16 + 49 + 34 = 99

Wy, =wy, (fiz) +w,,(fiz) + 93 =13 +59+27=99

Wh,, = Wy, (R1,2) + Wg,{R12) + 93 = 11+ 60 + 28 = 99

Wy, =wg,(foz) + wy,(f22) + 93 =10+ 60+ 29 =99

Wh,, = Wy, (hzz) + Wy, (h22) + 95 = 8+61+30 =99
Jadi diperoleh himpunan bobot muka graf L% = {99,99,99,99,99,99, 99,99} .

Defenisikan pelabelan titik-titik, sisi-sisi, dan muka berturut-turut sebagai

g1, g2,dan g;. Akan diperoleh pelabelan dengan tipe (1,1,1) dan 3-sisi muka

pada graf tangga L% seperti Gambar 3.2.2.
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Gambar 3.2.2 Pelabelan Tipe (1,1,1) Graf Tangga L% dengand = 0
Dari himpunan bobot muka W pada graf tangga L% dengan 3-sisi muka
membentuk barisan aritmatika dengan beda d = 0.

Dengan menyusun kembali pelabelan g5, maka diperoleh bobot muka W
dengan 3-sisi muka yang membentuk pelabelan (1,1, 1). Dengan cara yang sama
diperoleh bobot muka W dengan cara sebagai berikut,

Wy, =wg, (fi1) +wy,(fu1) +93=23+45+3 =98

Wh,, = wy, (h11) + wg,(h11) + 93 =19+ 48 +29 = 96

Wy,, =wg, (f21) + Wg,(f21) +93 =20+ 46 + 28 =94

Wh,, = Wy, (h21) + W, (hz1) + 93 = 16 + 49+ 27 = 92

Wy, =wg, (fi2) +wy,(fi2) + 95 =13 +59 + 34 =106

Wh,, = Wg, (hy2) + Wy, (hi2) + g5 = 11 + 60 + 33 = 104

sz,z = ng(fZ.Z) * Wgz(fz,z) +g;=10+60+ 32 =102

Wayz ™= ng(hz.Z) + Wgz(hz,z) +g93=8+61+31=100
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Jadi diperoleh himpunan bobot muka W = {92,94, 96,98, 100, 102, 104, 106}.
Dari himpunan bobot muka W pada graf tangga L% dengan 3-sisi muka

membentuk barisan aritmatika dengan beda d = 2 seperti Gambar 3.1.3.

Gambar 3.2.3 Pelabelan Tipe (1, 1, 1) Graf Tangga L% dengan d = 2
Setiap 3-sisi muka memiliki bobot muka yang membentuk barisan
aritmatika dengan d € {0,2}. Dengan demikian pelabelan graf tangga L™

merupakan pelabelan muka d-anti ajaib dengan tipe (1,1, 1).
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BAB 1V
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang diperoleh dari Bab III, dapat disimpulkan bahwa
bobot muka dari graf tangga L)' dengan 3-sisi muka, n = 1 dan m > 1 dapat
disusun sedemikian sehingga jika pelabelan g,, |V(L}})| + g, dan g; digabung
diperoleh pelabelan tipe (1,1,1) dimana
(i) Seluruh 3-sisi muka memiliki bobot yang sama untuk d = 0 dan

(i) Bobot dari 3-sisi muka membentuk barisan aritmatika dengan beda d = 2.

4.2 Saran

Dalam skripsi ini hanya dibahas pelabelan muka d-anti ajaib untuk graf
tangga LT dengan 3-sisi muka. Penulis menyarankan untuk mengkaji pelabelan

muka untuk graf tangga lainnya seperti graf honeycomb dan graf grid.
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