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ABSTRAK

Fungsi splin kubik dibangun dengan koefisien a; b; c;, dan dj. Nilai koefisien
tersebut bergantung pada nilai turunan kedua dari fungsi splin kubiknya. Nilai
turunan kedua dari fungsi splin kubik merupakan solusi yang perlu dicari pada
sistem matriks tridiagonal. Solusi tersebut dapat ditentukan dengan menggunakan
algoritma matriks tridiagonal. Setelah didapatkan nilai turunan keduanya, maka
fungsi splin kubik menggunakan koefisien a;, by, ¢;, dan dj;

Kata kunci : fungsi splin kubik, turunan kedua fungsi splin kubik, algoritma
matriks tridiagonal
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BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Fitting data pada umumnya dapat dilakukan dengan berbagai metode,
antara lain metode kuadrat terkecil dan interpolasi Lagrange. Metode-metode
tersebut pada umumnya dapat digunakan dengan mudah apabila bentuk dari
fungsi kurvanya diketahui dan sederhana, atau pada titik-titik tertentu, fungsi dan
turunannya telah diketahui. Biasanya, metode-metode tersebut dapat berhasil
secara baik, namun terkadang dapat juga mengalami kegagalan terutama untuk
kedua titik data yang berada di ujung data yang sangat sukar untuk menentukan
turunannya [5].

Oleh sebab itn, suatu pendekatan alternatif yang dapat digunakan untuk
fitting data ini adalah dengan menerapkan polinomial orde rendah terhadap
subkumpulan titik data. Polinomial penyambungan ini disebut dengan fimgsi
splin. Konsep splin berasal dari teknik menggambar dengan menggunakan
lempengan yang fleksibel dan tipis (dinamakan splin) untuk menggambarkan
kurva yang licin melalui sekumpulan titik.

Splin tediri dari 3 jenis, yaitu splin linear, splin kuadratik, dan splin kubik.
Dalam praktiknya, splin kubik yang sering dipakai karena memberikan
aproksimasi yang lebih dapat diterima walaupun turunan ketiga atau yang lebih

tinggi bisa diskontinu, namun biasanya tidak dapat dideteksi secara visual

sehingga dengan sendirinya dapat diabaikan [7].



Tujuan interpolasi splin kubik ialah menurunkan suatu polinomial orde

ketiga untuk setiap interval di antara titik data (x;, p;(x;)), yaitu
p;j(x) = a; + bj(x — x;) + ¢;(x — ) +di(x—x)*, j=12,..m
dengan a;,b;, ¢j,dan d; adalah koefisien-koefisien yang nilai-nilainya akan
dicari. Interpolasi ini sangat berguna untuk fitting data, dimana bentuk fungsinya

maupun turunannya tidak diketabui.

Sebagimana yang akan ditunjukkan pada Bab 3 nanti, turunan kedua dari
setiap subfungsi pada interpolasi splin kubik di atas menentukan nilai-nilai
koefisien b;,cj, dan d;, sehingga perlu dicari solusinya. Permasalahan ini

kemudian dapat dimodelkan dalam bentuk sistem matriks tridiagonal

vy wy O 0 r 71 1 -rlw
U v Wy 0 23 T2

0 uz vy w; 0 L ]

0. o oo BB Vng Whoi||Pnet Th-1
@ o - Bd eIl z, ) Lgds

dimana matriks kolom Z = [z;,23,...,2,]7 berisi turunan kedua dari sub-
subfungsi pada interpolasi splin kubik.

Biasanya untuk menentukan solusi matriks kolom Z pada sistem
persamaan di atas, metode Eliminasi Gauss seringkali dipakai. Akan tetapi,
karena elemen-elemen yang bernilai nol lebih dominan pada matriks tridiagonal
yang berukuran besar, maka dipandang perlu untuk menerapkan sebuah metode
yang dapat mengefisienkan proses komputasi yang digunakan dalam
menyelesaikan sistem tridiagonal tersebut. Salah satu metode yang dapat dipakai
adalah algoritma matriks tridiagonal yang dikembangkan oleh Llewellyn
Thomas, sehingga algoritma tersebut juga dikenal dengan nama algoritma

Thomas [1].



1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana cara
menentukan nilai turunan kedua dari fungsi splin kubik dengan menggunakan
algoritma matriks tridiagonal sehingga kurva dari fungsi splin kubik tersebut

dapat dibuat.

1.3 Pembatasan Masalah
Pada penelitian ini, Penulis membatasi permasalahan pada penentuan nilai
turunan kedua dari fungsi splin kubik dan bentuk fungsi splin kubik untuk jenis

splin alami dan splin berujung parabolik dengan interval yang tidak seragam.

1.4 Tujuan Penulisan
Tulisan ini bertujuan untuk melihat penggunaan algoritma matriks

tridiagonal pada interpolasi splin kubik.

1.5 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan pada penelitian ini terdiri dari :

Babl : Pendahuluan
Bab -ini menjelaskan mengenai latar belakang penulisan,
perumusan masalah, batasan masalah, tujuan penulisan, dan
sistematika penulisan.

Bab1II : Landasan Teori
Bab ini berisi tentang teori-teori yang mendasari bagian
pembahasan, yaitu turunan, sistem persamaan linear dan matriks,

matriks tridiagonal, dan algoritma matriks tridiagonal.



Bab III:

Bab1IV:

Hasil dan Pembahasan

Bagian ini merupakan bagian inti dari penulisan yang membahas
mengenai interpolasi splin kubik, menentukan nilai turunan kedua
dari fungsi splin kubik dengan menggunakan algoritma matriks
tridiagonal dan menentukan bentuk fungsi splin kubik.

Kesimpulan

Bab ini berisi kesimpulan dari permasalahan yang telah dibahas
pada bab sebelumnya dan saran untuk pelaksanaan penelitian

selanjutnya.



BABII

LANDASAN TEORI

2.1 Turunan
Definisi 2.1.1 [6]
Turunan fungsi f adalah fungsi lain f’ (dibaca “f aksen™) yang nilainya pada

sebarang bilangan ¢ adalah

fle+h)—f(c)
h

f'(e) =lim
asalkan limit ini ada. Jika limit ini memang ada, maka dikatakan bahwa f
terdiferensialkan (mempunyai turunan) di c.
Turunan Tingkat Tinggi [6]

Operasi pendiferensialan mengambil sebuah fungsi f dan menghasilkan
sebuah fungsi baru f’. Jika f' didiferensialkan, maka masih menghasilkan fungsi
lain, dinyatakan dengan f” dan disebut turunan kedua dari /. Kemudian dapat
diturunkan lagi, dengan demikian menghasilkan £, yang disebut turunan ketiga,

dan seterusnya.

2.2 Sistem Persamaan Linear dan Matriks
Sebuah garis yang terletak pada bidang xy dapat dinyatakan secara aljabar
dalam suatu persamaan berbentuk
ax+amy==>5b
dimana a;, a;, dan b merupakan konstanta riil, dan @; dan a; tidak keduanya nol.

Persamaan ini disebut persamaan linear dengan variabel x dan y. Secara umum



didefinisikan, persamaan linear dengan » variabel x5, X2, ..., Xn sebagai pernyataan
yang dapat dinyatakan dalam bentuk
axy + asxy + ... +apXa =b.

Sistem Linear [3]

Sejumlah tertentu persamaan linear dalam variabel x5, x2, ..., ¥n disebut
sistem persamaan linear atau sistem linear.
Matriks
Definisi 2.2.1 [3]
Matriks adalah sebuah susunan segiempat siku-siku dari bilangan-bilangan.
Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan elemen matriks. Ukuran
sebuah matriks ditentukan oleh banyaknya baris dan kolom. Untuk matriks M

yang berukuran r x s dapat ditulis sebagai berikut :

myy Myz > Myg

Mzy Mpz - Mg iy
M= . : 7 N [™i5]xs

Mpy My o My

dengani=1,2,.., rdanj=12,..,5.
Elemen matriks M dinyatakan dengan huruf kecil dan diberi dua indeks. Elemen
yang terletak pada baris ke-i dan kolom ke~ dari matriks M dinyatakan dengan
my.

Matriks bujursangkar adalah matiks yang jumlah baris dan kolomnya sama
(7 = 5) dan dikatakan berukuran r atau berukuran s. ’
Definisi 2.2.2 [3]
Jika A adalah matriks m X r dan B adalah matriks r X n, maka hasilkali 4B
adalah matriks m X n yang elemen-elemenya ditentukan. Untuk mencari elemen

pada baris ke-i dan kolom ke-j dari AB, pisahkanlah baris ke-i dari matriks 4 dan



kolom ke-j dari matriks B. Kalikan elemen-elemen yang bersesuaian dari baris

dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkan hasil yang diperoleh.

2.3 Matriks Tridiagonal
Matriks tridiagonal adalah matriks bujursangkar yang seluruh elemen
bukan 0 (nol) berada di sekitar elemen diagonal, sementara elemen lainnya

bernilai 0 (nol). [8]

Contoh :
3 6 0 O
12 -4 1 0
A= lo R
o0 O 8 B9

2.4 Algoritma Matriks Tridiagonal
Algoritma matriks tridiagonal biasa digunakan untuk menyelesaikan
sistem persamaan tridiagonal. Suatu sistem tridiagonal untuk n yang tidak
diketahui, dapat ditulis sebagai berikut
U;iZj—q + ViZi + WiZiy1 =T,

dimana u, = 0 dan w, = 0. Dalam bentuk matriks, sistem ini ditulis sebagai

berikut
VT W 0 0 r Z1 7 2
U; Vy Wy 0 Z 2
0 u; v w 0 Z r
& & : 2 l=1F | a0
0 -« = Upq Vp-g Wp-1l|Zn-1 Th-1
0o 0 - 0 T v, ILzp 1 L7

Langkah pertama adalah memodifikasi koefisien-koefisien menjadi seperti berikut



~ 121
W =4 we T dieessrsasessasnssaarennany 2.4.2
l i §i=23,..,n—1 @4.2)
vi-Wi_a U
dan
n .
) v 51
e S T (2.4.3)

e 2,3,.n

Langkah di atas merupakan bentuk eliminasi maju.
Langkah selanjutnya adalah menentukan solusi yang dapat diperoleh kemudian
dengan substitusi mundur sebagai berikut:

z, =%, dan x; =F; —WiZjyq; i=n-1,n-2 L [ (2.4.4)

Catatan :

1. Alporitma tersebut hanya dapat digunakan pada matriks yang diagonal
utamanya dominan, yaitu jv;} = luy| + |w;| untuk i = 1,2, ...,n dan paling
tidak ada satu i sedemikian sehingga |v;| > |u;| + [wyl.

2. Banyaknya operasi aritmatik yang diperlukan dalam algoritma tersebut
adalah sejumlah 10n — 11 operasi. Ini diperoleh dari penjumlahan seluruh
operasi aritmatik yang dipakai pada persamaan (2.4.2), (2.4.3), dan (2.4.4).

Sedangkan pada eliminasi Gauss dibutuhkan sebanyak ?_'_3_72{_7?11

operasi aritmatik [2].
Dapat dilihat bahwa algoritma matriks tridiagonal lebih efisien dalam
mencari solusi sistem tridiagonal (2.4.1) dibandingkan dengan Eliminasi

Gauss untuk n = 3.



Contoh :

Selesaikan sistern persamaan berikut ini dengan menggunakan algoritma matriks

tridiagonal
1 1 0 0]f& 4
1 2 1 0f|%=|_|5
0 1 2 1|]%s 6
0 0 0 1112 7
Penyelesaian :

Dengan menggunakan algoritma di atas, maka

_w1_1....1
wj'—hv‘]__l_
w ol
2 Y, —Wuy 2-1-1"
- Wa 1
Wy = s = =1
V3 — Waliz 2—1-1
dan
e 4
ffpo m—=—=4
: V1 1

_ 13—t 6—1-1_5
3_173—"4721&3—2—1'1_
~_T4—T3u4 7_5'0_7
4_.174—W3u4—1—1'0_

Z3=F3—W324=5""1'7=_2
* ZZ=17'2"W2Z3=1_1'(—2)=3

21-——?1—W122=4—1-(3)=1



Dengan demikian diperoleh :
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BAB III

HASIL DAN PEMBAHASAN

31 Inte;rpolasi Splin Kubik
Misalkan terdapat » titik data di bidang-xy,
(21, ¥1), (X2, ¥2), -vr) (X, V) -
yang nilai-nilainya diketahui. Titik-titik data ini diinterpolasi dengan.
menggunakan metode splin kubik, yaitu dengan membangun fungsi

pi(x), X Sx=x,

p2(x), x<x<x3

P(x) = SR < B 8 )

Prs(®), Xy ST Sy
dimana p;(x), j=12,..,n—1 adalah polinomial; pangkat tiga yang
didefinisikan oleh
pi(x) = a; + by(x — x;) + ¢ (x — %)% + dj(x — %)%, % S x < Xjyq (3.1.2)
dengan a;, b; ¢;, dan d; adalah koefisien yang nilai-nilainya akan dicari untuk
menentukan P(x). Perhatikan bahwa jarak antara dua titik data yang berdekatan

pada koordinat-x dapat dinyatakan secara umum dengan by = Xj4q — X;

Lebih lanjut, fungsi P(x) yang akan dibangun pada interpolasi splin kubik
ini adalah fungsi yang memenubhi sifat-sifat sebagai berikut :
(D) P(x) melalui seluruh titik data,
(ii) P(x) kontinu pada interval {x;, x,],
(iii) P'(x) kontinu pada interval [x;, x,],

(iv) P"(x) kontinu pada interval [xy, x,,].



Dari sifat (i), dapat disimpulkan dengan jelas bahwa
P(X)) =¥j  ceverenemiiniiniiinn e (3.1.3)
untuk j = 1,2, ...,n. Karena x; € [}, X;44], dari persamaan (3.1.1) dan (3.1.2)
didapatkan P(x;) = p; (xj) = a;, schingga dengan menggunakan persamaan
(3.1.3) diperoleh
@) = Yj  ereetisemereioisnimmeeintiaeas st e (3.1.4)
untuk j =1,2,..,n— 1.

Kemudian dari sifat (ii) yang menyatakan bahwa P(x) kontinu di setiap
titik data, maka setiap subfungsi p;(x) pada persamaan (3.1.2) harus dibuat
bertemu di titik-titik ujungnya yang beririsan, yaitu

Pre1(41) S PEie1) et (3.1.5)
untuk j = 1,2, ...,n — 2. Dari persamaan (3.1.2), diketahui

i) = AN . Bt (3.1.6)

p;(%41) = @ + Bi(%741 — 27) + G (a1 — %)% + i (g1 — %)% ..(3.1.7)
sehingga jika disubstitusikan dua persamaan terakhir ini ke persamaan (3.1.5) dan
kemudian gunakan persamaan (3.1.4) dan by = x;,.; — x;, maka diperoleh

Vis1 =¥+ bl + g2 +dihy®, j=1,2,.,n =2 .....(3.18)
Khusus pada saat x = x;,, dari persamaan (3.1.1) dan (3.1.2) bisa ditulis

P(xp) =pp-1(xp) = ay_y +b 1 —xp1) + cn—1(xn'_xn—1)z

Fdp 1 (X —2Xp—1)® e (3.1.9
Dengan menggunakan persamaan (3.1.3) dan (3.1.4), persamaan (3.1.9) dapat

ditulis kembali

12



Yo = Ypot + bp1hn + Cnahn® F dn1hn® oo (3.1.10)
dengan h, = X4 — X,. Oleh karena itu, persamaan (3.1.8) dan (3.1.10) dapat
digabung menjadi

Vo1 =y H B+ ght + kP, j=12,,m—1 e (BULIY

Sementara itu, turunan pertama dari P(x) pada persamaan (3.1.1) adalah

pi(x) = by + 2¢,(x — ;) + 3dy(x — %)%, X Sx <X
P.r(x) = pé(x) = bz + 2Cz(x = xz) + 3d2(ft — xz)z, Xz cx < X3, -"(3'1.12)

Pl () = by_g + 26 1 (x — Xqg) + 3 (X —Xp1)2 X1 SX < Xy

dan turunan keduanya
pl(x) = 2¢q + 6dy(x — x4), X< x<x;
prixy =] P20 =262+ 6dp(x — %), PSPl | (3.1.13)

Pn-1(x) = 2¢p—1 + 6d —16’1 —Xp-1) ¥n-1 SX S Xp
Dengan memandang persamaan (3.1.12) di atas, maka sifat (iii) yang menyatakan
P’ (x) kontinu di seluruh titik data, dapat dibuat hubungan berikut:
bl G, ] (3.1.14)

untuk j = 1,2, ...,n — 2. Dari persamaan (3.1.12), diketahui bahwa

D} gy (O = D T S SRS OTe . gt ... (3.1.15)

Pj(x141) = by + 261 (%540 — %) + 305 (731 = 5)* oo (3.1.16)
sehingga persamaan (3.1.14) menjadi

biy1 = b+ 2qhy + 3dihy%, j=1,2,0,n—=2 e (3117)
dengan by = x4 — X;.

Selanjutnya dari sifat (iv) dan dengan memandang persamaan (3.1.13),

kita juga perlu mensyaratkan
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p}Ll(xj+1) = pj (xj41) rerereernressnsessnssrneasannes(3.1.18)
untuk =1, 2,..,n—2. Perhatikan pada saat x=xj, j=12,.,n—1,

persamaan (3.1.13) menghasilkan hubungan

"
q=1%&j=1gw”n—1 ................................ (3.1.19)

Dengan menggunakan hubungan di atas, pernyataan pj'(x;41) yang diperoleh dari
persamaan (3.1.13) dapat ditulis

Py (%541) = P (%)) + 6d; (2741 — %) j=12.,m—1 ..(3.120)
Jika disubstitusikan persamaan terakhir ini ke persamaan (3.1.18) dan dari
pernyataan P"(xj,1) = Pjy1(%j+1), maka kita akan sampai pada hubungan
berikut:

M _pit
¢=P@ﬁLPW%j=Lzmm—2 ...................... (3.121)

dengan hj = xj,.1 —x;. Khusus pada saat x =x,, persamaan (3.1.13)
memberikan

P (%) = Pl_1(%) = 2¢p—q1 + 6dn_1 (X — Xn_3) -eeeenn (3.1.22)
Karena c;,—1 =i(’;"—"l (dari persamaan (3.1.19)) dan h, = xXp4; — Xy, maka
persamaan (3.1.22) dapat diubah menjadi

" _pit
dm4=P(%2;“Wﬂ T /B AN S 7(3.1.23)

sehingga bersama-sama dengan persamaan (3.1.21) membentuk

P"(x541)-P"" (x})
dj =

e O (3.1.24)

Terakhir, dengan memasukkan nilai ¢; pada persamaan (3.1.19) dan d; pada

persamaan (3.1.24) ke persamaan (3.1.11), diperoleh
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_ vy [P CeadteP O] |
by == ‘[ : hj=1,2,n—1 ..(3.125)

Dengan demikian, telah didapatkan nilai-nilai untuk koefisien ay, by, g,

dan d;. Hasil yang diperoleh dapat dirangkum dalam teorema berikut ini.

Teorema (Interpolasi Splin Kubik)
Diberikan n titik data (xy V1), (X2, ¥2)s s (Xn, ¥n) dengan hi = %41 — ),
j=12,..,n—1 Splin kubik

(@), xSx=x,

P(x) = P2 (%), x:z <x<x3

Pr—1(x), xn.—l X=Xy,
dengan
py(x) = a; + by(x — x)) + g(x = )? +dj(x — %)), % S X < Ajyq
yang menginterpolasi titik-titik data yang diberikan, mempunyai koefisien-

koefisien sebagai berikut

a4y =Yy,
/S P"(xj41) + ZP"(xj)] -

¢l hj 6 J

P (%)

gl 2
L P () = PG

1= 6h; g

/
untuk j = 1,2, 0, =1 e (3.1.26)

Dari hasil ini, dapat dilihat bahwa nilai koefisien b;, ¢;, dan dj tergantung
dari nilai-nilai P (x;), P"(x2), ..., P" (x,) yang belum diketahui. Oleh karena itu,
nilai-nilai tersebut perlu dicari agar dapat ditentukan fungsi splin kubik P(x).

Untuk melakukannya, &, c;, dan d; pada persamaan (3.1.26) disubstitusi ke
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persamaan (3.1.17), sehingga diperolch

Yirz=Yj1 RjsaP (xpe2) RpeaP" (%j41) - ed hP"(xj41)  RyP "(x))

Rjet 6 3 hy 6 3
+P" (2 )y + - "("“;3;" TEDRZ i (3.1.27)
atau
iy P (%)) + 2(Ry + Ry )P (%ga1) + hysa P (x502) = 6 [ymh;fjﬂ B yjﬂf; y,]
untukj = 1,2, ., =2, e (3.1.28)

Persamaan (3.1.28) di atas dapat ditulis dalam persamaan matriks sebagai berikut :

(DY - . o S 0 (3.1.29)
dimana matriks
h1 2(h1 + hz) h2 o 0 0 0
0 hz 2(h2 + h3) b 0 0 0
H=|: : H : g i,
0 0 0 o 2{hp-3 + hn-2) hp— 0
0 0 0 hp-2 2(hp—2+hp-1) hna
Ya=yYz _Ya=¥1 7
h h
P"(x1) Ya-ys _ Vs32
P"(x3) ks ha
P (xp.- 1) Yn-1"¥n-2 _ ¥n—2"¥n-3
B h
P"(xn) J’n':l‘.\’:d - _J_’:L—z—J’:—z
hn-1 hp-2

Perhatikan bahwa sistem linear di atas terdiri dari #—2 persamaan dengan n
variabel P"(xy), P" (%), .., P"(x,), sehingga untuk mendapatkan solusi
P"(xy), P"(x2), .--, P" (%) yang unik, dibutuhkan dua persamaan tambahan. Dua
persamaan tambahan ini dapat diperoleh dari syarat batas yang berlaku pada

P"(x,) dan P"'(x,). Terdapat beberapa jenis syarat batas yang dapat digunakan,
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dua di antaranya adalah syarat batas pada splin alami dan splin berujung

parabolik.
3.1.1. Splin Alami
Pada jenis ini, syarat batas yang digunakan adalah:
P'ix)=P'(x) =0 i, (3.1.1.1)

Dengan menambahkan dua persamaan ini ke sistem (3.1.28), diperoleh

HP=6K = e (3.1.1.2)
dimana matriks
r1 0 0 0 0 0
hl Z(h-l + hz) h2 bl 0 0 0
0 hy 2(hy + h3) 0 0 0
Hy=|: ; ; ; ; o,
0 0 0 o 2(hp3 +hn—2) ka2 0
0 0 0 hn—2 2(hp-2 + A1) hp-s
L0 0 0 0 0 1
0
- pr - Y3=¥Vz Y2~
P"(xl) h hy
P"(x2) Yam¥s _ YaP2
P'"(x3) ha hz
P= : dan 6K =6 :
P (x,-2) Yn-1—¥n—2 _ Yn-2"Vn-3
" Rns hy—
LPP’(’JEHH;) Yn=¥n-1 _ yn-rny:-z
Xn) - hp-1 hAp-2
L 0

Perhatikan bahwa dari persamaan (3.1.1.1), P"(x;) dan P”(x,) dapat
dieliminasi dari sistem di atas, sehingga didapatkan

HyP = 6K oo eneneiaens (3.1.1.3)

dimana matriks
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2(hy + hy) h, 0 o 0 0
hy 2(hy + h3) hg 0 0 0
0 ha 2(hs +hy) -~ 0 0 0
Hy = ; : ; : ; :
0 0 0 o 2(hp-4 + hp-3) Rz 0
0 0 0 Rn-3 2(hp3 + hp-3) hn-s
0 0 0 0 hn-z 2(hn-z + hy-1)!
Ya=¥o  Yz2=¥1
hz h1
- P"(xz) - Ys=V3 Y3~V
PH (x ) h; ky
3 YsYe_ Ya¥s
P"(x4) ha hs
p=| i |,dan6K=6 :
p" (xn—3) J’n—:;l:)n-a - 3’:1-—:;31:1—4
" = =
\-P "(xﬂ—Z) Yn-1"¥Yn-2 _ Yn-2"¥n-3
P (xn._i). [ Y hn-3
Yn—¥n—1 _ Yn-1=Vn-—2
Rp-a hp—2

Sisten linear (n—2)X(n—2) di atas dapat disclesaikan untuk
mendapatkan solusi unik P”(x3), P”(x3), ..., P" (xp~1), sedangkan untuk P"(xy)
dan P" (x,,) ditentukan oleh persamaan (3.1.1.1), yaitu P” (x,) = P"(x,) = 0.

Secara fisik, splin alami akan menghasilkan ujung-ujung dari splin
penggambar memanjang secara bebas tanpa hambatan di luar titik-titik
penginterpolasi. Bagian-bagian ujung splin di luar titik-titik penginterpolasi akan
membentuk 'suatu garis lurus, yang mengakibatkan P" (x) tidak ada pada titik-titik
ujung x; dan x,. Oleh karena itu, dihasilkan syarat matematis P"(x;) =
P"(x,) = 0. Splin alami cenderung untuk meluruskan kurva penginterpolasi pada

titik-titik ujung, yang mungkin tidak dikehendaki.

3.1.2 Splin Berujung Parabolik
Jenis ini menggunakan syarat batas

P(x0) = P"(X3)  ceeerereereeeeneeeesienessnesnesenen (3.1.2.1)
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dan
P(xp) = P"(Xpo1)  veeeereceseensiniiiininiens i (3.1.2.2)

Dengan menambahkan dua persamaan ini ke sistem (3.1 .28'), diperoleh

HoP = 6K  ececeeeeersmmeresessesessansssssanes (3.123)
dimana matriks
-1 -1 0 0 0 0 W
hy 2(h +hy) hy 0 0 0
0 b, Z(h2 + hg) e 0 0 0
Hy=|: H : H : N
0 0 0 e 2(hpg + nz) hyz 0
0 0 0 S 2(hy2 + hnr) By
-0 0 0 0 -1 1 -
0
_ P"(x1) .| th:'z _Yzh1y1
P (xz) Ya=¥s _ Ya~Y2
P"(x3) ha hz
P= : dan 6K =6 :
P"(xp_3) J’n-’: —Yn-z __ J’n—:n—yn—a
r" n-2 -3
P ,(,x"_'l) Yn—=¥n-1_ Yn-1"V¥n—2
L P"(xn) | hyp-q hp—»
0

Persamaan (3.1.2.1) dan (3.1.2.2) dapat digunakan untuk mengeliminasi
P"(x,) dan P"(x,) pada sistem di atas schingga didapatkan sistem linear

(n — 2) x (n — 2) berikut ini:

HyP = 6K e (3.1.2.4)
dimana matriks
3h1 + th hz 0 aee 0 0 0
hz Z(hz + hg) h3 b 0 0 0
0 ke  2(ha+hg) - 0 0 0
H = E E E - E E E *
1 o 0 0 o 2pathes)  hass 0
0 0 0 Rp-3 2(hy-3 + hp—2) hn-z
0 0 0 0

ka2 3hp—3 + 2hp—
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Ya=¥a _Y2—¥1 .

hz hy
Ya— -

- PY(xp) T 4h3y3 _ Y:ih :’2
P"(x3) ¥s=Ys _ Ya~Va
P"(x4) hy Ra

P= : dan 6K =6 :

P"(xp_3) Yn-2"Yn-3 _ ¥n-3"Vn-4

P"(xp2) hﬂ_‘3 hn_—4

| pr (xn ) ¥n-1—¥n—2 _ Yn—2"¥n-3

i hp— Rn—3
Yn~¥n-1 _ ¥n—1"¥n-z
hn-1 Ap-2

Setelah solusi unik P"(xp),P"(x3),-..,P" (xn—y) dari sistem di atas
diperoleh, maka kemudian P"(x;) dan P"'(x,) masing-masing dapat ditentukan
. dari persamaan (3.1.2.1) dan (3.1.2.2). Secara fisis, splin berujung parabolik

berbentuk kurva parabola pada interval-interval ujungnya.

32 Menentukan Nilai Turunan Kedua dari Fungsi Splin Kubik dengan
Menggunakan Algoritma Matriks Tridiagonal dan Menentukan Bentuk
Fungsi Splin Kubik

Algoritma matriks tridiagonal, dapat digunakan untuk menentukan solusi
matriks kolom X. Pada interpolasi splin kubik, matriks kolom X yang dimaksud
merupakan nilai-nilai turunan kedua dari subfungsi yang akan dicari (dinotasikan
dengan P"(x)), sehingga bentuk dan turunan fungsi pada interpolasi splin kubik
untuk kedua jenis splin (splin alami dan splin berujung parabolik) dapat
ditentukan secara efisien

Tabel 3.2.1 Data Kecepatan Penerjun [7]

No data (f) 1 2 3 4 5
x 1 3 5 7 13
y 800 2310 3090 3940 4755
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Keterangan : x = waktu (detik)
y = kecepatan (cm/detik)

Dari data di atas, dapat dilihat bahwa untuk setiap waktu yang diberikan
dengan interval tertentu, kecepatan seorang penerjun bernilai tertentu. Pada j=1
sampai dengan j=4, interval masing-masing x-nya seragam tetapi interval
kecepatannya berbeda, Sedangkan untuk j=4 ke j=5, interval x-nya jauh berbeda
dan diketahui kecepatannya masing-masing seperti pada tabel. Maka untuk ukuran
waktu yang lain pada interval [1,13] bisa diperoleh kecepatannya dengan melihat
kurva yang nanti akan terbentuk dari fungsi splin yang dibangun.

Sebagai contoh, akan ditentukan bentuk fungsi interpolasi splin kubik dari
data pada Tabel 3.2.1 untuk jenis splin alami dan splin berujung parabolik dengan
bantuan algoritma matriks tridiagonal.

Dari data nilai-nilai interval antar-x (dinotasikan dengan /) sebagaimana
yang tercantum pada Tabel 3.2.2.

Tabel 3.2.2 Data Kecepatan Penerjun dan Interval Waktu

No data (f) 1 2 3 4 5
x 1 3 5 7 13
y 800 2310 3090 3940 4755
Ry = Xjp1 ~ X 2 2 2 6
a. Splin Alami

Jumlah titik data yang ingin diinterpolasi adalah n = 5, sehingga persamaan

(3.1.1.3) menjadi

Ya—Y2 Y2~
2 + hy) ke 0 P"(x2) Ys ’EJ’S V3 ’113’2
b 2mthy kPG| =6[F -
0 h3 Z(ha + h&) P"(xll) Vs .3 y4 y4 ij
he kg
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Input nilai-nilai pada Tabel 3.2.2 ke sistem di atas, maka
8 2 0 P"(xz) 2190
[2 8 2{|P'(x3)|=]| 210
0 2 16 P (xs) 1735
Selanjutnya algoritma matriks tridiagonal digunakan untuk menentukan nilai

P (x) sebagai berikut :

1. Substitusikan persamaan (2.4.2) dan (2.4.3) ke persamaan (2.4.1), maka

2
ﬁ"1 = ':i]; =—-=0 25
1
~ L)) o 2 -
W= vy — Wi, 8—025.2 e’
dan
= 7 —y )
L _TamRu, 210-(=27375:2) o
2=y —Wu; | 8-(025-2)
g T _f2u3 _ —1735 — (101 e 2) _
B W 16— 2
2. Gunakan persamaan (24.9) untuk menentukan

P"(x), P"(x3),dan P"(x,), sehingga diperoleh

P"(xq_) = 7‘:3 = —125.24
P" (xg) = 712 - WzP"(x,q) = 134.40

p" (xz) =7 — WIP"(xg) = —307.35

P"(x;)dan P"(xs) diperoleh dari syarat batas splin alami, yaitu :

P"(x,) = P"(x5) = 0.
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3. Selanjutnya, nilai aj,b;, ¢;,dand; dapat ditentukan untuk memperoleh
P(x) dengan menggunakan persamaan (3.1.26), sehingga diperoleh
sebagai berikut :

a; = y;, maka
a, =y, = 800
a, =y, = 2310
az = y; = 3090

Ay =YV = 3940

L e P"(xj+1)+2P"(xj)]
bj = " [ P hj, maka

b1 = 857.4‘5
bz = 550.10
bs = 377.15

b, = 386.31

¢ = P—-gﬂl, maka

€ = 0.00
¢, = 153.67
C3 = 67.20

Cy = —62.62

_ P"(xjﬂ)—P"(xj) |
d; = oh; , maka |

d1 = —-25.61




dz = 36.81
d3 = —21.64

d4 = —3.48

4. Perhatikan persamaan (3.1.1) dan (3.1.2), yaitu fungsi splin kubik

pi(x), X Sx=x
p2(x), XS x=X3

P(x) =
pn—l(x): Xp—1 S X = Xp,
dengan

p;(x) = aj + by(x — x7) + ¢ (x ~ x;)* + dj(x —x)°, % £ X < X4

Dari nilai-nilai koefisien yang sudah didapatkan di atas, diperoleh bentuk

fungsi splin kubik
( p,(x) = 800 + B57.45(x — 1) — 25.61(x — 1)°,
1<x<3,
p,(x) = 2310 + 550.10(x — 3) — 153.67(x — 3)? + 36.81(x — 3)%,
P(x) = 4 3=x<5,
pa(x) = 3090 + 377.15(x — 5) + 67.20(x — 5)2 — 21.64(x — 5)°,
5<xs7,
. (x) = 3940 + 386.31(x — 7) — 62.62(x — 7)% — 3.48(x — 7)%,
s 7<x<13

Dengan menggunakan Matlab 6.5, kurva fungsi splin kubik tersebut dapat

digambarkan sebagai berikut :
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Gambar 3.2.1 Kurva Splin Alami

b. Splin Berujung Parabolik
Untuk # = 5, persamaan (3.1.2.4) menjadi

B BN
I h-!
3k, + 2h; ks 0 P"(x2) . },3"_*_),‘
he  2(hp + k) b P =6 T
0 hs 2(hg + ko) 1P (%) Vs — ¥ T3y
ky B

Input nilai-nilai pada Tabel 3.2.2 ke sistem di atas, sehingga diperoleh

10 2 01{P" (%) 2190

2 8 2] "(xx)|=| 210

o 2 16l|P"(x;) 1735
Selanjutnya algoritma matriks tridiagonal digunakan untuk menentukan nilai,
P"(x) sebagai berikut:

1. Substitusikan persamaan persamaan (2.4.2) dan (2.4.3) ke persamaan

(2.4.1), sehingga diperoleh :
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wp = v—1 = E = (.20
Wy 2
W, = = =0.26
W= e = 8—020-2
dan
. nn_—2190 _ 245
1= 2—10__
T, — U 210 - (-219-2
f=—2 = ( ) _ 85.26
U — Wil 8- (020 . 2)
- 7 —1735 - (85.26-2
po= 2 Bl ( ) _ 12315
V3 — Walls 16 — (0.26 - 2)
2. Gunakan persamaan (2.4.4) untuk menentukan

P"(x;), P"(x3),dan P" (x,), sehingga diperoleh

P"(x,) = 3 = =123.15

P"(x3) = f'z i WZP"(J.'.;) = 117.67
P"(xz) = i:l = W]_P"(x:;) = —242.53
P"(x,) dan P"(xs) diperoleh dari syarat batas splin berujung parabolic,

yaitu: P"(x;) = P"(x;) = —242.53 dan P"(x5) = P"(x4) = —=123.15

3. Selanjutnya, nilai a;, b;, ¢;,dan d; dapat ditentukan untuk memperoleh
fungsi P(x). dengan menggunakan persamaan (3.1.26), yaitu
a; = y;, maka
a; =y, =800
a, =y, = 2310
az =y; = 3090

ay = Y5 = 3940
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_ Yt 7Y P"(x141) + 2P" (x))
2 3

bj hj ) maka

b, = 993.14
bz = 51247
b, = 387.60

b4 = 505.28

P" .
;= —Ej—) ,maka

J 2

¢, = —117.97
¢y, = —121.27
c; = 58.84

¢, = —61.58

P i €750 Il )
1 6h; ’

dz = 30.02

d, = 0.00

4. Perhatikan persamaan (3.1.1) dan (3.1.2), yaitu fungsi splin kubik

nx), xnsx=<x
P(x) = p2(x), x=2 <x<x3

Pn-1(%), Xpqg Sx <Xy,

dengan
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m&3=%+%@—g)+q@—%f+¢@—qf,géxigﬂ.

Dari nilai-nilai koefisien yang sudah didapatkan di atas, maka diperoleh

bentuk fungsi splin kubik sebagai berikut

P{x) = 1

¢ p () = 800 + 993.14(x — 1) - 117.97(x — 1)?— 0.55(x — 1%,
1=x=3,
p:(x) = 2310 + 512.47(x — 3) —121.27(x — 3)* + 30.02(x — 3)°,
3<x=5,
1. (x) = 3090 + 387.60(x — 5) + 58.84{x — 5)* — 20.07(x - 5)3,
S=x=27,
p,(x) = 3940 + 505.28(x — 7) — 61.58(x — 7)%,

7<x=<13.

Dengan menggunakan Matlab 6.5, kurva dari fungsi splin kubik tersebut

dapat digambarkan sebagai berikut :

4500

Gambar 3.2.2 Kurva Splin Berujung Parabolik

Apabila kurva splin alami digabung dengan kurva splin berujung

parabolik, maka akan terlihat perbedaan bentuk kurvanya, seperti pada gambar di

bawah ini
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Gambar 3.2.3 Kurva Splin Alami yang Digabung dengan Kurva Splin
Berujung Parabolik

Keterangan :
kurva berwamna hijau : splin alami

kurva berwarna merah : splin berujung parabolik
Dari kurva di atas, perbedaan signifikan terlihat pada masing-masing

ujung kurva. Hal ini disebabkan oleh syarat batas splin alami dan splin berujung

parabolik yang berbeda.
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BABIV

KESIMPULAN DAN SARAN

4,1 Kesimpulan

Dari penelitian ini, dapat diambil kesimpulan sebagai berikut :

1. Metode pendekatan melalui interpolasi splin kubik dapat dijabarkan
sehingga turunan kedua dari setiap subfungsinya membentuk matriks
tridiagonal.

2. Bentuk fungsi splin kubik dapat ditentukan dengan mencari nilai turunan
kedua dari setiap subfungsinya, dengan menggunakan algoritma matriks
tridiagonal. Algoritma ini memudahkan penentuan turunan kedua pada
fungsi splin kubik.

3. Dari dua jenis splin yang diuraikan, yaitu splin alami dan splin berujung
parabolik, dihasilkan bentuk fungsi splin kubik yang berbeda. Hal ini
mempengaruhi bentuk kurva, karena fungsi splin kubik dibangun oleh nilai-
nilai koefisien a;,b;,¢; dan d; yang berbeda. Ini disebabkan oleh syarat

batas pada masing-masing jenis splin yang digunakan.

4.2 Saran
Untuk penelitian selanjutnya, Penulis menyarankan agar membahas
interpolasi splin kubik dengan algoritma matriks tridiagonal untuk jenis yang lain,

seperti splin berujung kubik, periodik, dan clamped.
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Lampiran

a.

membuat kurva splin alami

x=[1,3,5,7,13]; 3data x
y=[800,2310,3090,3940,4755]; “data ¥
tnilai-nilai koefisien splin kubik
a=[800,2310,3090,3940,4755];
b=[857.45,550.10,377.15,386.31]:;
¢=[0.00,-153.67,67.20,-62.62];
d=[-25.61,36.81,-21.64,3.48];

dx=0,01; p domai semakin kecil d remakin mulns k
zall=[];
pall=[]:

for i=1:4
zg=[x(1):dx:x(i+l)]; %interval
p=a(i)+b(i)*(z x(1)}+c(i)*(z X(1)) *2+d[1)‘(z-X(1)J
zall=[zall,z]; rv pli ubik yang dig
pall=[pall,p]:; 5%fungsi splin kubik yang digal

end

plot(x,¥y, ,2all,pall, *g"):
xlabel('x");
ylabel ('P"):

membuat kurva splin berujung parabolik

x-[l,3,5,?,13]; lata X
y=[800,2310,3090,3940,4755]; %data

a=[800,2310,3090,3940,4755];
b=[993.14,512.47,387.60,505,28] ;
c=[-117.97,-121.27,58.84,-61.58];
d=[-0.55,30.02,-20.07,0.00);

dx=0.01;
zall=[]:
pall=[];

for i=1:4
z=[x(1):dx:x(i+l)]; %interval splin kubi

p=a(i)+b(i)*(z-x(i))+c(i)*(z-x(1)). ’*2+d{1)‘(z-x(1]} 43; %fungs

al splin kubik yang digabung

zall=[zall,z]; *interv
pall=[pall,p]; 5t 1

splin kubik yang digabung

end

plotix,y, 'ko" ,zall,pall,'c");
xlabel ("x"):
ylabel('P"'):
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membuat kurva splin alami digabung dengan splin berujung parabolik

x=[1,3,5,7,13]; %data x
y=[800,2310,3090,3940,4755); %data y
$nilai-nilai koefizien splin kubik
aa=[800,2310,3090,3940,4755];
ba=[857.45,550.10,377.15,386.31];
ca=[0.00,-153.67,67.20,-62.62];
da=[-25.61,36.81,-21.64,3.48];
ap=[800,2310,3090,3940,4755];
bp=[993.14,512.47,387.60,505.28];
cp=[-117.97,-121.27,58.84,-61.58];
dp=[-0.55,30.02,-20.07,0.00];

dx=0.01;

zalla=[]:
palla=[];
zallp=[]:
pallp=[]:

for i=1:4

za=[x(i):dx:x(1+l)]:

pa=aa(i)+ba(i)*(za- x(1))+ca[1)'[za -x(1)).*2+da(1i)*(za-x(1)).*3;
zalla=[zalla, za];

palla=[palla,pa]:

zp=[x(i):ax:x(1i+1)];

pp=ap (i)+bp (1) * (zp~ x[1)]+cpii)'tzp x(1)). *2+dp(1]*(zp—x(1]) A3;
zallp=[zallp,zp];

pallp=[pallp,pp]l:

plotix,y,"'k ,zalla,palls, ‘g’ ,2allp,pallp,'zc’);
xlabel ('x"');
ylabel ('P");



