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ABSTRAK

Diberikan dua graf G dan H. Notasi F' — (G, H) berarti bahwa pada
sebarang pewarnaan merah-biru terhadap sisi-sisi graf F, terdapat subgraf merah
yang memuat graf G atau subgraf biru yang memuat graf H. Graf F disebut
sebagai graf Ramsey (G, H)-minimal jika F — (G,H) dan F — e -» (G,H)
untuk sebarang sisi e di . Semua graf Ramsey (G, H)-minimal dikelompokkan
dalam kelas yang dinamakan kelas Ramsey (G, H)-minimal, dinotasikan dengan
R(G, H). Dalam skripsi ini akan dikaji tentang graf-graf yang tidak memuat
pohon dan daun yang menjadi anggota R(Fs, Py).

Kata kunci : Graf Ramsey minimal, lintasan.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf pertama kali diperkenalkan pada tahun 1735 oleh seorang mate-
matikawan terkenal Swiss yang bernama Leonhard Euler. Teori graf pertama kali
muncul sebagai representasi permasalahan jembatan Konigsberg yang terdiri dari
tujuh jembatan yang berada di atas sungai Pregel di kota Konigsberg, salah satu
kota yang terletak di Prusia bagian Timur Jerman. Sejak itu, teori graf sering
digunakan untuk menyederhanakan atau menganalisis suatu permasalahan yang
ditemui dalam kehidupan sehari-hari, seperti masalah jaringan listrik, jaringan
telepon, jaringan komputer, jalan penghubung antar kota dan lain sebagainya.

Salah satu teori yang berkembang pesat dalam bidang graf adalah teori
Ramsey. Teori Ramsey pertama kali dikemukakan oleh Frank Plumpton Ramsey
yang berasal dari London pada tahun 1930. Dalam papernya Frank Plumpton
Ramsey menunjukkan bahwa untuk bilangan asli n terdapat bilangan asli R(n),
sedemikian sehingga jika sisi-sisi dari graf lengkap dengan R(n) titik diwarnai
merah dan biru, maka graf tersebut akan selalu memuat subgraf K, merah atau
K, biru.

Karena tingkat kesulitan yang cukup tinggi dalam menentukan ‘R(é, H),

hasil yang diperoleh masih sangat sedikit, bahken untuk graf G dan H yang ber-



ukuran kecil atau yang berstruktur sederhana sekalipun. Oleh karena itu, masalah

ini menjadi topik yang sangat menarik untuk dikaji.

1.2 Perumusan Masalah

Penentnan kelas Ramsey minimal memiliki tingkat kesulitan yang cukup
tinggi, bahkan untuk graf yang berstruktur sederhana sekalipun. Graf lintasan
merupakan graf yang berstruktur paling sederhana. Diberikan graf lintasan Py
dan P,, akan ditentukan anggota apa saja yang termasuk dalam kelas Ramsey

minimal untuk kombinasi (P, Py).

1.3 Pembatasan Masalah

Masalah pada tulisan ini dibatasi untuk graf yang tidak memuat pohon

dan daun.

1.4 Tujuan Penulisan

Dari latar belakang masalah yang telah diuraikan di atas, maka tujuan dari
penulisan ini adalah menentukan graf-graf yang tidak memuat pohon dan daun

yang menjadi anggota R(Ps, Py).

1.5 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan ini terdiri dari empat bab. Pada Bab I, diuraikan

tentang latar belakang masalah, perumusan masalah, pembatasan masalah, tu-




juan penulisan dan sistematika penulisan. Konsep dasar dari teori graf berupa
definisi dan terminologi, jenis-jenis graf, pengertian bilangan Ramsey, serta bebe-
rapa teori pendukung yang digunakan untuk menyelesaikan permasalahan dis-
ajikan pada Bab IL Selanjutnya, pada Bab III berisikan tentang pembahasan
serta penyelesaian masalah yang dikaji dalam tulisan ini. Penulisan skripsi ini

diakhiri dengan bagian kesimpulan dan saran yang disajikan pada Bab IV.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas tentang definisi dan terminologi, jenis-jenis graf,
pengertian graf Ramsey, serta teorema-teorema dan lema-lema pendukung untuk

menyelesaikan permasalahan skripsi ini.

2.1 Definisi dan Terminologi

Semua definisi dan terminologi pada bagian ini dikutip dari [1].

Graf G=(V, E) adalah pasangan himpunan yang terdiri dari himpunan
titik-titik (vertices) V(G)} dan himpunan sisi (edges) F(G). Banyaknya titik di
graf G dinotasikan dengan | V(G) |= p, disebut orde dari graf G. Banyaknya sisi

di graf G dinotasikan dengan | E(G) |= g, disebut ukuran dari graf G.

vy e ¥ e ¥
.;

243 €3

V5 ey W

Gambar 2.1.1. Graf G




Gambar 2.1.1 merupakan contoh dari graf G dengan V(G) = {v1, v2, vs, 14,
vs} dan E(G) = {e1, €2, €3,€4,€5}. Graf G tersebut mempunyai | V(G) |= 5 dan
| E(G) |= 5.

Misal terdapat graf G dengan sisi e = uv € E(G), maka titik u dikatakan
bertetangga (adjacent) dengan v dan sisi ¢ dikatakan terkait (incident) dengan
titik « dan v. Sisi e; dan e, pada graf G disebut sisi-sisi bertetangga jika e, dan
e, terkait pada satu titik yang sama. Sebagai contoh, pada Gambar 2.1.1 titik
vy bertetangga dengan titik vy, vs dan vy, tetapi tidak bertetangga dengan titik
vs. Kemudian sisi e, dikatakan terkait dengan titik v; dan v;. Selanjutnya sisi ez
bertetangga dengan sisi e; dan es.

Misal terdapat graf H dengan sisi e = wv € E(H). Jika terdapat lebih
dari satu sisi yang menghubungkan v dan v, maka graf H dikatakan graf yang
memuat sisi ganda. Selanjutnya jika titik-titik ujung dari suatu sisi terkait pada
titik yang sama, maka sisi tersebut dinamakan loop. Graf H dikatakan graf

sederhana apabila graf H tidak memuat sisi ganda dan loop.

{a) {e)

Gambar 2.1.2. (a) Graf yang memuat sisi ganda dan loop dan (b) Graf sederhana




Perhatikan Gambar 2.1.2, pada bagian (a) titik v3 dan v4 dihubungkan oleh
lebih dari satu sisi yaitu sisi e4 dan e; sehingga graf tersebut memuat sisi ganda.
Selain itu, sisi e; terkait pada titik yang sama yaitu titik v, sehingga graf tersebut
memuat loop. Pada bagian (b) diperlihatkan salah satu contoh graf sederhana
dimana tidak terdapat sisi ganda dan loop. Untuk selanjutnya, pada tulisan ini
hanya dibicarakan graf sederhana.

Jalan (walk) pada graf G, dinotasikan dengan W, adalah barisan berselang-
seling antara titik-tittk dan sisi-sisi di graf G. Lintasan pada graf G, dino-
tasikan dengan L, adalah jalan yang semua titiknya berbeda. Sebagai contoh
pada Gambar 2.1.1, diperlihatkan W = vy, ey, v, €2, U3, €2, V2, €3, U4, €4, Vs, €5, V1
dan L = vy, ey, v, €3, V4, €4, Us.

Misal F adalah suatu graf. Graf F dikatakan terhubung {connected)
jika setiap dua titik berbeda pada graf F' terdapat lintasan yang menghubungkan
kedua titik tersebut. Pada gambar 2.1.3, bagian (a) memperlihatkan salah satu
contoh graf terhubung dan bagian (b) memperlihatkan salah satu contoh graf

yang tak terhubung.

(a} (b}

Gambar 2.1.3. (2) Graf terhubung dan (b) Graf tak terhubung




Derajat dari titik = di graf G’ adalah banyaknya sisi yang terkait dengan
titik = dan dinotasikan dengan d(x). Derajat minimum dari graf G, dinotasikan
dengan §(G), adalah derajat terkecil dari titik-titik di graf G sedangkan derajat
maksimum dari graf G, dinotasikan dengan A(G) adalah derajat terbesar dari
titik-titik di graf G. Sebagai contoh, pada Gambar 2.1.1 derajat minimumnya
adalsh satu dan maksimumnya adalah tiga.

Misal G = (V, E) adalah suatu graf. G’ = (V’, E’) adalah subgraf dari
graf G jika V! CV dan E' C E. Pada Gambar 2.1.4 memperlihatkan salah satu
contoh subgraf, graf G; dan G» adalah subgraf dari graf G, dimana elemen-elemen

dari graf G; dan G, berada pada graf G.

b c b c b ¢

Gambar 2.1.4. GI C G dan Gz Q G

Komplemen dari graf G, dinotasikan dengan G, adalah graf dengan him-
punan titik V(G), dimana dua titik bertetangga di G jika dan hanya jika dua titik
tersebut tidak bertetangga di graf G. Gambar 2.1.5 memperlihatkan salah satu

contoh graf dan komplemennya.




u v u v
. .
X y X y
G &

Gambar 2.1.5. Graf dan komplemennya

Dua graf G dan H dikatakan isomorfik jika terdapat bijeksi 6 : V(G) —
V(H) dan ¢ : E(G) — E(H) , sedemikian sehingga wv € E(G) jika dan hanya
jika ¢(u)p(v) € E(H). Gambar 2.1.6 memperlihatkan salah satu contoh graf G

dan H yang isomorfik.

o U Uy
1y LLES
3 s Ug
Uz
& 7

Gambar 2.1.6. Graf isomorfik




2.2 Jenis-jenis Graf

Graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa jenis. Berikut diberikan bebe-

rapa jenis graf yang akan digunakan dalam pembahasan.

2.2.1 Graf Lintasan (Path)

Graf lintasan (P,) adalah graf dengan dua titik ujung berderajat satu dan
n — 2 titik yang berderajat dua. Gambar 2.2.7 memperlihatkan graf lintasan

dengan 3 dan 4 titik.

P; P,

Gambar 2.2.7. Graf lintasan P; dan P,

2.2.2 Graf Pohon (Tree)

Graf pohon adalah graf terhubung berorde n yang tidak memuat siklus.
Graf pohon dengan n titik dilambangkan dengan T,,. Titik-titik berderajat satu
dinamakan daun. Gambar 2.2.8 memperlihatkan salah satu contoh graf pohon T,

dengan n = 5.

1 \

J L 3 ,ﬁ~AJSALAS
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Gambar 2.2.8. Salah Satu Contoh Graf pohon Tj

2.2.3 Graf Lengkap (Complete)

Graf lengkap adalah graf yang setiap titiknya bertetangga ke semua titik
lainnya. Graf lengkap dengan n titik dilambangkan dengan K, memiliki n{n —

1)/2 sisi. Gambar 2.2.9 memperlihatkan graf lengkap K»,K3,K4, dan K.

K, K; Iy Ks

Gambar 2.2.9. Graf lengkap K5, K3, Ky dan K5

2.2.4 Graf Siklus (Cycle)

Graf siklus adalah graf terhubung yang setiap titiknya berderajat dua. Graf

siklus dengan n titik dilambangkan dengan C,. Gambar 2.2.10 memperlihatkan
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graf siklus €, dengan 3 < n < 6.
Cs €y Cs €e

Gambar 2.2.10. Graf siklus C,;,, dengan 3 <n <6

2.3 Bilangan Ramsey

Misal diberikan graf G dan H sebarang. Notasi F — (G, H) berarti bahwa,
pada sebarang pewarnaan merah-biru terhadap sisi-sisi graf F, terdapat subgraf
merah yang memuat graf G atau subgraf biru yang memuat graf H. Suatu pewar-
naan-(G, H) pada graf F' didefinisikan sebagai pewarnaan merah-biru terhadap

sisi-sisi graf I, sedemikian sehingga tidak terdapat graf G merah dan juga H biru.

2.3.1 Bilangan Ramsey Klasik

Dengan menggunakan notasi panah yang telah dijelaskan sebelumnya, da-

pat didefinisikan bilangan Ramsey klasik sebagai berikut.
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Definisi 2.3.1.1 [3] Diterikan graf K, dan K, dengan r dan s adaleh bilangan

asli. Bilangan Ramsey klasik R(K,, K,) didefinistkan sebagai

R(K,, K,) = min{n|K, — (K., K,)}.

Setiap sebarang pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf lengkap K,
akan memberikan dua subgraf berbeda warna dengan masing-masing # titik, sebut
graf F dengan sisinya berwarna merah dan graf F' dengan sisinya berwarna biru.
Dalam hal ini, graf lengkap K, akan terdekomposisi menjadi dua subgraf F' dan
F, dapat dituliskan sebagai K, = F@OF.

Untuk menunjukkan bahwa bilangan Ramsey R(K.,K) = n, dapat di-

lakukan dua pembuktian sebagai berikut:

1. Terdapat pewarnaan merah-biru pada semua sisi dari graf K,_; yang tidak
memuat graf K, merah dan tidak juga memuat graf K, biru, yang berarti

menunjukkan batas bawah dari R(K,, K,) yaitu R(K,, K,) > n.

2. Setiap sebarang pewarnaan merah-biru pada semua sisi dari graf K, memuat
graf K, merah atau graf K, biru, yang berarti menunjukkan batas atas dari

(K, K;) yaitu R(K,, K,) < n.

Contoh 2.3.1
R(3,3) =6.

Bukti.
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1. R(3,3) > 6.
Misalkan terdapat graf lengkap K5 dengan V (K5) = {v1,v2, v3, v4, V5 }
maka K5 = F @ F dengan sisi-sisi graf F' berwarna merah dan sisi-sisi graf
F berwarna biru seperti pada Gambar 2.3.11. Pada pewarnaan ini, tidak

terdapat K3 merah dan K3 biru. Sehingga R(3,3) > 6.

= 7
.
r o h. ™
ce e N S - \ =

N

\

\ m

/ ‘
4 T ry (o

Gambar 23.11. Ks=FaF

2. R(3,3) <6.

Misalkan terdapat graf lengkap Ky dengan V(Kg) = {1, v2,v3,v4, s,
vg}. Misal diberikan sebarang pewarnaan merah-biru pada sisi-sisi K¢, sede-
mikian sehingga terdapat paling sedikit tiga sisi yang berwarna sama. Tanpa
mengurangi perumuman, asumsikan sisi v,v9, v,v3 dan v;v4 berwarna merah.
Jika sebarang sisi vov3, vov4 atau vzvy berwarna merah maka terdapat Kj
merah, jika sisi-sisi tersebut berwarna biru maka diperoleh K3 biru seperti

pada Gambar 2.3.12. Dengan demikian R(3,3) < 6.
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Gambar 2.3.12. Pewarnaan merah-biru pada Kg

Dari pernyataan (1) dan (2) diperoleh R(3,3) = 6.1

2.3.2 Bilangan Ramsey Graf

Dengan menggunakan notasi panah yang telah dijelaskan sebelumnya, da-
pat didefinisikan bilangan Ramsey graf sebagai berikut.
Definisi 2.3.2.1 [3] Diberikan graf G dan H. Bilangan Ramsey Graf R(G, H)

didefinisikan sebagai

R(G, H) = min{n|K, — (G, H)}.

Untuk menunjukkan bahwa bilangan Ramsey R(G,H) = n, dapat di-

lakukan dua pembuktian sebagai berikut:

1. Terdapat pewarnaan merah-biru pada semua sisi dari graf K,,_, yang tidak
memuat graf G merah dan tidak juga memuat graf H biru, yang berarti

menunjukkan batas bawah dari R(G, H) yaitu R(G, H) > n.
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2. Setiap sebarang pewarnaan merah-biru pada semua sisi dari graf K, memuat

graf G merah atau graf H biru, yang berarti menunjukkan batas atas dari

R(G, H) yaitu R(G,H) < n.

Contoh 2.3.2
R(P3,Cs3) = 5.
Bukti.

1. R(P;,C3) > 5.
Misalkan terdapat graf lengkap K4 dengan V(K,) = {vi,v2,v3,v4}
maka K, = F & F dengan sisi-sisi graf F' berwarna merah dan sisi-sisi graf
F berwarna biru seperti pada Gambar 2.3.13. Pada pewarnaan ini, tidak

terdapat P; merah dan C3 biru. Sehingga R(P;, C3) > 5.

B L (5] b
e —»
\, ’/" .
P4
e @ \
o Uy P 'y

Gambar 23.13. Ky=F¢ F

2. R(P3,C3) <5.
Misalkan terdapat graf lengkap K5 dengan V(K3) = {vy,v2,v3, 14,05}

Misal diberikan sebarang pewarnaan merah-biru pada sisi-sisi K5, sedemi-
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kian sehingga terdapat paling banyak dua sisi yang berwarna merah. Tanpa
mengurangi perumuman, asumsikan sisi vovs, V405 berwarna merah. Selan-
jutnya, warnai sisi-sisi yang tersisa dengan biru, sedemikian sehingga F'
memuat C3 biru. Maka diperoleh C3 biru pada E(F) yaitu {v,vqvs, vjvsv4}

seperti pada Gambar 2.3.14. Dengan demikian R(Ps, C3) < 5.

Gambar 2.3.14. Pewarnaan merah-biru pada K

Dari pernyataan (1) dan (2) diperoleh R(P3,C3) = 5.1

2.3.3 Bilangan Ramsey Sisi

Dengan menggunakan notasi panah yang telah dijelaskan sebelumnya, da-
pat didefinisikan bilangan Ramsey Sisi sebagai berikut.
Definisi 2.3.3.1 [3] Diberikan graf G dan H. Bilangan Ramsey Sisi (G, H)
didefinisikan sebagai
7(G, H) = min{q(F)| F — (G,H) dan F — e » (G, H)},

untuk sebarang sisi e di F.
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Contoh 2.3.3
#( Py, Py) = 5.
Bulkti.

Misalkan terdapat graf G dengan V(G) = {v1,vs,vs,vs} dan E{(G) =
{v1va, Vous, UsVg, V41, v2v4 ). Gambar 2.3.15 memperlihatkan salah satu contoh

graf G.

Tn Ty

Gambar 2.3.15. Salah Satu Contoh Graf G

Misal diberikan sebarang pewarnaan merah-biru pada sisi-sisi G, sede-
mikian sehingga G tidak memuat P; merah. Maka haruslah G memuat paling
banyak dua sisi merah yang saling bebas sebarang. Ini mengakibatkan G' memuat
Py biru. Sehingga diperoleh G — (P, P,) atau dengan kata lain #(P;, Py) < 5.
Gambar 2.3.16 memperlihatkan salah satu contoh pewarnaan yang menyebabkan
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Gambar 2.3.16. G — (P, Py)

Selanjutnya, perhatikan G — e untuk sebarang e € F(G). Diwarnai dua
sisi yang saling bebas di G' — e dan sisi yang tersisa dengan biru, maka jelas G —e
tidak memuat P; merah dan P biru. Sehingga diperoleh G — e » (F;, P;) atau
dengan kata lain 7#( P, P;) > 5. Gambar 2.3.17 memperlihatkan salah satu contoh

pewarnaan yang menyebabkan G — e » (Ps, Py).

51 e Uy
" 2
~
g
Vs
Us vy

Gambar 2.3.17. G —e » (Pg, P4)

Dengan demikian diperoleh 7(P;, P;) = 5.1
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2.3.4 Graf Ramsey Minimal

Dengan menggunakan notasi panah yang telah dijelaskan sebelumnya, da-
pat didefinisikan kembali Graf Ramsey Minimal sebagai berikut.
Definisi 2.3.4.1 [2] Diberikan graf G dan H. Grof F dikatakan sebagai graf Ram-

sey (G,H)-minimal jika
1. F— (G, H),
2. F —e-» (G, H), untuk sebarang sisi e di F.

Semna graf Ramsey (G, H)-minimal dikelompokkan dalam kelas yang dina-
makan kelas Ramsey (G, H) — minimal, dinotasikan dengan R(G, H). R(Ps, Py)
didefinisikan sebagai kelas Ramsey minimal untuk kombinasi (F;, F;). Semen-
tara RT(P;, Py) didefinisikan sebagai kelas Ramsey (P;, Py)-minimal yang memuat
semua pohon yang termasuk dalam R(Ps, Py). Selanjutnya R*(P;, P3) didefi-
nisikan sebagai kelas Ramsey (P;, P3)-minimal yang tidak memuat pchon . Ke-
mudian R} (P, P,) didefinisikan sebagai kelas Ramsey (Ps, P3)-minimal yang tidak
memuat pohon dan daun. Sedangkan R3(Ps, Py) didefinisikan sebagai kelas Ram-

sey (Ps, Py)-minimal yang tidak memuat pohon tetapi memuat daun.




BAB II1

GRAF RAMSEY (F;, F)-MINIMAL

Pada bagian ini ditentukan anggota dari R}(FPs, Fy), yaitu kelas Ramsey
minimal untuk pasangan (P3, F;) vang tidak memuat pohon dan daun. Je-
las bahwa F' € R}(F%, P;) harus memuat paling sedikit satu siklus. Pada se-
tiap pewarnaan merah-biru terhadap sisi-sisi graf F', didefinisikan Fp,. 4 sebagal
himpunan dari semua sisi merah di F' dan Ey;,., sebagai himpunan dari semua sisi
biru di graf tersebut.

Dapat dilihat bahwa graf kC, untuk £ > 1 dan n > 4 dapat diwarnai
dengan merah dan biru, sedemikian sehingga graf tersebut memiliki pewarnaan-

(P, Py). Gambar 3.0.1 memperlihatkan graf kC,.

Gambar 3.0.1. Graf kC,

Akan dicari graf terhubung terkecil yang memuat setidaknya dua siklus

20
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tanpa daun. Pada subbab berikut akan dikaji dua kelas graf yang memuat graf

anggota RI (P3, P4).

3.1 M(ny,n2) dengan nj,ng > 4

Misal C,, dan C,, merupakan dua siklus dengan panjang n; > 4 dan
ny > 4. Misal 7 titik sebarang di C,,, dan y titik sebarang di C,,,. Graf M(n;, ns)
dibentuk dengan mengidentifikasi titik £ dan y menjadi titik w. Notasikan kelas
dari semua M(n;,ny) sebagai M(ny,ny).

Didefinisikan titik-titik dan sisi-sisi M(n;,n2) sebagai berikut.

V(M(n1,n2)) = {w, u1, 82, ., Uny1, V1, U2, oy Uny—1 },
E(M(n1,n2))= By U Ep U E,
dimana
E) = {wug, wp, 1, WU1, Winy—1},
By = {wiali =1,..,n1 — 2},
By = {vjvjli =1,..,ma— 2}

Gambar 3.1.2 memperlihatkan graf M(n;, ng).

un--'." ’IYJL—:‘. vﬂg‘l vﬂ;&_".’-’.

Un 1Y %Y o

Gambar 3.1.2. Graf M(ny,ng)
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Berikut adalah definisi yang akan digunakan dalam pembuktian teorema
utama.
Definisi 3.1.1 [4] Misal C; := wz,z3...7,w adalah siklus dengan panjangt > 4.
Jika t bilangan genap, maka didefinisikan suatu E-pewarnaan sebagai 2-pewarnaan
dari graf siklus C; sedemikian sehingga Eperan = {Zizisalt = 1,3,...,1/2—2,1/2+
1,...,t — 2} dan semua sisi yang tersisa berada di Epiyr. Jika t bilangan gan-
jil, maka suatu O-pewarnaan adalah 2-pewarnaan sedemikian sehingga Eeran =
{zjzjmli = 1,3,...,[t/2],[t/2] +1,...,t — 2} dan semua sisi yang tersisa berada
di Epiry.

Gambar 3.1.3 memperlihatkan E-pewarnaan untuk C; dengan { bilangan

genap, t > 4.
Xq Xe-2 Xe-3 Xps Xpoez Yrs242  Xrjzn
og . *—9 .0 —6—@
,/' N .
L ® X2
™
w 7
* —e e o ..@ - *
X Xz X3 X3 X3 Xpj2 ¥

Gambar 3.1.3. E-pewarnaan pada C; := wrZs...T; W

Gambar 3.1.4 memperlihatkan O-pewarnaan untuk C; dengan ¢ bilangan

ganjil, t > 5.
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X5 X3 X
¥ Yoo V-3 ¥z 3T 3 2
£ L L 2 * & *-—
®
\\
w N
e @ L ® - & -
Xy X2 Xy X3 fﬁ X+3 X1
~ - -

Gambar 3.1.4. O-pewarnaan pada C; := W Zy...Tp W

Teorema 3.1.2 [4] Misal ny,ny adalah bilangan asli dengan ny,ny > 4. Jika
M (ny,ny) menjadi anggota R;(Ps, Py) maka haruslah ny,ny =4 .

Bukti. Misalkan n, = ny = 4. Pertama-tama, ditunjukkan M(4,4) — (Ps, P}).
Asumsikan bahwa tidak ada P; merah di M(4,4). Maka terdapat dua sisi merah
yang saling bebas sebarang dalam graf tersebut. Kemudian sisi yang tersisa di-
warnai dengan biru, sedemikian sehingga tidak memuat P; merah tetapi memuat
Pj biru di sisi yang tersisa pada M(4,4). Gambar 3.1.5 memperlihatkan salah

satu contoh pewarnaan yang menyebabkan M(4,4) — (Ps, Py).

Yig gy
K e
— . .
/ L4 N /"/"
3 -
iy 51

Gambar 3.1.5. M(4,4) — (P, Py)
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Kemudian, ditunjukkan M (4,4)—e - (%, P;) untuk setiap e € E(M(4,4)).
Misal e € E;. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan e = wu;. Maka sisi wvy,
vov3 dan upus diwarnai dengan merah dan sisi yang tersisa dengan biru, sede-
mikian sehingga tidak ada P; merah dan P, biru dalam graf tersebut. Gambar
3.1.6 memperlihatkan salah satu contoh pewarnaan yang menyebabkan M(4,4) —

€+>(P3,P4) untukeEEl.

Gambar 3.1.6. M(4,4) — e » (P3, P;) untuk e € E;

Selanjutnya, misalkan e € E; atau e € E3. Tanpa mengurangi perumuman,
misalkan e = u;us. Maka sisi wvs, v1vs dan usuz diwarnai dengan merah dan sisi
yang tersisa dengan biru, sedemikian sehingga tidak ada P; merah dan FP; biru
dalam graf tersebut. Gambar 3.1.7 memperlihatkan salah satu contoh pewarnaan

yang menyebabkan M(4,4) — e -» (Ps, P;) untuk e € E,.
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Gambar 3.1.7. M(4,4) — e -» (P3, P;) untuk e € E

Karena M (4, 4) memenuhi (1) dan (2), maka diperoleh M (4,4) € Ri(F3, Py).

Gambar 3.1.8 memperlihatkan M (4,4) yang menjadi anggota R;(Ps, Py).

My Ty

Gambar 3.1.8. M(4,4)

Selanjutnya tanpa mengurangi perumuman, misalkan n; = 4 dan ny # 4.
Warnai sebarang dua sisi yang saling bebas di C; dengan merah dan sisi yang
tersisa diwarnai dengan biru. Kemudian diterapkan pewarnaan yang sesuai (F-

atau O-pewarnaan) untuk C,,,, sedemikian sehingga tidak ada P; merah atau Py
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graf-graf di #(1,2,m) dengan m > 3 bukan anggota dari Rj(/f%, Fy). Gambar

3.2.17 memperlihatkan #(1,2, m) dengan m > 3.

"
.
// \\“"-—-.
L s

! = S
x I e e ;

" .V —— —. -e .' = ’_ o
wy Wa w3y We—3g We> We—q

Gambar 3.2.17. 6(1,2, m) dengan m > 3

Selanjutnya, misalkan £ = 1, [ > 3, l # 4 dan m > 3, m # 4, maka
dapat diatur pewarnaan sebagai berikut. Asumsikan sisi di Py, diwarnai dengan
merah. Kemudian diterapkan pewarnaan E3 atau O3 yang sesuai pada P, dan
P41 dengan mengasumsikan [ dan m bilangan ganjil atau genap, sedemikian
sehingga tidak ada P; merah atau P; biru dalam graf tersebut. Maka graf-graf
di 0(1,l,m) dengan I > 3,1 # 4,m > 3,m # 4 bukan anggota dari R}(Ps, P}).

Gambar 3.2.18 memperlihatkan 6(1,1,m) dengan [ > 3,1 # 4,m > 3,m # 4.

e
L .

IL — = —-
wy

e
(¥

il ves @
w2 w3 W3

Gambar 3.2.18. 0(1,l,m) dengan | > 3,1 #4,m > 3,m # 4
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Perhatikan bahwa jika paling sedikit salah satu dari [ atau m sama dengan
4, maka semua graf dalam 6(1, [, m) dengan sifat ini bukanlah graf minimal untuk
pasangan (Ps, Py), karena memuat G' € R3(P3, P;) sebagai subgrafnya [4]. Sebagai
contoh, Gambar 3.2.19 memperlihatkan (1,4, m) dengan m > 3 yang memuat G

€ }?/E(-F).'h Pl).

-

-
ug 11y \ Uz
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y Fl—— g ¥
7 S * .
6(1,4, m) dengan m = 3 G € R}(P3P4)

Gambar 3.2.19. (1,4, m) dengan m > 3 memuat G € R5(Ps, Fy)

Lema 3.2.3 [4] Misal k =2,1 > 2 danm > 2, graf di ©(2,l,m), l > 2, m > 2
yang menjadi anggota dari R;(Ps, Py) adalah 6(2,2,2),0(2,2,4),0(2,4,4).

Bukti. Misalkan £k = 2, | = 2 dan m = 2. Pertama-tama, ditunjukkan
0(2,2,2) — (Ps, Py). Asumsikan tidak ada P; merah di 6(2,2,2). Maka terdapat
paling banyak dua sisi merah yang saling bebas sebarang dalam graf tersebut. Ke-
mudian sisi yang tersisa diwarnai dengan biru, sedemikian sehingga tidak memuat

P3; merah tetapi memuat Pj biru di sisi yang tersisa pada 6(2,2,2). Gambar 3.2.-
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20 memperlihatkan salah satu contoh pewarnaan yang menyebabkan (2, 2,2) —

(Ps, Py).

@ @ L B

wy
Gambar 3.2.20. 6(2,2,2) — (Ps, Py)

Selanjutnya, ditunjukkan 6(2, 2, 2)—e - (P, Py) untuk setiap e € F(0(2,2,
2)). Tanpa mengurangi perumuman, misalkan e = zw;. Maka sisi zu; dan v,y di-
warnai dengan merah dan sisi yang tersisa dengan biru, sedemikian sehingga tidak
ada P; merah dan P biru dalam graf tersebut. Gambar 3.2.21 memperlihatkan

salah satu contoh pewarnaan yang menyebabkan 6(2,2,2) — e » (P, Py).

Gambar 3.2.21. 6(2,2,2) — e » (P, P;)




Karena 6(2, 2, 2) memenuhi (1) dan (2), maka 6(2,2,2) € R{(F, Fy).

Misalkan k = 2, | = 2 dan m = 4. Pertama-tama, ditunjukkan 6(2,2,4) —
(Ps, Py). Asumsikan tidak ada P; merah di 6(2,2,4). Maka sisi zu; dan v,y
diwarnai dengan merah. Kemudian sisi yang tersisa pada FPry, dan Py, di-
warnai dengan biru.  Terapkan pewarnaan Fj pada F,,, sedemikian sehingga
tidak memuat P; merah tetapi memuat Py biru di sisi yang tersisa pada 6(2, 2, 4).
Gambar 3.2.22 memperlihatkan salah satu contoh pewarnaan yang menyebabkan
0(2,2,4) - (Py, Py).
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Wy Wa Wy

Gambar 3.2.22. 6(2,2,4) — (Ps, Py)

Selanjutnya, ditunjukkan (2, 2,4) —e - (Ps, P;) untuk setiap e € £(6(2, 2,
4)). Tanpa mengurangi perumuman, misalkan e = w;y. Maka sisi v,y diwarnai
dengan merah. Kemudian sisi yang tersisa pada Py, dan P, diwarnai dengan
biru. Terapkan pewarnaan Ej pada P, sedemikian sehingga tidak ada P
merah dan P biru dalam graf tersebut. Gambar 3.2.23 memperlihatkan salah

satu contoh pewarnaan yang menyebabkan 6(2,2,4) — e -» (Ps, Py).
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Gambar 3.2.23. 6(2,2,4) —e » (Ps, Py)

Karena 6(2,2,4) memenuhi (1) dan (2), maka 0(2,2,4) € R}(Ps, Fy).

Misalkan k = 2, m > 3 dan m # 4. Maka diatur pewarnaan sebagai
berikut. Sisi zv; dan u;y diwarnai dengan merah. Kemudian sisi yang tersisa
pada Py, dan P, diwarnai dengan biru. Terapkan pewarnaan Ej3 atau O3 di
P41 dengan m bilangan genap atau ganjil, sedemikian sehingga tidak ada P
merah atau P; biru dalam graf tersebut. Maka graf-graf di 6(2,2,m) dengan
m > 3,m # 4 bukan anggota dari R}(Ps, Py). Gambar 3.2.24 memperlihatkan

0(2,2,m) dengan m > 3,m # 4.

iy
# S
oy —
P 3 L - ¥
—>— @ ... O—
w3 ot Wy W3 Wiz Wiy

Gambar 3.2.24. 6(2,2,m) dengan m > 3,m # 4
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Misalkan k = 2, ! = 3 dan m = 3. Maka diatur pewarnaan sebagai berikut.
Sisi zu,, vyvs dan wyw, diwarnai dengan merah dan sisi yang tersisa dengan biru,
sedemikian sehingga tidak ada P; merah atau P; biru dalam graf tersebut. Maka
graf 6(2,3,3) bukan anggota dari R;(Ps, Py). Gambar 3.2.25 memperlihatkan

0(2,3,3).

Gambar 3.2.25. 6(2,3,3)

Selanjutnya, misalkan k = 2, [ = 3 dan m > 4. Maka diatur pewarnaan
sebagai berikut. Sisi u;y dan vyv, diwarnai dengan merah. Kemudian sisi yang
tersisa pada Py, dan P, diwarnai dengan biru. Terapkan pewarnaan FE, atau
0, di P,,.1, dengan m bilangan genap atau ganjil, sedemikian sehingga tidak ada
P; merah atau Pj biru dalam graf tersebut. Maka graf-graf di 6(2,3,m) dengan
m > 3 bukan anggota Rj(Ps, P;). Gambar 3.2.26 memperlihatkan 6(2,3,m)

dengan m > 3.



Gambar 3.2.26. 6(2,3,m) dengan m > 3

8(2:4! 4) & (P31P4)'

L] uz W3
- ——9
5
X - 8 )
= J L
wy Wa Wy

Gambar 3.2.27. 0(2,4,4) — (Py, Py)
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Misalkan k = 2, [ = 4 dan m = 4. Pertama-tama, ditunjukkan 6(2,4,4) —
(Ps, Py). Asumsikan tidak ada P; merah di 6(2,4,4). Maka sisi v,y diwarnai de-
ngan merah dan sisi yang tersisa di Py diwarnai dengan biru. Kemudian terap-
kan pewarnaan F, pada P, dan pewarnaan E; pada P, sedemikian sehingga
tidak memuat P; merah tetapi memuat P4 biru di sisi yang tersisa pada 0(2,4, 4).

Gambar 3.2.27 memperlihatkan salah satu contoh pewarnaan yang menyebabkan
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Selanjutnya ditunjukkan 6(2,4,4) —e - (Ps, ;) untuk setiap e € E(6(2, 4,
4)). Tanpa mengurangi perumuman, misalkan e = u,uy. Maka sisi upuz dan v,y
diwarnai dengan merah dan sisi yang tersisa di Py, dan P, diwarnai dengan
biru. Kemudian terapkan pewarnaan E, pada P, sedemikian sehingga tidak
ada P; merah dan P; biru dalam graf tersebut. Gambar 3.2.28 memperlihatkan

salah satu contoh pewarnaan yang menyebabkan 6(2,4,4) — e -» (P3, Py).

Iy e M My
Peain o—9
5
¥y @ —A— ‘- y

Gambar 3.2.28. #(2,4,4) — e -» (Ps, Py)

Karena 6(2,4,4) memenuhi (1) dan (2), maka 0(2,4,4) € R;(Ps, Py).

My 15y U LY
/\ ¥
‘ Py N\ / Ty Ty
x »y x y x ¥
\//
Wy Wy Wy Wy wy Wq Wy
6(2,2,2) 8(2,2,4) §(2,4,9)

Gambar 3.2.29. 6(2,2,2),0(2,2,4),0(2,4,4)
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Gambar 3.2.29 memperlihatkan 6(2, 2, 2), #(2,2,4) dan 6(2,4,4) yang men-
jadi anggota Ri(Ps, Ps).

Misalkan m > 5, maka dapat diatur pewarnaan sebagai berikut. Sisi zv,
vov3 dan uyy diwarnai dengan merah dan sisi yang tersisa di P dan Py, diwar-
nai dengan biru. Terapkan pewarnaan Ej atau O di F,,,;, dengan mengasum-
sikan m bilangan genap atau ganjil, sedemikian sehingga tidak ada P; merah atau
Py, biru dalam graf tersebut. Maka graf-graf di #(2,4,m) dengan m > 5 bukan

anggota dari R} (P, Py). Gambar 3.2.30 memperlihatkan 6(2, 4,m) dengan m > 5.

! T2 Py
@ [ 2
l "

x . — y
l —o—Rile ... 09— o —
Wy Wsa Wy W,_3 Waon Wy

Gambar 3.2.30. 0(2,4,m) dengan m > 5

Misalkan [ > 5 dan m > 5, maka diatur pewarnaan sebagai berikut. Sisi
wy diwarnai dengan merah dan sisi yang tersisa di Py diwarnai dengan biru.
Kemudian diterapkan pewarnaan Ej3 atau Os pada Fi4; dan F,,,;, dengan men-
gasumsikan | dan m bilangan genap atau ganjil, sedemikian sehingga tidak ada
P; merah atau P; biru dalam graf tersebut. Maka graf-graf di (2,1, m) dengan

[,m > 5 bukan anggota dari R;(Ps, P;). Gambar 3.2.31 memperlihatkan 6(2,[,m)

dengan [,m > 5. B
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Gambar 3.2.31. 6(2,1,m) dengan I,m > 5

Lema 3.2.4 [4] Misal k =3, | > 3 dan m > 3, tidak terdapat graf di ©(3,1,m),
l >3, m > 3 yang menjadi anggota R;(Ps, Py).

Bukti. Misalkan k = 3, > 3 dan m > 3, maka diatur pewarnaan sebagai berikut.
Sisi ujus diwarnai dengan merah dan sisi yang tersisa di Py, diwarnai dengan
biru. Kemudian diterapkan pewarnaan E3 atau O3 untuk Fp,; dan pewarnaan E,
atau O; untuk P,,., dengan mengasumsikan [ dan m bilangan genap atau ganjil,
sedemikian sehingga tidak ada P; merah atau P; biru dalam graf tersebut. Maka
graf-graf di 6(3,1,m) dengan [,m > 3 bukan anggota dari R}(Ps, Py). Gambar

3.2.32 memperlihatkan #(3,1,m) dengan I, > 3.0

] 7y Ueeg V-2 Tarq
L L L ® L L
'Y u
X - L @ ’ ¥
LB ® ... @ ® @
wy Wy wy W3 Wz Wiy

Gambar 3.2.32. 6(3,1,m) dengan I,m > 3
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Lema 3.2.5 [4] Misal k = 4, | > 4 dan m > 4, satu-satunya graf di ©(4,1,m),l >
4,m > 4 yang menjadi anggota R}(Ps, Py) adalah 6(4,4,4).

Bukti.Misalkan k = 4, [ = 4 dan m = 4. Pertama-tama, ditunjukkan 6(4,4,4) —
(P3, Py). Sisi uyu, diwarnai dengan merah dan sisi yang tersisa di Piy, diwarnai
dengan biru. Kemudian diterapkan pewarnaan F, pada P{, dan pewarnaan E3
pada P,,.,, sedemikian sehingga tidak memuat P; merah tetapi memuat P, biru
di sisi yang tersisa dalam 6(4,4,4). Gambar 3.2.33 memperlihatkan salah satu

contoh pewarnaan yang menyebabkan 6(4,4,4) — (Ps, Py).

oY

v
o

Gambar 3.2.33. #(4,4,4) — (Ps, Py)

Selanjutnya, ditunjukkan 0(4,4,4)—e -+ (Ps, Py) untuk setiap e € E(6(4,4, ‘
4)). Tanpa mengurangi perumuman, misalkan e = vjvy. Maka sisi vov; diwarnai
dengan merah dan sisi yang tersisa di Fjy, diwarnai dengan biru. Kemudian
diterapkan pewarnaan F, pada Py, dan P, sedemikian sehingga tidak ada
P; merah dan P biru dalam graf tersebut. Gambar 3.2.34 memperlihatkan salah

satu contoh pewarnaan yang menyebabkan 6(4,4,4) — e -» (Ps, Py).
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Gambar 3.2.34. 0(4,4,4) —e » (P, Py)

Karena 6(4, 4, 4) memenuhi (1) dan (2), maka 6(4,4,4) € Ri(Ps, ;). Gam-

bar 3.2.35 memperlihatkan 6(4,4,4) yang menjadi anggota Ri(Ps, Py).

©y L T3

wy wa Wy

Gambar 3.2.35. 6(4,4,4)

Misalkan k = 4, | > 5 dan m > 5. Maka diatur pewarnaan sebagai
berikut. Sisi ujus dan uzy diwarnai dengan merah dan sisi yang tersisa pada Py,
diwarnai dengan biru. Kemudian diterapkan pewarnaan E, atau O, untuk P,

dan pewarnaan F3 atau O3 untuk F,,;, dengan [ dan m bilangan genap atau
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ganjil, sedemikian sehingga tidak ada /% merah atau P biru dalam graf terse-
but. Maka graf-graf di 6(4,1,m) dengan [, m > 5 bukan anggota dari R;(Ps, P4).

Gambar 3.2.36 memperlihatkan (4,1, m) dengan [,m > 5. B

¥ Uz Py Ur-3 Fr-2 Oy
R @ sen @D
15 s 1Y
X L *— L 2 y
l —— ... &
wy Wy Wy Wiz Wi—2 L

Gambar 3.2.36. 6(4,1l,m) dengan [,m > 5

Lema 3.2.6 [4] Misal k > 5, 1 > 5 dan m > 5, tidak terdapat graf di ©(k,l,m),
k>5,1>5, m > 5 yang menjadi anggota R;(Ps, Py).

Bukti. Misalkan 6(k,[,m) dengan k,l,m > 5, diatur pewarnaan sebagai berikut.
Terapkan pewarnaan E; atau O, untuk Py, pewarnaan F3 atau Oz untuk Py,
dan P,,,., dengan ketentuan k, | dan m bilangan genap atau ganjil, sedemikian
sehingga tidak ada P merah atau Py biru dalam graf tersebut, Maka graf-graf di
6(k,1,m) dengan k,l,m > 5 bukan anggota R}(P;, P;). Gambar 3.2.37 memper-

lihatkan 8(k,l, m) dengan k,I,m > 5.1
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Gambar 3.2.37. 6(k,l,m) dengan k,I,m =5

Dari Lema 3.2.2 - 3.2.6, diperoleh Teorema 3.2.7 sebagai berikut :
Teorema 3.2.7 Misal m > 1 > k > 1, graf di ©(k,l,m) yang menjadi anggota
*(P3, Py) adalah 0(1,2,2), 0(2,2,2), 0(2,2,4), 0(2,4,4) dan 6(4,4,4).
Gambar 3.2.38 memperlihatkan graf-graf ©(k,l,m), m > 1 > k > 1 yang

menjadi anggota Ri(Ps, Py).
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Gambar 3.2.38. 0(1,2,2), 6(2,2,2), 6(2,2,4), 6(2,4,4) dan 6(4,4,4)




BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pada pembahasan bab sebelumnya, diperoleh hasil kajian se-
bagai berikut.

Misal C,, dan C,, merupakan dua siklus dengan panjang n; > 4 dan
ng > 4. Misal = titik sebarang di C,, dan y titik sebarang di C,. Graf M(n,nz)
dibentuk dengan mengidentifikasi titik z dan y menjadi titik w. Kelas dari semua
M(ny,n,) dinotasikan sebagai M(ny,nz). Maka telah ditunjukkan bahwa satu-
satunya graf di M(n;,n;) yang menjadi anggota Ri(Ps, Py) adalah M(4,4).

Graf theta 0(k,l,mm) dengan m > [ > &k > 1 adalah gabungan dari tiga
lintasan dengan panjang k, ! dan m yang memiliki dua titik akhir yang sama,
yaitu z dan y. Kelas dari semua 6(k,!,m) dinotasikan sebagai ©(k,I,m) dan
lintasan di 6(k,l, m) sebagai Pey1, Fiy1 dan Py untuk m > 1 > k£ > 1. Maka
telah ditunjukkan bahwa graf-graf di ©(k, !, m) yang menjadi anggota R;(F, Fy)

adalah 0(1,2,2), 6(2,2,2), 6(2,2,4), 6(2,4,4) dan 6(4,4,4).
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4.2 Saran

Diharapkan pada penelifian berikutnya, pembahasan dapat dilanjutkan

yaitu dengan menentukan anggota R (P, Py), selain R}(Fs, Py) dan R3(Ps, Fay).
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