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ABSTRAK

Hutan. (foresf) merupakan kumpulan dari pohon.Pohon didefinisikan
sebagai graf terhubung berorde n yang tidak memuat lingkaran dan dilambangkan
dengar T,. Hutan F yang merupakan gabungan dari n buah graf lintasan dengan
2n titik dan graf bipartit lengkap dengan titik dilambangkan F = Ky, U 2nP,.
Dalam tulisan ini, akan ditentukan pelabelan sisi ajaib super pada hutan
F =K, u2nP; Untukm,n = 1.

Kata Kunci : Forest, Graf pohkon, Graf lintasan, Graf bipartit lengkap, Pelabelan
sisi ajaib super.
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ABSTRACT

Forest is a collection of tree. The is defined as a connected graph of order »
that does not contain a cycle, and is denoted by T, . Forest F, which is a combination
of 2n paths of 2 vertices and complete bipartite graph with m + 1 vertices, is denoted
asF = Ky, U2nP,. The forest F can be labeled such that the labeling is super
magic. In this paper, it will be determined that the forest F =K, U 2nP; has a
super magic labeling.

Keywords: Forest, trees, paths, complete bipartite graph, super magic labeling.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Masalah pelabelan dalam teori graf mulai dikembangkan pada pertengahan
tahun 1960. Pelabelan graf muncul pertama kali dalam karya Rosa pada tahun 1967.
[1]. Pelabelan graf adalah pemetaan satu-satu dari elemen-elemen graf ke bilangan
bulat positif. Jika domain dari fungsi adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan
titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi (edge
labeling) dan jika domainnya titik dan sisi, maka disebut pelabelan total (fofal
labeling).

Untuk suatu graf G dengan banyak titik p dan banyak sisi g, fungsi bijektif
f:V(G)UVE(G) = {1,2,..,p + q} merupakan pelabelan sisi ajaib dari G jika untuk
setiap uv € E(G) berlaku f(u) + f(v) + f(uv) = k untuk suvatu konstanta k.
Konstanta k disebut sebagai angka ajaib untuk pelabelan tersebut. Pelabelan ini
kemudian diberi nama ulang menjadi pelabelan total sisi ajaib oleh Wallis dkk. Untuk
membedakan dengan konsep pelabelan ajaib lainnya. Khususnya, bila f (V(G)) =
{1,2, ..., p} maka f disebut sebagai pelabelan sisi ajaib super.

Graf hutan (forest) merupakan kumpulan dari graf pohon (free) didefinisikan
sebagai graf terhubung berorde n yang tidak memuat lingkaran. Pada tugas akhir ini,

penulis melakukan kajian pelabelan sisi ajaib super (super edge magic labeling) pada



salah satu sub kelas graf hutan yang merupakan gabungan graf bipartit lengkap K,
dan 2nP,. Untuk selanjutnya, graf hutan dengan gabungan graf bipartit lengkap ini
ditulis dengan F = K, ;, U 2nP, dimana m dan n adalah bilangan bulat positif dan

m,n=1.

1.2 Perumusan Masalah
Masalsh yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana memberikan

pelabelan sisi ajaib super pada suatu graf hutan.

1.3 Pembatasan Masalah
Dalam skripsi ini permasalahan dibatasi pada kajian tentang pelabelan sisi
ajaib super pada graf hutan F = K, ,,, U 2nP, dimana m dan n adalah bilangan bulat

positif dan m,n = 1.

1.4 Tujuan Penulisan
Adapun tujuan dalam penulisan skripsi ini adalah untuk memperlihatkan

bahwa graf hutan F = K; ,, U 2nP, mempunyai pelabelan sisi ajaib super.

1.5 Sistematika Penulisan
Penulisan skripsi ini secara keseluruhan disajikan dalam empat bab. Bab I

berisikan pendahuluan yang didalamnya tercakup latar belakang, perumusan masalah,

pembatasan masalah, tujuan, dan sistematika penulisan skripsi ini. Konsep dasar dari




teori graf berupa definisi dan terminologi graf, pelabelan pada graf dan pelabelan
total sisi ajaib, serta hutan pada Bab Il sebagai landasan tedri. Kemudian,
pembahasan dari permasalahan tersebut akan diuraikan pada Bab I mengenai
pelabelan sisi ajaib super pada hutan F = K; ,,, U 2nP;. Penulisan skripsi ini diakhiri

-

dengan bagian kesimpulan yang disajikan pada Bab IV.



BAB X

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas beberapa konsep dasar yang berkaitan dengan
permasalahan yang telah dikemiukakan pada Bab L. Definisi dan terminologi dalam
teori graf diberikan pada Subbab 2.1, jenis-jenis graf pada Subbab 2.2, penjelasan
tentang graf forest pada Subbab 2.3 dan penjelasan tentang pelabelan graf pada

Subbab 2.4.

2.1 Teori Graf

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), ditulis dengan
G = (V,E), di mana V adalah himpunan tidak kosong dari titik-titik dan E adalah
himpunan pasangan tak terurut dari elemen-clemen V. Elemen-clemen dari V disebut
titik (vertices) deri G dan elemen-clemen dari E disebut sisi (edges) dari G.
Himpunan titik dari G dinotasikan dengan V(G) sedangkan himpunan sisi dari G
dinotasikan dengan E(G). Orde (order) dari suatu graf G, dinotasikan |V (G)| = v,
adalah banyaknya titik di graf G dan ukuran (size) dari suatu graf G, dinotasikan
|E(G)| = e, adalah banyaknya sisi di graf G. Pada Gambar 2.1.1 diilustrasikan |
penigertian  titik dan sisi. Misalkan graf G dengan himpunan titikk V(G) =
{v,,v;,73,v,}, himpunan sisi E(G) = {eq, e, €3, €4 €5). Dari gambar diperoleh

[V(G)] = 4 dan |E(G)| = 5.



(ZE €4

Pada kajian ini pembahasan dibatasi untuk graf sederhana, yaitu graf yang
tidak memuat loop dan sisi ganda. Sebuah sisi yang menghubungkan suatu titik
dengan titik itu sendiri disebut loop dan suatu sisi disebut sisi ganda jika terdapat

lebih dari satu sisi yang menghubungkan dua titik yang sama. Gambar 2.1.2

_—
e 5 e;
e
vZ 2 V3
Gambar 2:1:1
Hustrasi titik dan sisi

memperlihatkan sebuah /oop dan graf dengan sisi ganda.

(a)

€4

(b)

Graf lengkap (complete graph) dengan n titik, dinotasikan dengan K,,, adalah suatu

Gambar2.1.2

(@) Loop (b) Graf dengan sisi ganda

graf yang setiap titiknya saling bertetangga.




.F__.AK%@

Ky K, 3 Ky Ks

Gambar 2.1.3

Graf Lengkap
Lintasan adalah suatu graf yang terdiri dari lintasan tunggal. Graf lintasan
dengan # titik dilambatigkan denpan P, graf lintasan dengan # titik metititiki #-7 sist.

Pada Gambar 2.1.4 memperlihatkan graf lintasan dengan 3 dan 4 titik.

o= o ® S o O o)
Ps P,
Gambar 2.1.4
Graf Lintasan P3 dan P4

Pohon adalah graf terhubung berorde » yang tidak memuat lingkaran. Graf
pohon dengan » titik dilambangkan dengan T,,. Titik-titik berderajat satu pada pohon

dinamakan daur.




Gambar 2.1.5
Graf Pohon

Kumpulan dari pohon ini dinamakan dengan hutan (fores?). Berikut ini merupakan

beberdpa kiumipiilan pohoi.
43
Uy v Vg Vg vy

vy "1 ’

e ? o
v v v, @ v v U3

2 8 2 2 5 7 ® O
Va Vg T4, 4
T T, T3
Gambar 2.1.7

Hutan F=T;UT: UT3 U T;
Pada gambar 2.1.7 diberikan beberapa pohon Ty, T, T3, Ty maka F=T; UT, UT; U

T, miétipakan hutan.




Graf G dikatakan bipartit jika himpunan titik-titik V(G) dapat dipisah
mietijadi dua himpunan V, (G) dan Vo (6). Jika setiap pasaug titik v, € V; dan v, € V5
saling terhubung, maka graf tersebut dinamakan graf bipartit lengkap. Jika {V;] = m
dan |V,] = n dengan m titik dan n titik,maka graf bipartit lengkap dinotasikan
dengafi K, ,,.

Gambar 2.1.8 memberikan ilustrasi dari sebuah graf bipartit lengkap dengan m = 2

dan n=73.

G - K2.3

Gambar 2.1.8
Graf Bipartit Lengkap X, 3

2.2 Pelabelan Sisi Ajaib Super

Peclabelan pada suatu graf adalah sebarang pemetaan (fungsi) yang
mémasangkaii unsuf-unsur graf (titlk atau sisi) dengan bildngan (biasanya bilangan
bulat). Jika domain dari fungsi adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik
(vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi (edge
labeling), dan jika domainnya tittk dan sisi maka discbut pelabelan total (fotal

labeling).
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Macam-macam pelabelan ajaib pada graf sebagai berikut:

Pelabelan Sisi-Titik Ajaib

Pelabelan sisi titik ajaib pada graf G = G(V,E) adalah pemetaan satu-satu dari
E(G) pada himpunan{1,2, ...,e}, sedemikian schingga jumlah label sisi yang
berkaitan dengan setiap titik adalah sama.

Pelabelan Titik Sisi-Ajaib

Pelabelan titik sisi-ajaib pada graf G = G(V,E) adalah pemetaan satu-satu dari
V(G) pada himpunan {1,2, ..., v}, sedemikan hingga untuk setiap sisi xy di G
berlaku A(x) + A(y) = k untuk suatu bilangan bulat positif k.

Pelabelan Total Titik-Ajaib

Pelabelan total titik ajaib pada graf G = G(V,E) sebagai pemetaan satu-satu A
dari V(G)U E(G) pada himpunan {1,2,...,v + e} sedemikian sehingga untuk

setiap titik x di G berlaku:

A(x) + Z T
YeN(x)

untuk suatu bilangan bulat positif k.
Pelabelan Total Sisi-Ajaib
Pelabelan total sisi ajaib pada graf G = G(V, E) adalah pemetaan satu-satu A dari
V(G) U E(G) pada {1,2, ..., v + e} sedemikian hingga untuk setiap sisi xy di G
berlaku:

AX)+Axy)+A(y) =k

untuk suatu bilangan bulat k positif.




Definisi 2.2.1 Pelabelan total sisi gjaib pada graf G adalah fungsi bijektif [ dari

V(G) U E(G) pada {1,2,3, ..., p + q} sehingga tintuk sebarang sist UV di G berlaku
f@+f@) + fluv) =k

untuk suatu konstanta k.

Selanjuttiya k disebut bilanpan ajaib pada graf ¢ dan ¢ yang tempunyai sifat

tersebut discbut total sisi ajaib. Sebagai contoh, perhatikan graf G berikut dengan

V(G) = {a,b,c} dan E(G) = {ab, ac, bc}. Jadi orde G adalah |V (G)| = 3 dan ukuran

G adalsh |[E(G)] = 3. Akan ditunjukkan baliwa graf G adalah total sisi ajaib.

a b

Gambar 2.2.1
Graf G

Jika dibuat fungsi f dari V(G) U E(G) ke himpunan {1, 2, 3,4, 5, 6} sebagai berikut:

1 6 2
G
5 4
3
Gambar 2.2.2

Pelabelan Total Sisi Ajaib pada Graf G

10



diperoleh
flwy+ flab)+ fh)=1+6+2=9
fBy+f)+flc)=2+4+3=9
flay+flac)+f(c)=1+5+3=9
graf G adalah sisi ajaib dengan konstanta ajaib k = 9. [
Definisi 2.2.2 Pelabelan total sisi ajaib (edge magic labeling) f pada graf G disebut
pelabelan sisi ajaib super (super edge magic total labeling) jika f (V(G)) =
{1,2,3,...,p}
Dengan demikian, pelabelan sisi ajaib super adalah suatu bentuk khusus dari
pelabelan total sisi ajaib. Setiap pelabelan sisi ajaib super pasti merupakan pelabelan
total sisi ajaib, tetapi tidak sebaliknya. Graf yang dapat dikenat pelabelan sisi ajaib

super disebut graf sisi ajaib super.

Perhatikan graf ¢ berikut :
6
5 4
8 9
1 3
10 ) 7
Gambar 2.2.3

Pelabelan Sisi Ajaib Super pada Graf G

11



1
10 9
3 4
6 8
5 7 2
Gambar 2.2.4

Pelabelan Total Sisi Ajaib pada Graf G
Gaitibar 2.2.3 dari Gambar 2.2.4 di atas merupakan pelabelan total sisi gjaib.
Meskipun demikian, pelabelan pada Gambar 2.2.3 disebut pelabelan sisi ajaib super,
sedangkan pada Gambar 2.2.4 bukan pelabelan sisi ajaib super. Hal ini karena pada
Gafibai 2.2.3 himpunan titik dipétakai ké himpunan {1,2,3}, sedangkan pada

Gambar 2.2.4,himpunan titik tidak dipetakan ke {1, 2, 3}.

Lemma 2.2.3 Suatu graf G dengan p titik dan q sisi adalah graf sisi ajaib super jika
dan hanya jika terdapat suatu fungsi bijektif
V(@) - {1,2,3,..,p}
sedemikian sehingga himpunan S = {f(u)+ f(v)luw € E(G)} terdiri dari q
bilangan bulat terurut. Dalam kasus ini, [ diperluas menjadi pelabelan sisi ajaib
super dari G dengan konstanta ajaib k = p + q + s dimana s = min(S) dan
S ={fw) + f(w)luv € E(G)}
={k-@p+0E-@E+2,...k—@B+}

12




Relatif Prima
Dua buah bilangan bulat ¢ dan b dikatakan relatif prima jika Pembagi
bersama terbesar (PBB) dari a dan b adalah bilangan bulat terbesar 1. Dalam hal ini

kita nyatakan bahwa PBB(a, b) = 1.




BAB I

PEMBAHASAN

' Misal diberikan graf hutan F yang mempakan gabungan graf bipartit lengkap
Ky pdengan lintasan P, sebaiyak 2n, selanjitiya ditilis F = Kym U 20P, deéngan
m dan n adalah bilangan bulat positif. Pada teorema berikut akan ditunjukkan bahwa
F tersebut adalah sisi ajaib super. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa jika m +
2#i dari 21 + 1 relatif prima maka pelabelan super sisi ajaib dari F mempunyai

valensiZm+9n+4dan3m+9n+ 3

Teorema : Untuk m dan n bilangan bulat positif, berlaku F = K, ,,, U 2nP, adalah
§isi gjaib super. Selanjinya jika i+ 2n dan 2n + 1 ddalah relatif primia, mdaka
valensi dari pelabelan sisi ajaib super dari F adalah2Zm +9n + 4dan3 +9n + 3.
Bukti :
Misalkiii F = K ,, U 2P, mierupakati graf hutdn dengai

V- =mlu{mll<i<m}uwll <i <4nj,

[WV(AH)|=1t+m-+4n

Daii hiimpiina sisi

E(F) = {uv;|1 <i <m}U{wwspill <i<2n},

|[E(F)|]=m+2n



L2} Wi e&——— ¢ Wiy
u Yy Wo o—— o Wiy
VUm Woyp &0—— o Wyn
Kim 2nP,
Gambar 3.1.1

Graf F = K, ,, U 2015,
Akan ditunjukkan bahwa F adalah graf sisi ajaib super dengan cara sebagai berikut :
Konstruksikan pelabelan titik terhadap F sebagai berikut :

[r9:V(F) = {1,2, ..., p} adalah pelabelan titik dayi F derigan

n+1, Jjitkax = u;
@Crn+i+1), Jikax=v;danl <i <m;
£(2) = 4 l:, j:l:kax=widan15i_<_n;.
i+1, Jikax=w; dan n+1<i < 2n;
m+n+i+1, Jikax=wydan2n+1<i < 3n;
\m—-n+i+1, Jikax =wjdan3n+1<i<4n;
Dengan valensi 2m + 9n + 4.
(m+3n+1, Jjikax =wu;
i, Jikax =vidan1 <i <m;
m+ 2i, Jikax=w;dan1<i<mn;
g(x) = m-—2n+2i—1, Jikax =w; dan n+1<i<2n;
m+5n—i+1, jikax=w;dan2n+1<i < 3n;
\m+Tn—i+2; Jikax=w;dan3n+1<i < 4n;

Dengan valensi 3m + 9n + 3.

Untuk mencari valensi X digunakan persamaan % = p + ¢ + min (5)
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Diketahui nilai p = 1 +m 4 4n dan nilai g = m + 2n

Pada gambar 3.1.2, diberikan pelabelan terhadap titik-titik 7 sebagai berikut :

1@ m+3n+2 |
2e m+3n+3

2n+2 n—1e m+4n
n+1 e’2n+3 n e m+in+1
n+ 2e m+2n+2
2Zn+m+1 n+3e m+2n+3

2n e m+3n
2n+1 © m+3n+1

Kl,m.. 2np,
Gambar 3.1.2

Pelabelan titik untuk Graf F = K, ,, U 2nP,

Diperoleh nilai S(f) = {3n+3,3n+ 4, ...,3ﬁ +m+2}Uu{m+3n+3,m+3n +

5,...,m+5n—1,m+5n+1}U{m+3n+4,ni+3n+6,...,m+5n,m+5n+

2}, dai diperoleh s = miii(S) = 37 + 3 sehingpa dipefoleh iildtk = p + g +

min (S)

= (1+m+4n) + (m+2n) + (3n+3)

=2m+9i+4
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Pada gambar 3.1.3, diberikan pelabelan g terhadap titik F° sebagai berikut :

m-+ 2 e— —®m+3n+2
m+4 e— —eom+3n+3
» 1 m+42n—2e— —®*m+2n+2
m+3n+1 , 2 m+2n e— —om+2n+1
m+1 e— —® m+4n+ 1
m
m+2n—3 e— —om+3n+3
m+2n—~1 &— ®*m+3n+2
K 2npP,
Gambar 3.1.3

Pelabelan titik untuk Graf F = Kim VU 2np,

Diperoleh nilai S(f) = {m + 3n + 2,m+3n+3,..3n+ 2m}u{2m+ 3n +
2,2m+3n—3,..2m+4n, 2m t4n+ 1, 2m+4n+2,... 2m+ 5n, 211 +
5n+ 1}
Diperoleh nilai s = min(§) = m + 3n + 2, sehingga diperoleh nilaj & = P+q+
min(s), sebagai berikut

=({1+m+4n) + (m+2n) + (m+ 3n+2)

=3m+9n+3
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Misalkan k adalah valensi dari pelabelan sisi ajaib super b terhadap F, maka :

L s D4y - . .. R e,
LG DR AT e g b o R DG+ L= RG)
q m+2n

k

Ini berarti bahwa terdapat bilangan bulat @ sedemikian sehingga a(m +2n) =n+1
— h(u) . Karena 1 < h(u) < p, maka diperoleh bahwa « = 0 atau —1 adalah nilai-
nilai yang mengarah pada valensi Zm + 9n + 4 atau 3m + 9n + 3 berturut—turut.
Untuk pelabelan sisi ajaib (vang tidak super), diperoleh valensi lain, seperti yang
terlihat pada akibat berikut.

Akibat

Dibetikitt F = K, ,, U 2nP,, di miatid i dan 5 addlal bilangan bulat positif detigen
m+ 2n dan 2n + 1 relatif prima. Maka pada pelabelan sisi ajaib dari F diperoleh
valensiZm+9n+4,3m+9n+3dandm+9n+ 2.

Biikti :

Untuk pembuktian ini, digunakan fakta-fakta dan notasi dari bukti teorema
sebeliimnyd. Pertamd misalkan pelabelan tidk R:V(F) - {1,2,..,p} dengan
h(v) =p+q+1— f(v), yang diperluas untuk pelabelan sisi ajaib dari F dengan
valensi 4m + 9n + 2.

Diketaliui

Cn+1)(n+1-h@)
(m + 2n)

k=2m+8n+3+h(u)+ - (1)

a(m+2n) = n+ 1 — h(u), schingga diperoleh

_n*1=hw)

(m+ 2n) ~(2)

18



1). Untuk a = 0, maka dari persamaan (2) diperoleh

_n¥l=h{u)
~ (m+2n)

& n+1—-hu)=0
= h(u) =n+1 {3
Substitusikan persamaan (3) kedalam persamaan (1)

Cn+1Dn+1-h(w)
(m + 2n)

k =2m +8n+ 3 + h(u) +

k=2m+8n+3+n+1+0=2m+9n+4 [ |
2). Untuk @ = —1, maka dari persamaan (2) diperoleh

_n+1—h(u)
T (m+2n)

-1

= n+1-~h(w) =—1(m+ 2n)

=3 n+1—ha(u) =—m-—2n

= m+3n+ 1= hu) ..-(4)

Substitusikan persamaan (4) kedalam persamaan (1)

Cn4(n+1=h{w)

=2
k=2m+8n4+3+ h(uw)+ i

Crn+)n+1—(m+3n+1))

o 3
k=2m+8n+3+m+3n+1+ Gnt z)

@n+1)(-2n—-m)

k= 1ln+4—
3m+1ln+ tm+ 2r)

k=3m+1in+4-2n—-1=3m+9n+3 ]

19



3). Untuk @ = —2, maka dari persamaan (2) diperoleh

_n¥l=h(w)
T (m+2n)

-2

@ n+1-—h(u)=-2(m+2n)

& n+l1—-h(w)=-2m-—-4n

& h(w)=2m+5n+1 ...(5)
Substitusikan persamaan (5) kedalam persamaan (1)

@2n+1Dn+1-h@)

k=2m+8n+3+h(uw)+ 2

@Cn+1)(n+1-(2m+5n+1)

k=2 8n+3+2 5
m+8nr+3+2m+5n+1+ (m + 2n)

(n+ 1)+ 1— 21— 4ii— i — 1)

= 13 4 —
k=4m+13n+ (m + 2n)

k=4m+13n+44+ (2Zn+ 1)(—2)
k=4m+13n+4—-4n+2=4m+9n+ 2 =
Telah ditunjukkan bahwa pada pelabelan sisi ajaib terhadap F diperoleh valensi
2im+9n+4,3m+9n+3dandm+ 9+ 2
Aplikasi Kasus 1
Misal diberikan F = K, ,, U2nP, dengan m = 3 dan n = 2. Selanjutnya

akan ditentukan pelabelan sisi ajaib super dan konstanta ajaib dari graf F = K; 3 U

4P;.




Penyelesaian :

Karena n = 2 dan m = 3 diperoleh K, ,,, = K 3 dan 2nP, = 4P, sehingga graf hutan
yang terbentuk adalah F = K, 3 U 4P, . Perhatikan bahwa m + 2n =7 dan 2n +
1 =5 adalah prima relatif.

Graf F = K, 3 U 4P, seperti yang tetbentuk pada gambar

vy w; & —e Ws
u oV, wo® ® W
U3 w3 ® *w,
w,e e Wg
Kia 4P,
Gambar 3.14

GrafF == K1'3 [¥] 4P2
Berikut dikonstruksikan pelabelan pada titik dan sisi dari F = Ky 3 U 4P,

l n+t1 , X =1U;

‘ 2n +i+1 J2u=rvuntuk 1<i <3;

' o) yJX=wyuntuk1l <i <2;
fl)= i+1 JX=wpuntuk 3 < [ <4;

mintit+l , X = wuntuk 5 < i < 6;

m—-n+i+1 JZX=wijuntuk 7 <i < 8;
‘ Sehingga label titik dani F = K, 3 U 4P, adalah :

flw) =n+1=3
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fr) =2n +i+1=2(2)+1+1=6

flvy) =2n +i+1=22)+2+1=7

f(rs) =2n +i+1=2(2)+3+1=8

dan
flw) =1
flwy) =2

flw))=3+1=4
fow)=4+1=5
fws)=3+2+5+1=11
fwg) =3+2+6+1=12
Fw,)=3-2+7+1=9

fwg)=3—2+8+1=10

Pada pelabelan ini teriebih dahutu dicari nilai valensi dari graf F, yaitu :

k=2m+nm+4=2(3)+9(2)+4=128

Selanjutnya diberikan label sisi dari K; 3 sebagai berikut :

o fluw)=k—f(@)+f(v)

=28—-3+6=19

o fluv))=k—f @+ f(v2)

=28—-3+7=18
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o fluvy) =k—f(w)+f(vs)

=28—3+8=17
Diii label sisi umititk 4P, adalah ¢
o flwyws)=k—f (w)+f(ws)
=28—1+11=16

s fwowe) =k — f (w2) + f(We)
=28—-2+12=14

o fQwswy)=k— f(ws)+f(ws)
=28—~4+9=15

o flwawg)=k—f (w,) + f(we)
=28—5+10=13

Jika label sisi digabung dengan label titik sebelumnya, maka diperoleh pelabelan sisi

ajaib super untuk graf F = K 3 U 4P,, seperti pada Gambar 3.1.3 berikut :

16

1e— ® 11
14

20— e 12
15

ie s 9

be 13 e 10

Ky 2nb,
Gambar 3.1.5

Pelabelan Sisi Ajaib Super untuk Graf hutan F = K; 3 U 4P,
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Pada Gambar 3.1.3 terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan sisi ajaib

super dengan konstanta ajaib 28.

Selanjutnya dikonstruksikan pelabelan lain pada titik dan sisi dari F = K, 3 U 4P,

sebagai berikut :
(m+3n+1
i
m+ 2i
I =\ m+2i-1
m+5n—-i+1
\m+7n—i+2

Pelabelan titik dari F = K; 3 U 4P; adalah :

guwy=3+3(2)+1=10

glvy) =1

g(v2) =2

g(vs) =3
dan

gw)=m+2i=34+2(1)=5

gin)=m+2i=3+2(2)=7

X = U

s u=vuntuk 1<i €3;
JX=wuntukl <0 < 2;
X =wiuntuk 3 < i£4;
JX=wiuntuk5< i €6;

J Xx=wiuntuk7 <i<§;

gwy)=m—-2n+2i—1=3-22)+2(3)—-1=4

gwy)=m—-2n+2i-1=3-2(2)4+2(4)-1=6

gwg) =m+5n—i+1=3+52)~54+1=9

gwg)=m+5n—i+1=3+5(2)—6+1=8
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gw)=m+Tn—i+2=3+7()—7+2=12

gwg)=m+m—i+2=3+7(2)—-8+2=11
pada pelabelan ini terlebih dahulu dicari nilai valensi dari graf F yaitu

k=3m+9m+3=3(3)+9(2)+3=30
Selanjuttiya diberikan label sisi dari K; 5 sebapai berikut :

o gluvy)) =k—g)+gy)

=30-104+1=19

o gluvy) =k —guw) + g(vy)

=30-10+2=18

o g(uvy) =k —gu)+g(vs)

=30—-104+3=17

Dan label sisi untuk 4P, adalah :

¢ gwaws) = k — g(wa) + g(ws)

=30—-5+9=16

e g(wywe) = k — g(wy) + g(we)

=30-7+8=15
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o g(wsw;) =k — g(wz) + g(wy)

=30—-44+12=15

o g(wswg) =k — g(w,) + g(wg)
=30—-6+11=13

Jika nilai-nilai label sisi ini dimasukkan kedalam graf F = K, 3 U 4P, diperoleh graf

dengan label pada Gambar 3.1.4

i6
19 1 5e ® 9
18 =
10 e 2 7@ e 8
17 3 4o 4Tk
be = e 11
K1’3 Zan

Gambar 3.1.6
Pelabelan Sisi Ajaib Super untuk Graf hlitan F=K 3;U4P,
Pada gambar 3.1.4 terlihat bahwa pelabelan itu merupakan pelabelan sisi ajaib super
dengar kotistatita ajaib 30.
Aplikasi Kasus 2
Diberikan F = K, ,, U2nP; dengan m =5 dan n = 4. Selanjutnya akan

difeifiikan pelabelar sisi ajaib super dan Konstaiita ajaib dari graf F = K; ,,, U 27iPs.
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Penyelesaian

Kareng n=4 dan m =25, dipeoleh K,,, = Ky5 dan 2nP, = 8P,, schingga

diperoleh graf hutan yang terbentuk adaiah F = K; 5 U 8P,

Dengan bentuk graf F seperti gambar berikut :

71 w e —8 Wy
v, woe ® Wip
u ® ., w5 ® ® wyy
Uy w, 8— ® W,
Vs Wse ® Wiz
Wse ® Wig
wo @ ® wis
wg @ @ Wig

Kis 8P,
Gambar 3.1.7

Graf F = K; 5 U 8P,

Berikut dikonstruksikan pelabelan pada titik dan sisi dari F = K, 5 U 8P,

rn+1,
2n+i+1),
L,
=941,
m+n+id1l,
\m-—-n+i+1,

Jjikax = u;
jikau=v;danl <i <5;
Jikax=w;danl1 <i < 4;
jikax=w; dan 5<i<8;
Jjikax =w;dan9 <i < 12;
jikax =w;dan 13 <i < 16;

Sehingga label titik dari F = Kj 5 U 8P; adalah :
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fu)y=5,

fy=2(4)+1+1=10,

f) =28 +2+1=11,
Fw) =2 +3+1=12,
flr) =29 +4+1=13,
fvs) =2(4) +5+1=14.
dan

flw) =1,

flwz) =2,

flws) =3,

fws) =4,

fws) =6,

fwe) =7,

fwy) =8,

fwg) =9,

fwe) =5+4+9+1=19,
F(Wo) =5+4+10+1 = 20,
fwi) =5+4+11+1=21,
fwi) =5+4+12+1=22,
fWs) =5—-4+13+1=15,
f(wi) =5—4+14+1=16,
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fwie) =5—4+16+1=18.

Pada pelabelan ini tertebil dahulu dicari nilai valensi dati graf F, yaitu :
k=2m+9+4=2(5)+9(4)+4=50

Selanjutnya diberikan label sisi dari K, 5 sebagai berikut :

FQivy) =k — (F@) + f(#1))
=50—~(5+10)=35

fluvy) =k—(f@)+ f(v2))

=50 — (5 +11) = 34

fluvs) =k —(f(u) + f(vs))

=50—-(5+12) =33

fluvy) =k —(F@) + f(v4))

=50 — (5 +13) = 32

flwg) =k—(f@) + f(vs)
=50-(5+14) =31

Dan label sisi untuk 8P, adalah :

FOmins) = ke~ Fw) + F(i5)

=50-14+19=230
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Flwawyo) =k — f(wy) + f(wyo)

=50—-2+20=28

fwawyy) =k — f(wg) + f(wyy)

=50—-3+21=26

flwawyz) =k — f(wy) + f(wya)

=50—4+22 =24

flwswyz) =k~ f(ws) + f(wi3)

=50-5+15=29

Flwswyy) =k — f(wg) + f(Wia)

=50—-64 16 = 27

Fwywys) =k — f(wy) + f(wys)

=50—-7+4+17 =25

Fwgwis) =k — f(wg) + f(wie)

=50-8+18=23
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Jika label sisi digabung dengan label titik, maka diperoleh pelabelan total sisi ajaib

pada F = K, < U 8P,, dengan pelabelan seperti pada Gambar 3.1.8

1e 30 019
2 e 28 20
3 ® 2 ey
4 e 24 e22
6 o 29 o15
iy 27 o 16
g o S .
| 9 e 23 18
Kis 8P,
Gambar 3.1.8

Pelabelan Sisi Ajaib Super untuk Graf hutan F = K; 5 U 8P,
Pada Gambar 3.1.6 terlihat bahwa pelabelan diatas merupakan pelabelan sisi ajaib

super dengan konstanta ajaib 50.

- Diberikan sebuah fungsi

(m+3n-+1, Jikax =u;

i jikax=vidanl <i £5;

m + 2i, Jjikax =widanl <i < 4;
I = 2 42i—1, jikax =w; dan 5<i<8;

m+5n—-i+1, jikax=w;dan9 <i £ 12;

\m+Tn—i+2 Jikax =w;dan13 <i £ 16;
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Pelabelan pada titik dan sisi dari F = K, 5 U 8P, adalah :

gw)=5+3(HH+1=18

gv) =1,

g(v2) =2,

g(¥s) =3,

gvs) = 4,

glvs) =5,

danl

glws) =7,

glwz) =9,

glws) = 11,

g(ws) = 13,
gWs)=5—-2(4)+2(5)-1=5-8+10—-1=6,
gwe) =5—-2(4) +2(6)—1=5—-8+12—1=8,
gw;)=5-2(4)+2(7)—1=5-8+14—1 = 10,
gWe) =5—2(4)+2(8)—1=5-8+16—1=12,
glwy) =5+54)—-9+1=17,

gwi) =54+5(4) —10+1 =16,

g{W,1) =5+5{4)—11+1=15,

gwio) =54 5(4) — 12 + 1 = 14,

gwy3) =54+5(4) — 13+ 2 = 22,

32



gwys) =54+5(4)—154+2 = 20,

W) =54+5(4)—16+2=19.

pada pelabelan ini terlebih dahulu dicari nilai valensi dari graf F yaitu:

k=3m+9n+3=3(5)+9(4)+3 =54
Selanjutnya dapat diperoleh label sisi dari K; 5 adalah :

gluvy) =k —g(u) + g(vy)

=54-18+1=35

gluvy) =k - g(u) + g(v,)

=54—-18+2 =34

guvs) =k — g(u) + g(vs)

=54—184+3 =33

gluvy) =k —g{w) + g(v,)

=54—18+4 =32

gluvs) =k~ g(u) + g(vs)

Dan label sisi untuk 8P, adalah :
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glwiwg) =k —g(w;) + g(wo)

=54—-7+17=30

glwawip) =k — g(w) + g(wyo)

=54—9+16 =29

glwswy1) =k — g(ws) + g(wiy)

=54—11+15=28

glwawyz) =k — g(wy) + g(wia)

=54—-13+14 =127

glwswy3) =k — g(ws) + g(wi3)

=54—-6+22=26

gWewyy) =k — g(we) + g(Wig)

=54—-8+21=25

glw,wis) =k — glw;) + g(wys)

=54-10+4+20=24

g(wawye) =k — g(wg) + g(wig)

=54—-12+19 =23
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Jika nilai-nilai label sisi ini dimasukkan kedalam graf F = K3 U 4P, diperoleh

pelabelan sisi ajaib super untuk F = K 3 U 4P, dengan label pada Gambar 3.1.7

7 @ 30 eol7
9 @ 2 o416
11— —e13
13e 27 14
6 o 26 —o 22
Snat-Y BB wo
10 @ Zt .20
12 o— 23 e 19
K5 8P,
Gambar 3.1.9

Pelabelan Sisi Ajaib Super untuk Graf hutan F = K, ; U 4P,

Pada Gambar 3.1.7 terlihat bahwa pelabelan diatas merupakan pelabelan sisi ajaib

supeér dengan Konstanta ajaib 54.
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BAB1IV

KESIMPULAN

Misalkan terdapat graf hutan F = K; ,,, U 2nP, dengan m dan n bilangan

bulat positif, dan himpunan titik scrta sisi didefinisikan sebagai berikut:
VIF)={uwlu{mll<i<mlu{w|l <i<4n}

dan
E(F) = {uv]l <i < m}U{wwy, 411 <1 < 2n}

Pada tulisan ini telah ditunjukkan bahwa F = K ,,, U 2nP, mempunyai pelabelan

sisi ajaib super dengan pelabelan titik

f:V(F)—->{1,23 ..,m+4n + 1} scbagai berikut:

rn+1, Jtkax =u;
(2n+i+1), jikax =vidan1l <i <m;
£(x) = ¢ i; jikax =w;danl1 <i<n;
i+1, jikax =w; dan n+1 <i < 2n;
m+n+i+1, Jikax =wydan2n+1<i < 3n;
\m—n+i+1, Jikax=w;dan3n+1<i <4n;

dengan valensi 2m + 9n + 4.

Selanjutnya juga diperoleh bahwa F mempunyai pelabelan sisi ajaib super dengan

pelabelan titik f:V(F) —» {1,2,3 ..., m + 4n + 1} sebagai berikut




-

rm+3n+1, Jika x = u;

i, jikax=vidanl <i <m;
m+ 21, jikax =wydanl <i<mn;

gx) =5 i
m-—2n+2i—1, jikax =W; dan n+1<i<2n;
m+5n—i+1, jikax%ﬁ"bvidanZn+lsi < 3m;
\m+7n—i+2, jikax Zw;dan3n+ 1 <i < 4n;

dengan valensi 3m + 9n + 3.

Valensi yang diperoleh pada pelabelan tersebut adalah 2Zm +9n + 4 dan

3m+9n+ 3.
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