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ABSTRAK

Misalkan G adalah grup hingga dengan unsur-unsur g,, g, .., g, dan misalkan
F adalah lapangan C, maka ruang vektor atas € dengan {g,, g,, ..., gn} sebagai basis
dinamakan ruang vektor CG. Unsur-unsur CG berbentuk : 4,9, + A,g,+...+4,9,
dengan A; € C. Grup aljabar CG adalah suatu ruang vektor CG yang didalamya
didefinisikan perkalian sebagai berikut :

YipeG hg8 Xneg Hyh = Xghec Ag 1y, (gh) dengan Ay, . € € dan untuk setiap g, h € G.
Dalam grup aljabar CG terdapat suatu subruang yang dinamakan centre dari grup
aljabar CG, ditulis Z(€G). Z(€G) memuat unsur-unsur yang komutatif dengan semua
unsur di grup aljabar €G. Z(CG) € CG. Aksi dari unsur Z(CG) dengan unsur dari
CG-modul tak tereduksi merupakan perkalian skalar dengan unsur CG-modul
tersebut. Z(CG) mempunyai hubungan dengan centre dari grup G, Z(G), karena
untuk setiap g € G dapat dituliskan dalam bentuk ruang vektor €&, maka Z(G) <
Z(CG). Aksi dari unsur CG-modul faithful tak tereduksi dengan €* grup multiplikatif
dari bilangan kompleks tak nol, sehingga Z(G) = {A,: z € Z(G)} merupakan subgrup
hingga dari C*, adalah siklik.

Kata kunci: grup aljabar CG, centre dari grup aljabar CG, karakteristik dari Z(CG).
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BABI

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Dalam aljabar abstrak dikenal suwatu teori yang mempelajari grup dalam
bentuk matriks. Teori ini dikenal dengan nama Teori Representasi. Representasi dari
grup G adalah homomorfisma grup

PG = GLy(C)
untuk suatu n € N, dimana GL, (C) adalah grup linier umum berderajat »n atas C yang
beranggotakan matriks n X n yang dapat diinverskan dengan komponennya adalah
unsur di bilangnan kompleks C. Bilangan asli » dinamakan derajat dari p. Dengan
demikian, jika p adalah suatu fungsi G ke GL,(C), maka p adalah suatu representasi
jika dan hanya jika
p(gh) = p(g)p(h) untuk semua g, h € G.

Representasi dari grup G mempunyai hubungan erat dengan CG-modul. Suatu
CG-modul yaitu suatu ruang vektor berdimensi hingga atas lapangan C yang
didalamnya didefinisikan suatu perkalian gv dengan g €G dan v EV yang
memenuhi kondisi tertentu. Misalkan G adalah grup hingga dengan unsur-unsur
g1, g2 - gn dan misalkan F adalah lapangan €, maka ruang vektor atas C dengan
{91, G2y -, Gn} sebagai basis dinamakan ruang vektor CG.

Unsur-unsur C& berbentuk :

A1g1 + Ay g0+, +A, 9, dengan A; € C.



Jika u= Y% ,2;g; dan v = ¥, i;g;, maka penjumlahan dan perkalian pada CG
didefinisikan dengan :

n n

wtv= ) G+ udge danku = ) KA

i=1 i=1
Dengan demikian, CG merupakan suatu ruang vektor atas € berdimensi n = |G|
dengan basis {g4, g2, ---, Gn}-

Salah satu teori yang menjadi dasar dari teori representasi adalah teori tentang

grup aljabar CG. Grup aljabar CG adalah suatu ruang vektor CG yang didalamya

didefinisikan perkalian sebagai berikut :

Y 29D =) Agm(gh,

ge6 heG g,heG

dengan A,, yy, € € dan untuk setiap g, h € G. Dalam grup aljabar CG terdapat suatu
subruang yang dinamakan centre dari grup aljabar CG. Centre dari grup aljabar CG
ditulis Z(CG), dan didefinisikan sebagai berikut :

Z(C6)= {z€CGlzr=rz Vr € CG}.[4]

Dengan kata lain Z(CG) memuat unsur-unsur yang komutatif dengan semua unsur di
grup aljabar €G. Dalam tulisan ini akan dijelaskan karakteristik dari Z(CG) dan
hubungannya dengan cenfre dari grup G, yaitu Z(G), yang didefinisikan sebagai
berikut :

Z(G)= {zeGlzg=gz ¥V g € G}.[4]




1.2  Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang, maka perumusan masalah dalam penelitian ini
adalah :
1. Bagaimana karakteristik dari Z(CG).
2. Bagaimana hubungan antara Z(CG) dengan Z(G).
1.3  Pembatasan Masalah

Berdasarkan latar belakang, maka dalam tulisan ini hanya akan dibahas centre
dari grup aljabar CG, yang dibangun dari grup hingga dan ruang vektor berdimensi
hingga atas lapangan kompleks.
1.4  Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah :
1. Menjelaskan karakteristik dari Z(CG).
2. Menjelaskan hubungan antara Z(CG) dengan Z(().
1.5  Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut: Bab 1
Pendahuluan yang menjelaskan latar belakang masalah, perumusan masalah,
pembatasan masalah, tujuan penelitian, dan sistematika penulisan. Bab 2 Landasan
Teori berisi teori-teori yang digunakan untuk pembahasan pada bab berikutnya, yaitu
Bab 3. Pada Bab 3 berisi pembahasan yang akan menjelaskan karakteristik dari

Z(CG) dan hubungannya dengan Z(G). Dan Kesimpulan pada Bab 4 berisi

kesimpulan-kesimpulan dari pembahasan.




BAB 11

LANDASAN TEORI

Bab ini berisi teori-teori yang digunakan untuk pembahasan pada bab
berikutnya.
21 Grup
Definisi 2.1.1 [5]
Misalkan & adalah suatu himpunan tak kosong. G dikatakan suatu grup jika pada G
dapat didefinisikan suatu operasi biner, ditulis ‘* * sedemikian sehingga:
[. Untuk setiap a,b € G berlakua b € G.
2. Untuk setiap a, b, ¢ € G berlaku (a*b) *c = a* (b *¢).
3. Terdapat suatu unsur di ¢ yang dilambangkan dengan e, sehingga untuk setiap
a €Gberlakua+re=e*xa=a.
4. Untuk setiap a € G, terdapat suatu unsur b € G, schingga berlaku a+*b = b *
a = e. Dengan b disebut invers dari a dan ditulis b = a2,
Definisi 2.1.2 [5]
Misalkan G suatu grup. G disebut grup komutatif (grup abel) jika setiap a,b € &
berlakua b = b * a.
Grup G dengan operasi biner ‘* ’, ditulis (G,*), dan untuk setiap a,b € G,
ditulis a * b. Untuk selanjutnya dalam tulisan ini @ * b hanya akan ditulis ab.
Lema 2.1.3
Misalkan C* = € — {0} dan (C*) adalah grup pada bilangan kompleks tak nol

terhadap operasi perkalian pada bilangan kompleks. €* dinamakan grup multiplikatif.




Bukti.

Akan ditunjukkan (C*,-) merupakan grup terhadap operasi perkalian pada bilangan

kompleks:

i.

ii.

Bersifat tutup. Akan ditunjukkan z,z, € C*. Ambil sebarang z,,z, € C*, maka z,
dan z, tidak keduanya nol. Karena z;,z, € C maka dapat ditulis z; = x; + iy,
dan z, = x, + iy, dengan xq,x,,y,,y2 € R.
Perhatikan bahwa
212, = (xg + iy, )(x2 + iy2)

= X1%2 + iX1Y2 T D0Y1 — 1Y>

= (%1% — ¥1¥2) + i(x1¥2 + xX21).
Namakan x1x, —y,¥, =%x3 dan x,¥, +x,¥; =¥ dengan x4,y3; € C,

Akibatnya z;z, = x3 + iy; € C*.

‘Bersifat asosiatif. Akan ditunjukkan z,(z;z3) = (2,2,)z;. Ambil scbarang

Z1,23,Z3 € C*. Karena z;,2z,,23 € C' maka dapat ditulis z; = xq + iy, 2, =
Xy + iy, dan zz = x3 + iy3 dengan x4, X, X3, ¥1, Y2, ¥3 € R.
Perhatikan bahwa
(2125123 = [(xq + iy1) (33 + iy2)](x3 + iy3)

= [x122 + X1y + ix2y1 — 11 Y2](x3 + iy3)

= X1X2X3 + iX1X3Y3 + iX1X3Y2 — X1Y2¥3 + iXaX3Y1 — X2Y1Y3

— X3Y1Y2 — iy;yzya
= (x122%3 — X1Y2Y3 — X2Y1¥3 — X3V1Y2)

+ i(x1%2¥3 + X1X3Y2 + X2X3V1 — V1 V2Y3)



= [x1(eax3 — ¥23) — y1 (0235 + 2335)]
+ ilx1 (o vz + x331) + 1 (3223 — ¥23)]
= (xy + iy Oe2x3 — y,¥3) + i(x2y3 + x33)]
= (%1 + iy)[(xz + iy2) (a3 + iy3)]
= z,[2,23].
Ini berarti bahwa C* bersifat asosiatif.

ifi. Ambil z € C*, terdapat 1 € C* sehingga z1 = 1z = z untuk setiap z € C*. Karena
z € € dan 1 € C* maka dapat ditulis z = x + iy dan 1 = 1 + i0.

Perhatikan bahwa
zZl=(x+iy)A+i0)=0QA+i0)(x+iy)=1z=1z
Ini berarti bahwa €* mempunyai identitas.

iv. Ambil z € C*, terdapat z=* € C* sehingga berlaku zz™1 = 1. Akan dicari
z71 € C*. Karena z,z™! € C*, maka dapat ditulis z =x + iy dan misalkan
zl=u+iv.

Perhatikan bahwa
zz7l = (x + iy)(u + iv)
=xu+ixv+iyu—yv
= (xu — yv) + i(xv + yu)
=1+1i0.
Diperoleh

{(xu —yv) =1dan (xv +yu) = 0.



Dengan menggunakan aturan Cramer diperoleh

b 7| x
U =1x —v det(u) = m
y x- Y
lx 1
¥y 0 '

-'U=lx 7 det(”)=m
y =x

Ini berarti bahwa,

x o
-1 .
= +i :
x2+y?  x24y?

Jadi, karena (C*,-) memenuhi ke-4 kondisi tersebut, maka (C*,-) adalah grup pada
bilangan kompleks tak nol terhadap operasi perkalian pada bilangan kompleks,

namakan grup multiplikatif.m

Definisi 2.1.4 [4]

Misalkan G suatu grup. Banyaknya unsur di G disebut orde dari G, yang dinotasikan

dengan |G|. Jika banyaknya unsur di G adalah hingga, maka G adalah grup hingga.

Definisi 2.1.5 [2]

Orde dari unsur g € G, dinotasikan dengan o(g), adalah bilangan bulat terkecil n.

Jika itu ada, sedemikian schingga g™ adalah identitas. Jika n tidak ada, maka g

mempunyai orde tak hingga dan ditulis 0(g) = oo.

Definisi 2.1.6 [4]

Centre dari grup G, ditulis Z(G), didefinisikan oleh

Z(GY={z€G:zg=gz Vg € G}



Definisi 2.1.7 [4]
Misalkan G suatu grup dan H himpunan bagian tak kosong dari G. H disebut subgrup
dari ¢ jika H membentuk grup terhadap operasi biner yang ada di G.
Definisi 2.1.8 [5]
Misalkan G suatu grup. G disebut grup siklik (grup yang dibangun oleh satu unsur)
jika terdapat a € G sehingga G = {a@"| n € Z}. Dalam hal ini a disebut generator
(pembangun) dari G dan ditulis sebagai & = {a).
Contoh 2.1.9 [4]
Misalkan n adalah bilangan bulat positif dan € notasi untuk himpunan bilangan
kompleks. Himpunan akar ke-n dari satu pada C, dengan perkalian pada bilangan
kompleks, adalah grup dengan orde n, yang ditulis dengan €,, dan disebut grup siklik
dengan orde n. Jika a = 2™/ maka |

C, ={l,a, az,....,a“ﬂ} = {a) dan @™ = 1.
Definisi 2.1.10 [4]
Misalkan G suatu grup dan N suatu subgrup dari G. N disebut subgrup normal dari G
jika setiap g € G dan setiap n € N berlaku gng=' € N.
Lema 2.1.11 [5]
N adalah subgrup normal dari G jika dan hanya jika gNg~* = N untuk setiap g € G.
Bukti untuk Lema diatas dapat dilihat di [5] hal.50
Definisi 2.1.12 [5]
Misalkan G dan H suatu grup, maka fungsi 6: G — H dikatakan homomorfisma jika

untuk semua x,y € G berlaku 8(xy) = 8(x) 8(y).



Teorema (Lagrange) 2.1.13 [4]

Misalkan G grup hingga dan H subgrup dari G, maka |H| membagi [G].

Bukti untuk Teorema diatas dapat dilihat di [4] hal.9.

Akibat (Teorema Lagrange) 2.1.14 [2]

Misalkan G grup hingga dengan orde n dan g € G. Maka 0(g) membagi |G| dan
gIGI =1.

Bukti untuk Akibat diatas dapat dilihat di [2] hal.24.

2.2  Ruang Vektor

Definisi 2.2.1 [1]

Misalkan V adalah suatu himpunan tak kosong dari objek-objek sebarang, dimana
dua operasinya didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian dengan skalar
(bilangan riil). Operasi penjumlahan dapat diartikan sebagai suatu aturan yang
mengasosiasikan setiap pasang objek u dan v pada V dengan suatu objek u + v, yang
disebut jumlah dari u dan v. Operasi perkalian skalar dapat diartikan sebagai suatu
aturan yang mengasosiasikan setiap skalar & dan setiap objek u pada V dengan suatu
objek ku, yang disebut kelipatan skalar dari u oleh k. Jika aksioma-aksioma berikut
dipenuhi oleh semua objek u, v, w pada V dan semua skalar & dan I, maka V disebut
ruang vektor dan objek-objek pada V sebagai vektor.

1. Jikau,v EV,makau+v € V.

2. utv=v+u

3. u+(w+w)=(u+v) +w.



4. Terdapat 0 € V, yang disebut véktor nol untuk V, sedemikian sehingga 0 + u =
u+0=uuntuksemuaueV.

5. Untuk setiap u € V terdapat —u € V, sedemikian sehingga u + (—u) = (—u) +
u=0.

6. Jika k adalah skalar sebarang danu € V, maka ku € V.

7. k(u+v)=ku+kv.

8. (k+Du=Fku+lu.

9. k(lu) = (kD)(w).

10. 1u = u.

Definisi 2.2.2 [4]

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F dan U € V. U disebut subruang dari V jika

U membentuk ruang vektor terhadap operasi penjumlahan vektor dan perkalian skalar

yang didefinisikan di V dan memenuhi kondisi berikut:

1. 0 € U.

2. Jikau,v € Umakau+v € U.

3. Jikad € Cdanu € Umakadu € U.

2.3 Pemetaan Linier

Definisi 2.3.1 [4]

Misalkan V dan W adalah ruang vektor atas lapangan F. Pemetaan dari V ke W

adalah svatu fungsi T:V — W yang memenuhi:

1. Jikau,v €V, makaT(u-+v) = T(u) +T(v).

2. Jikav € Vdan k € C, maka T (kv) = kT (v).
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Definisi 2.3.2 [3]
Suatu pemetaan linier dari T:V — W dikatakan satu-satu jika u,v € V dan T(u) =
T(v) sedemikian sehingga u = v. T dikatakan pada jika peta(T) = W. T dikatakan
isomorfisma jika T satu-satu dan pada. Jika terdapat suatu isomorfisma T:V — W
maka ruang vektor VV dan W dikatakan isomorfik.

Pemetaan satu-satu disebut injektif, pemetaan pada disebut surjektif, dan
pemetaan satu-satu dan pada disebut bijektif.
Definisi 2.3.3 [4]
Suatu pemetaan linier dari ruang vektor ¥ ke dirinya sendiri disebut endomorfisma
dari V.
2.4  Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Definisi 2.4.1 [4]
Misalkan V suatu ruang vektor berdimensi n atas lapangan F, dan misalkan 8 adalah
suatu endomorfisma dari V. Skalar 2 disebut nilai eigen dari 6 jika 8(v) = Av untuk
suatu vektor tak nol v di V. Vektor v dikatakan suatu vektor eigen dari § yang

bersesuian dengan A.
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Teori yang mempelajari grup dalam bentuk matriks disebut dengan Teori
Representasi. Representasi dari grup G mempunyai hubungan erat dengan €CG-modul.
25 CG—modul
Definisi 2.5.1 [4]

Misalkan V suatu ruang vektor berdimensi hingga atas C. Maka V adalah suatu CG-
modul jika perkalian gv (untuk suatu g € G danv € V), terdefinisi dan memenuhi
kondisi berikut, untuk semuau,v € V,A € €dan g,k € G:

1. gv eV.

2. (ghyv = g(hv).

3. 1v = v.

4. g(lv) = A(gv).

\n

glu+v) = gu + gv.

Definisi 2.5.2 [4]

Misalkan V suatu €G-modul dikatakan tak tereduksi jika CG-submodul dari V
hanyalah {0} dan V, dan tereduksi jika berlaku sebaliknya.

Definisi 2.5.3 [4]

Suatu CG-modul V dikatakan faithful jika unsur identitas dari G adalah satu-satunya
unsur di G yang memenuhi

gv = v untuk setiap v € V.
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2.6  Grup Aljabar CG
Definisi 2.6.1 [4]
Misalkan G adalah grup hingga dengan unsur-unsur gy, g, ..,g, dan misalkan
F adalah lapangan C, maka ruang vektor atas C dengan {g4, g, ..., gn} scbagai basis
dinamakan ruang vektor €. Unsur-unsur CG berbentuk :
2191 + 2282+ .. +An gy dengan A; € C.
Jika u= ¥}, A;g; dan v = Y., p;g;, maka penjumlahan dan perkalian pada CG
didefinisikan dengan :
n n
y S Z(A,- 2y dan Rl = Z(kﬂi)g,-.
= =1
Dengan demikian, CG merupakan suatu ruang vektor atas C berdimensi n = |G|
dengan basis {g1, g2, ..., gn}-
Definisi 2.6.2 [4]
Misalkan CG suatu ruang vektor, dengan perkalian yang didefinisikan oleh
' Z A8 (Z unh) = z Agpn(gh)
g€ hee a.REGC

untuk suatu Ag, up, € C dan setiap g, h € G, maka CG dinamakan grup aljabar dari G

atas lapangan C.

Proposisi 2.6.3 [4]

Perkalian pada €G memenuhi kondisi berikut, untuk semuar,s,t € CG dan 1 € C:
1. rs € CG.

2. r(st) = (rs)t.
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3. rl=1r =r.

4. (Ar)s = A(rs) = r(ds).

5 (r+s)t=rt+st.

6. r(s+t)=rs + rt.

7. 10=0r =0.

Bukti untuk Proposisi diatas dapat dilihat di [4] hal.55.

Definisi 2.6.4 [4]

Misalkan G grup hingga dan lapangan €. Grup aljabar €G dengan perkalian gv untuk

setiap v € €G, g € G dinamakan CG-modul regular. CG-modul regular berdimensi

1G1.

2.7  CG-homomorfisma

Definisi 2.7.1 [4]

Misalkan V dan W adalah suatu €G-modul. Suatu pemetaan linier 8:V — W yang

memenuhi 6(gv) = gO(v) untuk setiap g€ G dan v €V dinamakan CG-

‘homomorfisma.

2.8 Lema Schur [4]

Misalkan W dan V suatu CG-modul yang tak tereduksi.

1. Jika 6:V —» W adalah €G-homomorfisma, maka salah satu dari yang berikut
berlaku, yaitu 8 juga adalah CG-isomorfisma, atau 8(v) = 0 untuk semuav € V.

2. Jika 8:V — V adalah CG-isomorfisma, maka # adalah perkalian skalar dari
identitas endomorfisma 1,,.

Bukti untuk Lema diatas dapat dlihat di [4] hal.78.
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BABIII

CENTRE DARI GRUP ALJABAR C6

3.1 Centre dari Grup Aljabar CG
Definisi 3.1.1
Misalkan G grup hingga. Centre dari grup aljabar CG, ditulis Z(CG), didefinisikan
sebagai berikut:
Z(CG)={z€C6: zr=rzVr € CG}
Selanjutnya dengan menggunakan Definisi 2.2.2 akan diperlihatkan bahwa

Z(CG) adalah subruang dari CG.
Lema 3.1.2
Misalkan CG ruang vektor atas lapangan € dan Z(CG) € CG, maka Z ((EG)
merupakan subruang dari CG.
Bukti.
Akan dibuktikan Z(CG) merupakan subruang dari CG, yaitu jika Z(CG) membentuk
ruang vektor terhadap operasi penjumlahan dan perkalian skalar yang didefinisikan
pada .ruang vektor CG, sebagai berikut : i.Z(CG) # @, ii.Untuk setiap u, v € Z(CG)
berlaku u + v € Z(CG), dan iii.Untuk setiap A € C berlaku Au € Z(CG).
i. Akan ditunjukkan Z(CG) # Q.

Karena CG merupakan ruang vektor maka terdapat O € CG sehingga Or = r0

untuk setiap r € CG. Ini berarti bahwa 0 € Z(CG), akibatnya Z(CG) # 9.




ii. Akan ditunjukkan u + v € Z(CG).
Ambil u,v € Z(CG), akibatnya untuk setiap r € CG, berlaku ur = ru dan
vr = rv. Sehingga
u+vir=ur+vr
=ru+rv
=r(u+ v).
Ini berarti bahwa (u + v) € Z(CG).

ili. Akan ditunjukkan Au € Z(CG), yaitu akan ditunjukkan (Auw)r = r(Au) untuk
setiap r,u € €CG dan A € C. Ambil u € Z(CG) dan A € C. Akan ditunjukkan
(Aw)r = r(Auw) untuk setiap r € €G. Karena u € Z(CG) maka

Aur = Aru
berdasarkan Proposisi 2.6.3 berlaku
Aur = Aru = rdu.
Akibatnya Au € Z(CG).

Dari ketiga kondisi diatas maka terbukti bahwa Z(CG) subruang dari CG.m

Berikut ini adalah karakteristik dari Z(CG).
Lema 3.1.3

Jika G grup komutatif dan CG grup aljabar maka Z{CG) adalah keseluruhan dari grup

aljabar CG.

Bukti.
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Akan ditunjukkan Z(CG) = €G. Ambil z € CG, akan ditunjukkan z € Z(CG).
Berdasarkan Definisi 3.1.1 karena z € CG maka terdapat r € CG demikian sehingga

berlaku zr = rz. Karena z,r € CG, maka dapat ditulis
z =Z)lgg dan r = Z,uhh.
ueG het;

Akan ditunjukkan zr = rz. Perhatikan bahwa

zr =Zlggz,uhh

geG hetG

= > Agum(ah)
g.heG

= Z tnAg (hg)
a,heG

= Z ﬂhhz Agg
heG geG

=T2Z.

Terbukti bahwa berlaku zr = rz untuk setiap r € CG, maka z € Z(CG). Ini berarti
bahwa Z(CG) = CG.m

Lema 3.1.4

Unsur 1 dan 3 4e; g ada pada Z(CG).

Bukti.

Pertama akan ditunjukkan 1 € Z(C&). Untuk setiap grup aljabar CG terdapat
le € CG, biasa ditulis 1 € € dan e € G, maka menurut Proposisi 2.6.3 berlaku
1r = r1 untuk setiap r € CG. Akibatnya 1 € Z(CG).

Selanjutnya akan ditunjukkan ¥, ;cq g € Z(CG). Ambil },c6 g € CG, yaitu
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ZQ =g1tg2++gy
geG

maka untuk semua r € €G dengan

T = hy + pphy + -+ pphy, = Z tinh
hee

berlaku

Zg T=292uhh= Z Hngh

UeG geG heG a,hec

Karena g bergerak sepanjang G, begitu juga dengan gh dan hg maka

Zungh=zuhhg=rzg-

heeG heG gEG
Ini berarti bahwa X ,cc g € Z(CG).m
Proposisi 3.1.5

Jika H adalah sebarang subgrup normal dari G, maka

Z h € 2(CG).

heH

Bukti.

Misalkan z = ¥peq b subgrup normal dari G. Akan dibuktikan

Z h € Z(CG).

heH

Karena z = X,y h subgrup normal dari G, maka berdasarkan Lema 2.1.11 untuk

setiap g € G, berlaku

g lzg = Z 97thg = Z h=z

hEH heH
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Ini berarti bahwa zg = gz. Akibatnya

Z k€ 2(C6). w

heH

Dengan menggunakan Lema Schur akan dibuktikan salah-satu karakteristik

dari Z(CG) sebagai berikut.
Proposisi 3.1.6
Misalkan V suatu €G-modul regular yang tak tereduksi, dan z € Z(CG). Maka
terdapat 1 € C sedemikian sehingga

Zv = Av untuk semua v € V.
Bukti.
Untuk semua z € Z(CG), r € CG, dan v € V, terdapat zrv = rzv.
Misalkan 6:V — V yang didefinisikan dengan 6(v) = zv. Akan ditunjukkan 6
adalah suatu C€G-homomofisma dari V ke V, yaitu 8:V — V suatu pemetaan linier
yang memenuhi 8(gv) = g6 (v) untuk setiap g € G dan v € V. Sebelumnya akan
ditunjukkan: 8 terdefinisi dengan baik dan 8 suatu pemetaan linier.
Pertama akan ditunjukkan & terdefinisi dengan baik. Yaitu setiap v,, v, € V, dengan
v; = v, berlaku 6(v;) = 8(v,). Ambil v,,v, €V, dengan v, = v, demikian
sehingga

0(vy) = zvy = zv, = 6(v,y).

Ini berarti bahwa 8 terdefinisi dengan baik.
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Selanjutnya akan ditunjukkan @ suatu pemetaan linier. Yaitu setiap v,, v, € V,k € C,
dan V suatu CG-modul berlaku: i.8(vy +v;) = 6(vy) + 6(vy) dan ii.68(kv) =
ko(v).

i. Akan ditunjukkan 8(v; + v,) = 8(v;) + 8(v,). Ambil vy, v, €V dan karena V

suatu ruang vektor €CG maka dapat ditulis

vy =hgtA g+ A8y = Z A9
geG

vy = iy +pphy + -+ by = Z Hyh,
hee

dan z € Z(CG) dapat ditulis

z=Em Gt i = ) b

TEG

Perhatikan bahwa

vy +UZ=ZAgg+thh

gJEG heG

9(171 + Vz) = Z(vl =+ vz)

=Z§rr Zﬂ-gg +Zﬂhh

TreG geG hes
={ D &r) a0+ (Z &7 phh)
reG gc6 TEG heG
= > EAED+ Y. Granlrh)
T.g€0 rhec
=zvy + 2V,
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= 0(vy) + 0(v,).
Jadi, 8(v; + v,) = 60(v,) + 6(v,).
ii. Akan ditunjukkan 8(kv) = k€ (v). Ambil v € V dan k € C, karena V suatu ruang

vektor CG maka dapat ditulis

v=4g1 + 282 + -+ Aggy = Z Aq9
geeG
dan z € Z(CG) dapat ditulis

z=&m 6+t = Z &t

TreG

Perhatikan bahwa

8kv) & ziw = Z - kz 59

TEG geEG
= Z &1 Z kl_gg
TrEr geG

I

> &kay(rg)

rgeG

=k ) &ay(rg)
T,0€6G

= kzv
= ko (v).
Jadi, 0(kv) = k0(v).
Karena i dan ii terpenuhi, maka € adalah suatu pemetaan linier. Selanjutnya akan

ditunjukkan @ adalah CG-homomorfisma, yaitu berlaku 8(gv) = g8(v) untuk setiap
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g €EG danv € V. Ambil g € G dan v € V dan karena 6 adalah pemetaan linier yang
didefinisikan 8 (v) = zv maka berlaku

8(gv) = zgv = gzv = go(v).
Ini berarti § adalah €CG-homomorfisma.
Karena fungsi 8(v) =zv adalah suatu CG-homomorfisma dari V —» V. Maka
berdasarkan Lema Schur, 8 CG-homomorfisma sama dengan A1, tulis 8 = A1,
untuk setiap A € C, dan menurut D_eﬁnisi 2.4.1, terdapat A € € yang merupakan suatu

nilai eigen dari 6.

Perhatikan bahwa
g:V-V
#(v) = zv dan O0(v) = A1,v.
Akibatnya
zvy = Av untuk setiapv €V, V£ 0.m
Akibat 3.1.7

Jika V adalah €G-modul tak tereduksi, maka terdapat A € C sehingga

Z g |v = Avuntuk semuav € V.
9EG

Bukti.
Misalkan z = }, 6 g € CG, berdasarkan Lema 3.1.4, maka z € Z(CG). Karena V
adalah CG-modul tak tereduksi dan z € Z(CG) maka berdasarkan Proposisi 3.1.6,

terdapat A € C sedemikian sehingga berlaku
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Zg v = Avuntuk semuav € V. m

gEG
3.2  Hubungan Z(CG) dengan Centre dari Grup G

Centre dari grup aljabar CG mempunyai hubungan dengan centre dari grup G.

Berdasarkan Definisi 2.1.6 bahwa beberapa anggota dari Z(€G) memuat centre dari
grup G, dan karena untuk setiap g € G dapat dituliskan dalam bentuk ruang vektor
CG, maka ini berarti bahwa Z(G) € Z(CG).
Contoh 3.2.1

Misalkan ¢ = Z; = {0,1,2}

+3 ] 0 [ 1 [ 2

Tabel.1 Cayley

Berdasarkan table Cayley untuk opersi penjumlahan modulo 3 di atas akan dicari
Z(G) dan Z(CG).
Pertama akan dicari Z(G) ={z € G:zg = gz V g € G}.

Perhatikan bahwa

z=0:04+0=0+20 z=1:14+0=0+1 z2=2:240=0+2
0+1=1+40 1+41=1+1 2+1=1+2
0+2=240 1+42=2+1 2+2=2+4+2

23



Akibatnya Z(G) = {0,1,2}.
Selanjutnya akan dicari Z(CG) ={z € CG:zr =rzVr € CG}.
CG = {A;0 4+ ;1 + 432 ¢ 24,15, 23 € C}
Ambil z € CG sebarang. Akan ditunjukkan z € Z(CG). Karena z € CG, maka dapat
ditulis
z =240+ 4,1 + 232 untuk suatu A,,4,,43 € C.
Akan ditunjukkan berlaku zr = rz untuk setiap r € CG sebarang. Karena r € CG,
maka dapat ditulis
= 110 + uy1 + pz2 untuk suatu y,, fo, piz € C.
Perhatikan bahwa
zr = (A0 + 2,1 + A32) + (g0 + 1 + p32)
= (A +u)0+ (A + )1 + (A3 + p3)2
karena A, €Ci=123, makaAd; +py =y +A4 €C, L+ =, +4, €C,
dan A3 + u3 = puz + A3 € C. Sehingga
zr = (g + A0+ (up + 25)1 + (ug + 23)2
= (@0 4+ pp1 + p32) + (4,0 + 1,1 + A32)
=rz
Akibatnya z € Z(CG), sehingga Z(CG) = {1,0 + A,1 + 232 : 1,,4,,4; € C}.
Karena z adalah sebarang unsur di €&, maka seluruh unsur di €G adalah unsur di
Z(CG), sehingga Z(CG) = CG, dan karena sebarang unsur di G adalah unsur di CG,

akibatnya Z(G) € Z(CG).
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Proposisi 3.2.2

Jika terdapat suatu CG-modul faithfil tak tereduksi, maka Z (G) adalah siklik.

Bukti.

Sebelumnya akan ditunjukkan (C*,) adalah grup multiplikatif. Berdasarkan Lema

2.1.3 terbukti bahwa (C*,-) adalah grup multiplikatif.

Misalkan V adalah CG-modul faithfid tak tereduksi. Ambil z € Z(G) maka z €

Z(CG) dan karenanya menurut Proposisi 3.1.6, terdapat 1, € C sehingga

zZv = A,v untuk setiap v € V.

Definisikan pemetaan

8:Z(G) - C

dengan 0(z) = A, untuk setiap z € Z(G) dan A, € C*. Akan ditunjukkan 6

isomorfisma, yaitu: 8 homomorfisma, dan & satu-satu dan pada.

i. Akan ditunjukkan & homomorfisma. Ambil z;,z, € Z(G). Akan ditunjukkan jika
untuk semua 24, z, € Z(G) berlaku 8(zyz,) = 08(z,)0(z,).

Perhatikan bahwa
0(2122) = Az,7, = Az, A5, = 0(21)0(2,).
Akibatnya 8 homomorfisma.

ii. Akan ditunjukkan @ satu-satu dan pada. Pertama akan ditunjukkan € satu-satu.
Diketahui bahwa V adalah €G-modul faithful dan menurut Definisi 2.5.3 untuk
setiap gv = v, v € V hanya dipenuhi oleh g = e.

Perhatikan bahwa

zv = A,v
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karena V adalah €G-modul faithful maka zv = v dengan A, = 1 hanya dipenuhi
oleh z = e. Akibatnya
fle) =2, =1
Ini berarti bahwa 6 satu-satu.
Selanjutnya akan ditunjukkan 8 pada. Pandang pemetaan
0":Z(G) - {A;:z € Z(G)}
dengan 8'(z) = 08(z) = A,. Akibatnya 8': Z(G) - {4,:z € Z(G)} pada.
Jadi, karena i dan ii terpenuhi maka € isomorfisma grup, yaitu
Z(G) = {2,:z € Z(G)}.
Misalkan {A,:z € Z(G)} adalah subgrup dari C*. Akan dibuktikan bahwa untuk
setiap subgrup hingga dari C* adalah siklik. Misalkan G suatu grup dari himpunan
bilangan kompleks tak nol, maka G = C*. Misalkan H subgrup hingga dari G yang
berorde n, dan misalkan h € H, karena H grup hingga dengan orde n maka
berdasarkan Akibat 2.1.14, o(h) membagi |H| dan h™ =1 untuk setiap h € H.
Misalkan G’ = {g € G | g™ = 1}, karena g € C*, akibatnya
{geGlgh=1}= (")
Sehingga H merupakan subgrupdari{g € G [ g" =1} = gz
Karena |H| dan (¢?®/™) berorde n, akibatnya

lHl =n = |(82m'/n)l

H= (GZmZ/n).
Sehingga H adalah grup siklik. Ini menunjukkan bahwa subgrup hingga dari C*

adalah siklik. Karena {4,:z € Z(G)} subgrup hingga dari ", maka {1;:z € Z ()}
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adalah grup siklik, dan karena Z(G) isomorfik dengan {,:z € Z(G)} yang siklik,
maka Z(G) juga grup siklik. Jadi, Z(6) = {,:z € Z(G)} yang merupakan subgrup

hingga dari C*, adalah siklik.m
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BAB 1V

KESIMPULAN

Kesimpulan yang dapat diambil dari tulisan ini adalah sebagai berikut:

. Misalkan Z(CG) ={z€CG:zr=rzVr €CG), dengan kata lain Z(CG)

memuat unsur-unsur yang komutatif dengan semua unsur di grup aljabar CG.

Karakteristik Z (CG) adalah sebagai berikut:

a. Z(CG) < CG dan Z(CG) merupakan subruang dari CG.

b. Z(CG) adalah keseluruhan dari grup aljabar CG jika G grup komutatif dan CG
grup aljabar,

c. Unsur1dan ¥ ,eq g ada pada Z(CG).

d. Aksi dari unsur Z{CG) dengan unsur dari CG-modul tak tereduksi merupakan
perkalian skalar dengan unsur CG-modul tersebut.

. Berikut adalah hubungan Z(CG) dengan Z(G) = {z € G:zg = gz V g € G}.

a. Z(G) c Z(CG).

b. Jika terdapat suatu CG-modul fuithful tak tereduksi, maka Z(G) = {1,:z €

Z(G)} yang merupakan subgrup hingga dari C*, adalah siklik.
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