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ABSTRAK

Misalkan G adalah grup hingga dengan unsur-unsur g,, gy, ..., gn dan misalkan F
adalah lapangan C. Ruang vektor V atas C dengan {g,, g>, ..., gn} sebagai basis
dinamakan ruang vektor CG. Elemen-elemen pada ruang vektor CG berbentuk:
2191 + A29,+...+2, 95, untuk setiap ; € C. Ruang vektor CG dengan perkalian
yang didefinisikan sebagai: (Zgec g 9)Enecknh) = TgnecAghn(gh), untuk
setiap Ay, 4y € C, disebut grup aljabar CG. Grup aljabar CG adalah CG-modul regular
jika perkalian gv ( untuk setiap g € G dan v € V ) terdefinisi dan memenuhi
kondisi-kondisi berikut: gv €V, (gh)v =g(hv), Tv=v, gAv)= A(gv),
glu+v) =gu+gv, untuk setiap uw,v € V,4 € C, dan g,h € G. CG-modul
regular adalah faithful, yaitu: elemen identitas dari G adalah satu-satunya elemen di G
yang memenuhi gv = v untuk setiapv € V.

Kata kunei: ruang vektor CG, grup aljabar CG, CG-modul regular, faithful.
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BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori representasi grup merupakan suatu teori yang berkaitan dengan cara-
cara menuliskan suatu grup sebagai suatu grup dari matriks. Misalkan G adalah
grup hingga dan C adalah himpunan bilangan kompleks. Grup yang
beranggotakan matriks n X n yang dapat diinverskan dengan entri-entri di C,
dinotasikan sebagai GL,(C) dan dinamakan grup linier umum (gereral linear
group) berderajat n atas €. Suatu representasi dari & adalah homomorfisma grup
P+ G > GLy(C). [4]

Terdapat beberapa konsep penting yang dapat membantu memahami teori
representasi, antara lain: CG-modul, grup aljabar CG, dan CG-modul regular.
Dalam tulisan ini akan dibahas tentang grup aljabar €G dan CG-modul reguiar.

CG-modul adalah suatu ruang vektor V atas C dengan suatu perkalian gv
untuk setiap g€ G dan v €V yang memenuhi kondisi-kondisi tertentu.
Sedangkan grup aljabar CG adalah suatu ruang vektor CG dengan basis

{91, 92, -» gn} yang didalamnya didefinisikan suatu perkalian

(Z g g)( uhh) = ) Agum(gh) ®
geG heG a.heG

untuk setiap Az, 4y, € C. Grup aljabar CG dengan suatu perkalian gv untuk setiap
g € G dan v € V akan menjadi suatu CG-modul yang dikenal dengan nama CG-

modul regular.




1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkah latar belakang, maka perumusan masalah dalam penulisan
tugas akhir ini adalah bagaimana sifat dari suatu grup aljabar CG dan sifat dari
suatu CG-modul regular.
1.3 Pembatasan Masalah

Pada tulisan ini hanya dibahas grup aljabar CG¢ dan CG-modul regular dari
suatu grup hingga pada ruang vektor hingga atas lapangan bilangan kompleks.
1.4 Tujuan Penulisan

Adapun tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah menjelaskan sifat dari
suatu grup aljabar CG dan sifat dari suatu CG-modul regular.
1.5 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut: Bab 1
Pendahulvan, berisi: latar belakang masalah, perumusan masalah, pembatasan
masalah, tujuan penulisan, dan sistematika penulisan. Definisi matriks, definisi
grup, dan sifat:sifat_dari suatu homomorfisma, definisi dan teorema dari ruang
vektor, definisi dan teorema dari pemetaan linier serta definisi dan teorema dari
representasi grup dituangkan dalam Bab 2 Landasan Teori. Bab 3 Pembahasan,
memuat tentang: definisi dan proposisi dari grup aljabar CG, definisi dan
proposisi dari €G-modul regular, aksi €6 pada CG-modul serta contoh yang

mendukung masalah. Kesimpulan-kesimpulan dari pembahasan yang telah

dijelaskan pada Bab 3 dimuat dalam Bab 4 Kesimpulan.




BABI1

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan dijelaskan definisi matriks, definisi grup dan definisi dari
snatu homomorfisma grup, definisi dan sifat-sifat dari ruang vektor, definisi dari
pemetaan linier serta representasi grup dan CG-modul.

2.1  Matriks

Definisi 2.1.1 [1]

Sebuah matriks adalah susunan segiempat siku-siku dari bilangan-bilangan,
Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks.

Definisi 2.1.2 [1]

Jika A adalah matriks kuadrat dan jika terdapat matriks B, sehingga AB = BA = I,

maka A dikatakan dapat dibalik dan B dinamakan invers dari A.

22 Grup

Definisi 2.2.1 [2]

Misalkan G adalah suatu himpunan tak kosong. G dikatakan suatu grup jika pada G
dapat didefinisikan suatu operasi biner, ditulis ‘** sedemikian sehingga:

1. Untuk setiapa,b € G berlakua = b € G.

2. Untuk setiap a,b,c € G berlakua*(b+c) =(a*h) = c.

3. Terdapat suatu unsur di 6 yang dilambangkan dengan e, sehingga untuk setiap

a€Gberlakna*xe =exa=a.



4. Untuk setiap a € G, terdapat suatu unsur b di G sehingga berlakua*b =b*a =
e (setiap unsur di ¢ mempunyai invers). Dengan kata lain b = a™2.
Grup G dengan operasi biner ‘*°, ditulis (G,*). Misalkan (G,*) suatu grup dan
a, b € G, untuk selanjutnya dalam tulisan ini, ¢ * b hanya akan ditulis sebagai ab.
Definisi 2.2.2 [4]
Misalkan G suatu grup. Banyaknya unsur di & disebut orde dari G, yang dinotasikan
sebagai |G|. Jika banyaknya unsur di G adalah hingga, maka G dinamakan grup
hingga.
Definisi 2.2.3 [2]
Misalkan G suatu grup. G disebut grup siklik (grup yang dibangun oleh satu unsur)
jika terdapat a € G sehingga G = {a"|n € Z}. Dalam hal ini a discbut generator
(pembangun) dari G dan ditulis sebagai G = {(a).
Contoh 2.2.4 [4]
Bentuk-bentuk bilangan kompleks adalah:
1. Bentuk penjumlahan
z =x + iy, dengan x,y € Rdan i = v—1.
2. Bentuk polar
z=r(cos@ +isinf) =rcish,
dengan r = |z| dan 6 = arg(z).

Range argumen utama: 0 < Arg(z) < 2n, sehingga arg(z) = Arg(z) + 2kn.

Hubungan bentuk polar dengan bentuk penjumlahan adalah:

r=mdan9=tan‘1§.




3. Bentuk eksponen
z=re',
Menurut rumus Euler, z = re'® = r(cos 8 + isin ).

Misalkan n adalah bilangan bulat positif dan € adalah himpunan bilangan
kompleks. Suatu bilangan w adalah akar pangkat n dari bilangan kompleks z.
Misal 1% = w dengan w € C.
Maka 1 = w™.
Misal w = r(cos @ + isin8).
Maka berdasarkan rumus de Moivre, w™ = r™(cosnf + i sinn@).
Karena 1 € C bisa ditulis sebagai 1 = 1(cos 0 + sin 0),
maka 1(cos 0 + sin 0) = r"(cosnf + i sinnd).
Sehingga diperoleh:

r®"=1ataur = 1.

nd =0+ 2kn =2kn,k €Z.

@ =—,k€EZ
Jadi, w = l(cosgﬂ+ isinﬁ),k eZ.
n n
.Z.EE ]
Untukk=0,makaw=c050+isin0=(en) =1,
’ 2miy 1
Untuk £ = 1, maka w = cos (zil) =+ i sin (2—”1) = (eT) .
n n

Untuk k = 2, maka w = cos (?) + i sin (—2-“—2) = ezTﬂ)z.



Untuk k = n — 1, maka w = cos (2"(—:_12) + isin (—21(::;1)) = (e?)n_l.
Jadi,
1 2min! , 2mi\?2 2riy "1
w=1n = {1, (¢7) (e7) () }
Himpunan dari akar ke-n dari 1 di C adalah suatu grup berorde n yang ditulis dengan
Cp- C,, disebut grup siklik berorde n.
Misal a = e?™/™, maka
C, ={a)=1{1,0,a%;a"%).
Definisi 2.2.5 [2]
Misalkan (G,*) suatu grup, H € G dan H # @. H dikatakan subgrup dari grup G jika
H membentuk grup terhadap operasi yang didefinisikan di G.
Definisi 2.2.6 [2]
Pemetaan dari grup G ke grup G', yaitu 8 : G —» G’ disebut homomorfisma grup jika

untuk setiap unsur a dan b di G berlaku 8(ab) = 6(a)8(b).

23  Ruang Vektor

Pada subbab ini akan dijelaskan tentang definisi lapangan serta definisi dan
sifat-sifat dari ruang vektor.
Definisi 2.3.1 3]
Suatu lapangan adalah suatu himpunan F berikut dengan dua operasi biner, operasi
penjumlahan “+” dan operasi perkalian “-”, berikut dengan dua elemen 0,1 € F
sedemikian sehingga:

1. Untuk setiap x,y,Zz € F



x+y€EF
x+y=y+x
x+Y+z=x+(@y+2)
0+x=0
2. Untuk setiapx,y,z € F
XyEF
Xy =yx
(xy)z = x(yz)
Ix=x
3. Untuk setiap x,y,z € F
x(y+z)=xy+xz
4. Untuk setiap x € F terdapat suatu z € F sedemikian sehinggax 4z =0
5. Untuk setiap x € F dengan x # 0 terdapat suatu y € F sedemikian sehingga
xy=1.
Contoh 2.3.2 [3]
(R, +,"} adalah suatu lapangan.
(C, +,7) adalah suatu lapangan.
Definisi 2.3.3 [3]
Suatu ruang vektor V atas lapangan F adalah suatu himpunan V yang elemen-

elemennya dinamakan vektor, termasuk juga sebuah elemen dari V yakni vektor nol

(ﬁ), berikut dengan sebuah operator biner " + ", disebut penjumlahan vektor dan



secbuah perkalian skalar antara vektor dengan elemen F yang memenuhi kondisi-
kondisi berikut:
1. Untuk setiapu,v,w €V

u+vev,

6+v=m

Uu+v=v+u,

ut+w=@w+v)+w,
2. Untuk setiapu,v € Vdanr,s € F

Tv eV,

lv=v,

Oov = 6,

r(u+v) =ru+ry,

(r+s)jv=rv+sv,

(rs)v = r(sv),
Definisi 2.3.4 [1]
Subhimpunan W dari sebuah ruang vektor V, dinamakan subruang V jika W adalah
ruang vektor di bawah penjumlahan dan perkalian skalar yang didefinisikan di V.
Teorema 2.3.5 [1]
Jika W adalah himpunan dari satu atau lebih vektor dari sebuah ruang vektor V, maka
W adalah subruang dari V jika dan hanya jika kondisi-kondisi berikut berlaku:

1. Jika u dan v adalah vektor-vektor pada W, maka u + v terletak di W,




2. Jika k adalah sebarang skalar dan u adalah sebarang vektor pada W, maka ku
berada di W.
Bukti.
Lihat [1] halaman 237.
Definisi 2.3.6 3]
Vektor-vektor vy, v, ... , v, dikatakan bebas linier jika ry, 15, ... ,7;, adalah skalar dan
rVy + 13V, + ..+ v, = 0 hanya dipenuhi oleh r, = 0,1, =0,...,7, =0. Jika
V3, V3, ..., Uy tidak bebas linier maka dikatakan bahwa v, v,, ..., v, bergantung linier.
Definisi 2.3.7 [3]
Misalkan vy, v5, ..., v, adalah vektor-vektor dan ry, 7, ..., 1;, adalah skalar.
Dikatakan bahwa vektor
W=rnv+nve+ . +n5 0,
adalah kombinasi linier dari vy, v5, ..., V,. Himpunan semua kombinasi linier dari
V4, V3, ..., Uy disebut span dari vy, vy, ..., v, dan ditulis span{v,, v,, ..., v, }.
Definisi 2.3.8 [3]
Suatu himpunan dari vektor-vektor {vy,v,,...,v,} dalam sebuah ruang vektor V
dinamakan sebuah basis untuk V, jika:
1. »,v,,..., v, adalah bebas linier,
2. Span{vy, vy, ..., vp}=V.
Definisi 2.3.9 [3]
Misalkan V adalah suatu ruang vektor dan mempunyai suatu basis dengan n elemen.

Maka dikatakan bahwa V berdimensi n. Jika suatu ruang vektor berdimensi n untuk




setiap n, maka dikatakan bahwa V berdimensi hingga. Jika V tidak berdimensi
hingga, maka V dikatakan berdimensi takhingga.
Definisi 2.3.10 [3]
Suatu basis terurut {v, v, ..., ¥, } dari suatu ruang vektor V adalah suatu basis dari V
yang elemen-elemennya terdaftar dalam urutan tertentu. Misalkan {v;,v,, ..., v}
adalah basis terurut dari V dan w € V. Dikatakan bahwa {a,, a,, ..., a,} adalah vektor
koordinat w terhadap basis {v,v,,..,v,;} jika w=av, + ayv; + -+ a,v,.
Misalkan B = {v,, V5, ..., ¥} adalah suatu basis terurut, maka vektor koordinat dari
suatu vektor w = a,v; + a;v, + - + a, 1, dinotasikan dengan,
ai
wp=| 7

ay
Definisi 2.3.11 [1]
Misalkan V adalah suatu ruang vektor atas lapangan F. Misalkan T:V — V adalah
suatu pemetaan linier dan 8 = {vy, v, -, v,,} adalah suatu basis terurut dari V. Maka
matriks penyajian T terhadap basis B ditulis [T]g adalah

[Tz = ([T (wDe]ll[T@)g]l - [T (vn)wl]-

24  Pemetaan Linier

Definisi 2.4.1 [3]

Misalkan V dan W adalah ruang vektor atas lapangan F. Suatu pemetaan linier dari V
ke W adalah suatu pemetaan T': V — W yang memenuhi:

1. Jikaw,v € V,makaT(z + v) = T(u) + T(v).
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2. Jikkau €V dank € F, maka T(ku) = kT(u).
Definisi 2.4.2 [S]
Misalkan V adalah suatu ruang vektor. Suatu pemetaan linier T:V — V dinamakan

suatu endomorfisma dari V.

2.5 Representasi Grup dan CG-modul

Suatu representasi grup G merupakan suatu cara menuliskan G sebagai suatu
grup dari matriks. Pada subbab ini akan dijelaskan tentang definisi dari representasi
grup dan definisi serta sifat-sifat dari suatu CG-modul.
Definisi 2.5.1 [4]
Grup yang beranggotakan matriks berukuran n X n yang dapat dibalik, dengan entri-
entri matriks tersebut berada di € dinotasikan sebagai GL,(C) dan dinamakan grup
linier umum (general linear group) berderajat n atas C.
Definisi 2.5.2 [4]
Suatu representasi dari ¢ adalah homomorfisma grup

p:G—=GL,(C)
untuk suatu n € N, n dinamakan derajat dari p. Dengan demikian, jika p adalah suatu
pemetaan dari G ke GL,(C), maka p adalah suatu representasi jika dan hanya jika
p(gh) = p(g)p(h) untuk setiap g,h € G.

Karena suatu representasi adalah suatu homomorfisma maka untuk setiap

representasi p : G = GL,(C) berlaku p(1) = I,,, dimana I, adalah matriks identitas.
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Definisi 2.5.3 [4]
Suatu ruang vektor berdimensi-hingga V atas C adalah suatu €G-modul jika perkalian

gv (untuk setiap g € G dan v € V') terdefinisi dan memenuhi kondisi berikut:
Untuk setiapu,v € V,1 € C,dang,h € G,

1. gv €V,

2. (gh)yv = g(hv),

3. Tv= v,

4. g(v) = Agv),

. glut+v)=gu+gv.

th

Definisi 2.5.4 [4]

Misalkan V' adalah suvatu €G-modul. Suatu himpunan bagian W dari V dikatakan

suatu CG-submodul dari V jika W adalah svatu subruang dan gw € W, untuk setiap

weEWdang €G.

Definisi 2.5.5 [4]

Misaikan V adalah suatu CG-modul dan B adalah basis dari V. Matriks penyajian g

terhadap basis B yang dinotasikan dengan [g]g adalah suatu matriks endomorfisma

v — gv dari V terhadap basis B, untuk setiap g € 6.

Teorema 2.5.5 [4]

1. Jika p : G - GL, (C) adalah suatu representasi dari G atas lapangan C, dan
¥V = C” maka V menjadi suatu CG-modul jika didefinisikan perkalian gv dengan

gv = p(g)v

unfuk setiapg € Gdanv € V.




Lebih lanjut, terdapat basis 8B dari V sedemikian sehingga
r(9) = [g]s
untuk setiap g € G.
2. Misalkan V adalah suatu CG-modul dan B adalah suatu basis dari V. Maka
pemetaan
g~ 9l
untuk setiap g € G adalah suatu representasi dari G atas C.
Bukti.

Lihat [4] halaman 40.
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BAB I1I

GRUP ALJABAR CG DAN C6-MODUL REGULAR

Pada bab ini akan dijelaskan tentang grup aljabar CG dan CG-modul regular
yang mempunyai peranan penting dalam teori representasi.
3.1 Grup Aljabar C&
Definisi 3.1.1 [4]
Misalkan G adalah grup hingga dengan elemen-elemen g,, gs, ..., g, dan misalkan
F(lapangan) adalah C, maka ruang vektor V atas C dengan {g,, g5, ..., g} sebagai
basis dinamakan ruang vektor C€G. Basis {g;, g2, ---, gn} disebut dengan basis natural
dari ruang vektor CG.
Elemen-e¢lemen pada mang vektor CG berbentuk

Mgy + Aaget.. . +Angy

untuk setiap A; € C.

Elemen-elemen pada ruang vektor CG juga bisa ditulis dalam bentuk

2,18

ge6
untuk setiap 4, € C.
Jika u= ¥, 49 dan v= }I, u;g;, maka penjumlahan dan perkalian
skalar pada ruang vektor CG didefinisikan dengan:
Loutv= 3,4+ u)g:,

2. ku= Xi(ka)g;



Operasi perkalian -elemen-elemen pada ruang vektor CG -dapat-didefinisikan
sebagat berikut :

(s hg (Z m;h) =| D Agm(gh)

\ g€ heG g.REG
untuk setiap-Ag, iy, € €.
‘Contoh 3.1.2
Misalkan G-= C3= {e; a; a®}, dengan e adalah elemen identitas di G.
Elemen-elemen pada ruang vektor CG berbentuk 2,9, + A2g5+...+4,gy, untuk
setiap. A; € C.
Misalkan 1, v adalah elemen-elemen dari ruang vektor CG, dengan
u=e—ia+2a’damv=ce—ia.
Maka,
() u+v=(e—ia+2a%)+ (e—ia)=2e—2ia+2a?
(ii). uv = (e — ia + 2a®)(e — ia)
= ¢ — eia — eia + a% + 2ea? — 2ie = (1 — 2i)e — 2eia + (1 + 2e)a?.
Proposisi 3.1.3 [4]
Misalkan G adalah grup hingga, yaitu: ‘G ={gy, g3, ..,gn} dan ¢ € CG dengan
¢ = Xy g;. Maka ch =hc =-c, untuk setiap h €-G.
Bukti:
Misalkan G adalah grup hingga, yaitu: G ={gy,93, ...,9n} dan ¢ € C6 dengan

€ = Yy i, ¢ € €G. Akan dibuktikan bahwa ch = hc = ¢, untuk setiap h € G.
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Perhatikan bahwa

n
ch = (Z gi) h=(g1+ g+ +gnh=gih+gsh+-+goh (D

i=1
n
hc=h (Z gi)- =h(g1+ g2+ -+ gn) =gih+gzh+--+grh. (i)
i=1
Dari: (i)-dan. (i1)-diperoleh-bahwa-ch-=-hc.
Karena-h-€ G, maka h = g;,-untuk suatu-i = 1,2, ..., n.

Karena.g;h €.G maka g;h = g;, untuk suatuj = 1,2,....,n..

Akibatnya,
-ch-= hc-=-g.h+ gh+ -+ g,h
=gr+tgz+t-tgn
= .
-Definisi 3.1.4 [4]

Ruang vektor €CG, dengan perkalian-yang: didefinisikan sebagai

XY -(thh); D Aymlghy

geG | \heG g,heG
untuk setiap 4,, 4, € C, disebut grup aljabar CG..

Grup aljabar CG. memiliki elemen identitas. 1e (dimana 1 adaiah elemen identitas dari
lapangan C dan e adalah elemen identitas di G).

Untuk selanjutnya, 1e juga-dapat ditulis sebagai 1.

Lenia 3.1.5

-Grup-aljabar GG membentuk grup terhadap operast perkalian.
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Bukti:

Ambil 1, s, t elemen-elemen dari grup aljabar CG.

Maka, r = Y e6 A9, S = Znec Bnh dan t = Yyeq vik untuk setiap Ag, up, vy € €
dan g, h,k € G
1) Akan dibuktikan rs € CG.

Perhatikan bahwa

TS = (2‘ g9 ) (Z‘ ﬂhh) = Z Agun(gh).
heG

\ gJEG 7 . g.hec
Karena Ay, up € C dan g, h € G maka A u, € Cdan gh € G.
Akibatnya,

rs = Z Aqun(gh) € CG.

g,hec
2) Akan dibuktikan r(st) = (rs)t.

Perhatikan bahwa:

r(st) = Z %99 KZ #hh) (Z vkk)}

geG heG KEG

Z %9( Z Up L’k(hk))

geG h,k€EG

A‘q,uh“k(.qhk) (l)

g.hkEeG

(rs)t = Zagg (Zuhh) kak

gEG heG keG
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= Z ity Sc(gh)ke.
ahkeG

Menurut Definisi 2.2.1, (gh)k = g(hk) maka

(rs)t=" ) Aghn g (hic

()22
= r(st).

3. Akan dibuktikan 71 = 1r = r-.

Karena r dan 1 adalah elemen-elemen dari grup aljabar CG, maka

1= (;Ealgg) (1e) = (gza;t 1ge)

= ((13) Z lgg) = TZ g =r.

gEG gEG
4. Akan dibuktikan bahwa (Ar)s = A(rs) = r(As).
Perhatikan bahwa

(r)s = (,1 > agg) (Z ﬂhh) = (Z Mgg) (Z uhh)

gEG heG gEG heG

s (Z Adghn (.gh))

hea
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=1 (Z zguhcgh)) =2Gs) @

he6

A(rs) = 4 (Z z_guh(gh)) = (Z uguhcgh))

heG heg

= (Z A g) (AZ ,u,,h) =r(As) ()

gEG REG
Dari (i) dan (ii), maka(Ar)s = A(rs) = r(4s).
5. Akan dibuktikan bahwa (r + s)t = rt + st.

Karena r, s, t adalah elemen-elemen dari grup aljabar CG, akibatnya

(r+s)t = (Z Rgg+ ) uhh) (Z 6kk)

geG heG kEG

( D Agg+ uhh) Dy akk)

4,hEG KEG

5k(agg + pph)k
g,h,keG

= sk (A,9k + uphk)
a.hkeEG

5k}~g(.9k) i 6k#h(hk))

g.hkEG

=( Z Sy (gh) + Z Skun(hk))

g.h,kEG a,hREG
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= (Z 18 ) Bkt by akk)

gEG keG hee keG

=rt+ st.

6. Akan dibuktikan bahwa r(s +t) =rs +rt.

Karena r, s, t adalah elemen-elemen dari grup aljabar CG, akibatnya

r(s+t)= ( Agg) (z Uph + Z Skk)
geG

hEG kG
Z A9 Z nh+ Skk)
gE6 h,KEG

X Z 2, 9(tnh + 6)
g kEG

=| D 2Gugh+6.90)
a,hkeG

= ( Z Ag #r(gh) + A0, (gk))
g.hkEG

=( Z lgﬂh(gh)'i‘ Z Agak(gk))
g.hLkeG g

JLkeEG
- lggZuhh+Zlggz Sicke
geG  heG ge6  keG
=rs+rt.

7. Akan dibuktikan bahwa r0 = 0r = 0.
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Perhatikan bahwa

g {g

geG GEG
= (Z oagg) = (0) (Z lgg) = Or.
geG gEeG

Karena r € CG, maka
0r = (0 + 0)r = (0r) + (0r)
—(0r) + (0r) = —(0r) + ((0r) + (0r))
0 = (—(0r) + (0r) + (0r)
0=0+0r
0=0r
or = 0.

Jadi, 70 = Or = 0. n

32 CG-modul Regular

Pada subbab ini akan digunakan definisi grup aljabar C6 wuntuk
mendefinisikan suatu CG-modul yang dinamakan €CG-modul regular.
Definisi 3.2.1 [4]
Misalkan G adalah grup hingga dan misalkan F(lapangan) adalah €. Misalkan
V = C€G, maka V merupakan ruang vektor berdimensi n atas €. Suatu grup aljabar CG
adalah CG-modul regular jika perkalian gv (untuk setiap v €V dan g € G)

terdefinisi dan memenuhi kondisi-kondisi berikut:
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Untuk setiapu,v € V,A € C,dang,h €G,
1. gv €V,

2. (ghyv = g(hv),

3, Tv= v,

4. g(Av) = A(gv),

W

glu+v) =gu+ gv.

Berikut ini adalah sifat-sifat dari CG-modul regular.
Definisi 3.2.3 [4]
Misalkan V adalah €G-modul regular dan misalkan 8 adalah basis natural dari V,
maka p: G — GL,(C) dengan p(g) = [g]y adalah representasi regular dari G atas C.
Contoh 3.2.4
Misalkan G = C; = {e, a, a®}, maka elemen-elemen CG berbentuk

Ae+a+ ;a2 ,(4; €0)
Dari vektor koordinat terhadap basis natural {e,a,a?} dari CG, diperoleh matriks
penyajian g terbadap basis natural {e, a, a®} dari CG sebagai berikut :
Misalkan B = {e, @, a?}, maka v, = e, v, = @, dan vz = a?.

L. _P(e) = [e]g = [[ev:]gl[ev;]sllevs]s].

1
ev; = ee = le + Oa + 0a?, sehingga diperoleh [ev;]g = (0)
0

0
ev, = ea = Oe + la + 0a?, sehingga diperoleh [ev,]yg = (1),
0
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0
evs = ea® = Oe + Oa + 1a?, sehingga diperoleh [ev;]g = (0)
1

1 0 0
Akibatnya, p(e) = [elg = (0 1 0).
0 01

. p(a) = [alg = [[av]gl[av;]sl[avs]x].

0
av, = ae = Oe + 1a + 0a?, sehingga diperoleh [av;]g = (1),
0

0
av, = aa = Oe + Oa + 1a?, sehingga diperoleh [av,]g = (0),
1

1
av; = aa? = le + 0a + 0a?, sehingga diperoleh [av;]g = (0)
0

0 0 1
Akibatnya, p(a) = [alg = (1 0 0).
0 1 0

. P(az) = [a%]y = [[azvﬂml[azvz]m”ans]B]-

0
a’v, = a’e = Oe + 0a + 1a?, schingga diperoleh [a?v;]g = ({)),
1

1
a*v, = a*a = le + 0a + 0a?, sehingga diperoleh [a%v,]y = (0),
0
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0
a?vy = a%a® = Oe + 1a + 0a?, sehingga diperoleh [a?v5]g = (1)
0

0 1 0
Akibatnya, p(a®) = [a?]g = (0 0 1).
1 00

Dengan mendefinisikan p: G = GL,(€) dimana p(g) = [g]y dan

1 0 0h/0 O 1 0 0 1
p(e)p(a) = (0 1 0) (1 0 0) = (1 0 0) = p(ea),

0 0 1/\0 1 0 0 1 0
1 0 0A/0 1 O 0 1 0

ple)p(a?) = (0 1 0) (0 0 1) = (0 0 1) = p(ea?),
0 0 1/\1 0 0O 1 0 O
0 0 1IN/ 0 1 O 1 0 0

pla)p(a®) = (1 0 0) (o 0 1) = (0 1 0) = p(aa?),
0 1 0/\1 0 O 0 0 1

maka p merupakan representasi regular dari G.
Definisi 3.2.5 [4]
Misalkan V adalah suatu CG-modul regular dan v € V,r € CG, dengan r =

2gec 49, untuk setiap A; € C. Maka definisikan rv sebagai

™Y = Z Ag(gv).

g€6
Proposisi 3.2.6 [4]
Misalkan V adalah CG-modul regular. Pada CG-modul regular berlaku sifat-sifat
perkalian berikut, untuk setiap u,v € V,A € C,danr, s € CG:
1. eV,

2. (rs)v =r(sv),
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3. Tv= v,

4. r(Av) = A0v) = (Ar)v,

5. r(u+v)=ru+ry,

6. (r+s)v=rv+sv,

7. 10 =0v =0.

Bukti:

Ambil u, v € V,A € C, dan r, s elemen-elemen dari grup aljabar CG.

Karena r dan s adalah elemen-elemen dari grup aljabar CG maka r € CG,sehingga
r = YXgegAgg dan s = Ypeq finh

untuk setiap A4, up € Cdan g, h € G.

1. Akan dibuktikan bahwa rv € V.

Berdasarkan Definisi 3.2.5,

rol= Z Ag(gv),

gEG
untuk setiap A, € C, g €G,danv EV.
Karena g € G danv € Vmakagv € V.

Akibatnya

ry = Z Ag(gv) €V.

gEG
2. Akan dibuktikan bahwa (rs)v = 7(sv).

Karena v € V danr,s € CG, akibatnya



(rs)v = ( > (aguh(gh)) v

9.heG

= ) Zgm((gh)

g.heG

= D Ggunlg(hw))

g.heG

- (Z Agg) (Z uh(hv))

geG RhEG

= r(sv).
3. Akan dibuktikan bahwa Tv = v.
Karena v € V maka v € CG sehingga v = A, g, +...+4,95.
Akibatnya,
1v = (1&)v = 1(ev)
= 1(e(A1gy + X292 + = + A gn))
= 1(ed1 g1 + edg2+... +ed, g,)
= 1(L eg; + Aegs+... +2,e9,)
=1(A191 + 2292 + =+ A 9n)
=001+ 292+ ngn=v
4. Akan dibuktikan bahwa r(Av) = A(Grv) = (Ar)v.
Karenav € V, r € CG, dan 2 € C, akibatnya

() = (Z /Igg) (v) = AZ A,(gv) = A(rv)

gec geG
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gEG

- (,1 Z Ag g) v = (Ar)v.

5. Akan dibuktikan bahwa r(u + v) = ru + rv.

Karena u,v € V dan r € CG, akibatnya

rlut+v)= (Z Agg) (u+v)

gEG

z Agg(u+v)= Z Ag(gu) + z A4(gv)

geG gEG gEG
=ru+rv.

6. Akan dibuktikan (r + s)v = rv + sv.

Karena v € V danr,s € CG, akibatnya

(r+s)v = (z A9 +Z#nh)v

gEG heG

=( 5 Agw,,h)v

g.heG

= ( D (g +#nh)v)

g,heGc

(Z 34(gv) + iy (hv)
g.heG

(Z Alg)+ Y. uh(hv))

gea heG
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=rv + sv.
7. Akan dibuktikan bahwa r0 = v0 = 0.

Jika u adalah suatu elemen dari suatu ruang vektor dan 4 + u = u, maka u = 0.

Perhatikan bahwa
r0=r(0+0) =7r0+70,
0v=(0+0)v=0v+0v.
Akibatnya, 70 = 0v = 0. [
Definisi 3.2.7 [4]

Misalkan V adalah suatu €G-modul. V dikatakan faithful jika elemen identitas dari G,
namakan e € G, adalah satu-satunya elemen di ¢ yang memenuhi persamaan gv = v
untuk setiapv € Vdang € G.
Proposisi 3.2.8 [4]
C€G-modul regular adalah faithfid.
Bukti:
Misalkan V adalah suatu CG-modul regular.
Ambilv € Vdang € G.
Karena v merupakan elemen dari CG-modul regular (v € V), maka v merupakan
elemen dari ruang vektor CG(v € CG), sehingga
V=201 F A28z + ot A
Akan dicari elemen identitas dari G yang memenuhi gv = v.
Pilih g = e, dengan e elemen identitas dari G.

Akibatnya,
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gv =gAgs + 2292 + -+ Anga)
= 41991+ 2992 + -+ AngGn
=heg: + Azegz + -+ Aneg,
=Mg1+ 228, + -+ A0y
=,

Jadi, €G-modul regular adalah faithful.
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BAB 1V

KESIMPULAN

Grup aljabar CG adalah ruang vektor CG dengan perkalian yang didefinisikan
sebagai
(z g g)( uhh) = Z Agtn(gh)
g€G ReG 9.hEG
untuk setiap 4,, up € C.
Pada grup aljabar CG berlaku sifat perkalian berikut: rs € CG, r(st) = (rs)t,

-—

ri=ir=r, Ar)s=A0s)=r(As), r+s)t=rt+st, r(s+t)=rs+rt, dan
r0 = Or = 0, untuk setiap r, s, t elemen-elemen dari grup aljabar CG dan A € C.
Suatu grup aljabar CG adalah €G-modul regular jika perkalian gv (untuk
setiap ¥ EV dan g € G) terdefinisi dan memenuhi kondisi-kondisi berikut, untuk
setiap u,v € V,A € C,dan g,h€G: gv €V, (g}'t)v = g(hv), Tv=v, gliv) =
Algv), g(u+v) = gu+ gv.
Misalkan V adalah CG-modul regular. Pada €G-modul regular berlaku sifat-
sifat berikut:
1. Untuk setiap u,v € V,A€C, dan 1,5 € CG: rv €V, (rs)v =r(sv), lv =1,
r(Av) =A(rv)=(Ar)y, r(ut+v)=rutrv, (G+s)v=rv+sv, dan
0 = Ov = 0.
2. V adalah faithful karena elemen identitas dari G adalah satu-satunya elemen di G

yang memenuhi gv = v untuk setiapv € V.
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