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ABSTRAK

Diberikan persamaan Res|f,z,] = -(mi—l)!limz_.zt' ;MT__: [(z—-2,)™f(2)] yang
merupakan residu dari fungsi f(z) yang memiliki kutub z, dengan orde m. Misalkan
fungsi f(z) = % yang bersifat analitik, dimana p(z) adalah bilangan konstan.
Dengan menggunakan persamaan residu tersebut dapat ditentukan integral pada kurva

tertutup dari fungsi f(z). Hasil yang diperoleh adalah integral dari fungsi f(2)
dengan pembilang nya konstan bernilai nol.

Kata Kunci : analitik, kutub, orde, residu
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Salah satu topik yang populer dalam matematika adalah analisis kompleks.
Analisis Kompleks digunakan untuk mempelajari fungsi-fungsi yang berada dalam
ruang kompleks, diantaranya bilangan kompleks, integrasi kompleks, barisan dan
deret kompleks, deret pangkat, deret Taylor, deret MacLaurin, deret Laurent dan
teorema residu.

Teorema residu memiliki aplikasi penting dalam menghitung integral kompleks
pada kurva tertutup C. Teorema ini sangat efisien sehingga hampir tidak ada integral

kurva tertutup yang tidak dapat diselesaikan.

1
zZ-2Zy

Residu dari fungsi f(z) adalah koefisien dari deret Laurent yang dalam hal

ini dilambangkan dengan b, dimana

Res f(z) = b, = 212121 (z — 2) f(2).

Z=Zy
Persamaan tersebut merupakan residu dari fungsi yang memiliki kutub dengan orde
sederhana (m = 1).

Misalkan f(z) memiliki kutub dengan orde m, maka residu dari fungsi f(z)

adalah
m-—1

(m—-1)! zllglo dzm-1

[(z = z))™f(2)].

ReS [f, Zo] =



Dengan memanfaatkan persamaan di atas, dapat ditentukan residu dari fungsi f(z)

1

_zo

tanpa harus menurunkan seluruh deret dan mengambil koefisien - sebagai

residunya.

1.2 Perumusan Masalah

Misalkan fungsi f(z) = % yang bersifat analitik, dimana p(z) adalah bilangan

konstan. Pada tugas akhir ini, akan ditentukan integral pada kurva tertutup sederhana
dari fungsi f(z) dengan menggunakan residu. |
1.3 Pembatasan Masalah

Dalam tulisan ini, penulis membatasi permasalahan pada penghitungan residu
untuk menentukan integral pada kurva tertutup dari suatu fungsi kompleks berkutub
hingga dan tak hingga untuk orde m < 3, m bilangan integer.
1.4 Tujuan Penulisan

Penulisan ini bertujuan untuk menentukan integral pada kurva tertutup dengan

cara menghitung residu dari fungsi f(z)=zz—:;, dimana p(z) adalah bilangan

konstan.
1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan dalam tugas akhir ini terdiri dari empat bab yang diawali dengan Bab I,
yang menguraikan tentang latar belakang, permasalahan, pembatasan masalah,
tujuan, dan sistematika penulisan. Fungsi Analitik, deret Taylor, deret Laurent,
Cauchy principal value, residu dan konjugat kompleks serta lemma pendukung yang

digunakan untuk menyelesaikan permasalahan disajikan pada Bab II sebagai landasan



teori. Kemudian, pembahasan dari permasalahan tersebut akan diuraikan pada Bab III
yaitu pembuktian teorema — teorema yang berkaitan dengan residu dan penggunaan
teorema untuk beberapa kasus yang relevan. Penulisan tugas akhir ini diakhiri dengan

bagian kesimpulan dan saran yang disajikan pada Bab IV.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada Bab ini akan dibahas beberapa konsep dasar yang berkaitan dengan
permasalahan yang telah dikemukakan di Bab I. Konsep dasar ini diawali dengan
fungsi analitik, deret Taylor, deret Laurent, Cauchy principal value, residu, dan

konjugat kompleks.

2.1 Fungsi Analitik

Definisi 2.1.1 [2]

Suatu lingkungan dari sebuah titik x € R adalah suatu himpunan V yang memuat
sebuah lingkungan ¢, V.(x) := (x — &, x + ¢) pada x untuk beberapa & > 0.

Definisi 2.1.2 [3]

Misal f fungsi yang mempunyai daerah asal yang memuat lingkungan dari sebuah
titik zy. Turunan dari f di z,, ditulis f'(z,) yang didefinisikan oleh persamaan

f'(zo) = lim T&inllg) et 2. 11)

22z Z— Z
dan limitnya ada.
Definisi 2.1.3 [5]
Suatu fungsi f(z) dikatakan analitik di titik z, jika f(z) dapat diturunkan di semua

titik pada suatu lingkungan z,.




Contoh 2.1.4
Fungsi f(z) = z* merupakan fungsi analitik karena f(z) dapat diturunkan di setiap

titik z.

2.2 Deret Taylor
Teorema 2.2.1 3]
Misalkan fungsi f analitik di seluruh cakram terbuka |z — z,| < R, yang berpusat di

2z dan dengan radius R,. Maka, di setiap titik z di dalamnya, f(z) mempunyai deret

f(2)= Z a, (z - z)" wie @22.13
n=0
dengan
(n)
ol | BERYTN i 22
n!
2.3 Deret Laurent

Teorema 2.3.1 |3]

Misal f analitik dalam domain R, < |z — zy| < R, dan misal C menunjukkan kontur
tertutup sederhana berorientasi positif sekitar z,, maka setiap titik z di dalam domain,
f(z) mempunyai deret

f(z) = Z a,(z — zp)" + Z (Z—-_b"%)—n e (23.)
n=1

n=0

dengan



1 f(2)

= ,n=01.2,..
i) g rtam
C
1
bn = _f(f-)___d_g n=d2 .

7 Z_Tﬁc (Z s Zo)_n+1 .
2.4 Cauchy Principal Value

Integral tak wajar dari sebuah fungsi kontinu f(z) pada interval semi-terbatas

z 2 0 didefinisikan oleh persamaan

co R
J' f(2)dz = lim f f(2)dz =i 41)
0 g=le

Jika f(z) kontinu untuk setiap z, integral tak wajar pada interval tak terbatas

—o0 < z < oo didefinisikan sebagai berikut :

oo 0 Rz
f_ . f(2)dz = Rlli_rpm J: E f(2)dz + ]}?r:] fo f(z)dz . (2.4.2)

Persamaan (2.4.2) dapat ditunjukkan dengan menggunakan Cauchy principal value,

yaitu

© R
f f(2)dz = lim f f@)dz o (243)
_—— R g o

2.5 Residu
Definisi 2.5.1 [3]
Jika fungsi f tidak analitik di titik z, tetapi analitik di beberapa titik dalam setiap

lingkungan pada z, maka z, disebut titik singular.




Contoh 2.5.2
Fungsi f(z) = - tidak analitik di titik z = 0 sehingga titik z = 0 merupakan titik
singular dari fungsi f(z).
Definisi 2.5.3 [3]
Sebuah titik singular z, dikatakan terisolasi jika terdapat lingkungan terhapus
0 < |z — zy| < & dari z, dimana f analitik.
Teorema 2.5.4 [3]
Sebuah titik singular terisolasi z, dari sebuah fungsi f adalah kutub pada orde m jika
dan hanya jika f(z) dapat ditulis dalam bentuk

¢(2)

f(2)=m,

dimana ¢(z) analitik dan tak nol di z,.

Teorema 2.5.5 [4]

Misal f(z) analitik di z = z, dan bernilai nol pada orde ke n di z = Z,, maka }—(1;5

mempunyai sebuah kutub pada orde ke n di z = z,.

Teorema 2.5.6 [3]

Misal C kontur tertutup sederhana yang berorientasi positif. Jika f analitik di dalam
dan pada C kecuali untuk bilangan hingga dari titik singular z,(k = 1,2, ...,n) di

dalam C, maka

f f(z)dz = 2mi Z Res f(2) . (25.1)
c k=1



Lemma 2.5.7 [1]

Misal z, adalah kutub pada orde m dari sebuah fungsi f(z) maka residu dari fungsi

f(z) diberikan oleh bentuk
1 m-1
m
Res|f,z,] = —D }_.z et =lE=%)"f()] wrvs (BiBT)
2.6 Konjugat Kompleks

Konjugat kompleks dari bilangan kompleks z = x + iy didefinisikan sebagai
bilangan kompleks x — iy dan dilambangkan oleh Z, yaitu

zZ=x—-1iy v B .1)



BAB III
MENENTUKAN INTEGRAL FUNGSI KOMPLEKS JIKA PEMBILANGNYA

KONSTANTA DENGAN MENGGUNAKAN TEOREMA RESIDU

Pada bagian ini, akan dibahas tentang pembuktian teorema — teorema yang

berkaitan dengan residu dan contoh — contoh soal.

3.1 Pembuktian Teorema-Teorema yang Berkaitan dengan Residu

Teorema 3.1.1 [1]

Jika f(2) = % analitik pada C dan di dalam C, kecuali di z = +z, dengan p(z)

konstan, dan f mempunyai kutub pada orde m (untuk suatu bilangan integer m) maka
Res[f,—zo] = Resl[f, z,]
Bukti :
Teorema ini akan diselidiki untuk m = 1,2,3.
Kasus 1
(i) Misal z, adalah kutub pada orde m = 1, maka berdasarkan persamaan

(2.5.2) pada Lemma 2.5.7 diperoleh persamaan sebagai berikut :

i=1

1 d
Res(f,z,] = TR 1)!211.[2, I [(z = zp)'f (2)] " o s )

— p@@)
karena f(z) = et maka

’ p(z)
Res|[f,z,] = lim,_,,, [(z — Zp) ;(z—)]



= lim,_,,, [g] LA
Misalkan,
A = (z — z)p(2)
B =q(2)
Deret Taylor untuk g(z) di sekitar titik z = z, adalah
9(2) = q(z0) + (2 — 20)'(z0) + Z22 " (z0) + -

Berdasarkan teorema 2.5.5 maka

q(2) = (z — z9)q' (o) + —2~ - z") q"(20) + -

sehingga

(2- Zo)

B = (z - 20)q'(z0) + £22 q"(z) + -

dari persamaan (3.1.2) Res(f, z,] dapat ditulis sebagai berikut :

(z-20)p(2) ]

Res|f, zy] = lim
[f 0] et _(Z‘ZO)Q'(ZO)"’(Z__:!QEQH(ZQ)‘F"'

[
= limz—»zo (xR pis) )]

_(2—20)(0'(20)"(3__270-)4"(20)*"

-2 : p(z)
= llmz_,zo '(Zo) (z— ZO) H(zo).,....]

p(zo)

Q' (20)+ 22 200q" (z0) +--

. p(zo)
- 2t A3

karena p(z) konstan maka dari persamaan (3.1.3) Res[f, z,] dapat ditulis,

p(z)

Res[f, ZO] = m

10




Sehingga residu di kutub z, pada orde m = 1 adalah

p(z)

Res[f, Zo] = m

..(3.1.4)

(i) Misal —z, adalah kutub pada orde m = 1, maka berdasarkan persamaan

(2.5.2) pada Lemma 2.5.7 diperoleh persamaan sebagai berikut :
Reslf,~zo] = 5 limysgy sz [~ (-20)) ' F(2)] ...(315)
karena f(z) = % , maka

Res[f,—z,] = lim,, . [(z 1 zo) p(z)

= ) [g] .. (3.1.6)
Misalkan,
A =(z+ zy)p(z)
B =q(z)
Deret Taylor untuk q(z) di sekitar titik z = —z, adalah

' (z+20)* ,;

q(z) = q(—2zp) + (z + Z9)q' (—2zp) + ghrs—-g (—2zp) + -
Berdasarkan teorema 2.5.5 maka

(z"‘ZO) N(_zo) - %

q(2) = (z + 2))q' (—z,) + 2>~
sehingga

B = (z +2)q'(—2z) + —2~ (2+20) q"(=z) + -

11




dari persamaan (3.1.6) Res[f, —z,] dapat ditulis sebagai berikut :

[ (z+2p)p(z)
Res|f,—z,] = lim,,_,_ ok
[f 0] Z——2Zg | (2+20)q" (~20)4 (ﬂ’:!g)z q" (=2g)+
e - (z+20)p(2)
E7TE0 | (z420)(q' (~z0)+ 22200 " (=z0)+ )
: | 2)
=lim,_,_ zpz
Z—+—Z0 .q,(—z") I( ;!°)q"(—zo)+'"]

. p(-2p)
@' (~2o)+ 222011 (50 4.

(~2o)
= % wses (B.1.7)

karena p(z) konstan maka dari persamaan (3.1.7) Res|[f, —z,] dapat ditulis,

p(z)
Res[f,—z)] = —=
. =z] q'(—2)
Karena q'(—z,) = —q'(2p) maka residu di kutub —z, pada orde m = 1

adalah

_ pl@ -p@
Res[f,—z,] = jer - e .(3.1.8)

Dari persamaan (3.1.4) dan (3.1.8) dapat

=ple): 1) J-p@XN A 2
Res(f,z,] = = (QTZO)) = —Res[f, —z,]

ditunjukkan bahwa,

Dengan demikian,

Res[f,—z,] = Res|[f, z,]

12



Kasus 2

(@

Misalkan z, adalah kutub pada orde m = 2, maka berdasarkan persamaan

(2.5.2) pada Lemma 2.5.7 diperoleh persamaan sebagai berikut :

1 dZ—l
= 2

Reslf, z0) = G—5; Im 77 [z — 2% (@) e (309)
karena f(z) = pé ; maka

- 2N d p(2)
Reslf, zo] = {lim, .z, 5[z — 20223

- 14 d _ 2p(2)

= lim,..q, - [(z - 2?23

: d[A
= lim, .., = [4] .. (3.110)

Misalkan,

A= (z—20)°p(2)

B =q(z)

Deret Taylor untuk q(z) di sekitar titik z = z, adalah
q(2) = q(z0) + (z — 20)q' (20) + —— a ZO) q"(zp) + -
Berdasarkan teorema 2.5.5 maka

a(2) = 20 g (25) + E2L 4O (25) +

sehingga

== 2 o 3
B = S%q”(zo) + %q(:s)(zo) + sen

13



dengan demikian dari persamaan (3.1.10) Res[f, z,] dapat ditulis,

i (z-20)%p(2)

d
Z (z-29)? 1y (z-2¢)3 (3)
=20 (o) +—52—q®)(20) 4]

Res[f,zy] = lim,.,,,

(z-20)%p(2)

((2_20)2)(w+wq(3)(zn))4

g d
2= llmz.,ZO =

= lim da p(z)
z—2g dz q"(zn) (z—ZQ) (3)(z)+--

= hmz—rzo pm ” p(Z) ]

q''(zq) . (2—29)? 3
2x1 3x2x1 ( )(2 )+

— 921 a p(z)
B lemz_.zodzL"(zu) = (3’(zo)+---] ~5{31.11)

Misalkan,

u(z) = q"(z0) + S22 g (z) + -

dan

u'(z) = %q(B)(Zo) +%(z — 25)q®@(z) + -

dari persamaan (3.1.11) Res|f, z,] dapat ditulis sebagai berikut :

Res[f, zy] = 2lim,_,,, — = [::Z;]

p' (2)u(z)-u' (2)p(z)

u?(z)

= 2lim,_,;, [

p'(z)  u'(2)p(2)

u(z) u?(z)

= 2limg_,,, [

-2 [limz..z., p'(z)  limgozo u'(2)-limgaz, p(Z)] . (3112)

& limz,, u(z) limg, u?(z)

14



Perhatikan bahwa,

lim,_,,, p' (2) = p'(2)

lim, .z, u(z) = lim,..,, (4" (20) + E22q(z) + )
= q"(20)

lim, ., ' (2) = lim,. .5, (34 (20) + 3 (z — 20)4®(z0) + )

=2q®(z)

lim,,, p(2) = p(2o)

lim, ..., u?(z) = (lim,,,, u(2))
= (¢"(20))*

dari persamaan (3.1.12) Res|f, z,] dapat ditulis,

1,03
"(zo) 39 7(20)P(20)
Res[f,z,] = 2|52 ~3
eS[f z(}] [q"(zo) (q,, (ZO))Z

= [P'(zo) _ 49 (z0)p(20)
a"(z0)  3(q"(zo))

karena p(z) fungsi konstan maka p'(z) = 0 dan p(z,) = p(z) sedemikian

sehingga
B)(z9)p(2)
Res|f,z,] = 2 [—q—i—
[f, zo] )
o [_1 19 Gp(2)
3 (q"(20))

15



Dengan demikian residu di kutub z, pada orde m = 2 adalah

3)
Reslf,zg] = — 2 x |12 Co)p(2)

«(31.X3)
3 (Q"(Zo))z

(ii) Misalkan —z, adalah kutub pada orde m = 2, maka berdasarkan persamaan

(2.5.2) pada Lemma 2.5.7 diperoleh persamaan sebagai berikut :

1
Reslf,~z] = G—5; lim — [(z— (~20))’f (2] .. (3.1.14)

karena f(z) = pzz;’ maka

)z p(z)

1,. d
= -1-I- hmz_._zD E [(Z +2z a@)

(z)
q(z)

= lim, .z, 52|z + 20)2 22
= lim,.,_,, j‘;[g] .. (3.1.15)

Misalkan,

A= (z+20)%p(2)

B =q(2)

‘ Deret Taylor untuk q(z) di sekitar titik z = —z, adalah

a(2) = a(~20) + (2 + 20)q' (~20) + E2L 9" (—z) + -~

Berdasarkan teorema 2.5.5 maka

a(z) = 22 g (~z0) + 2 O () +

sehingga

3
Ba (z+zo) ,,( ) (7-"‘:0) q(3)(_zo) + -

16



dengan demikian dari persamaan (3.1.15) Res[f, —z,] dapat ditulis,

.
g d (z+20)%p(2)
Res|f,—zp] = lim,_,_, —
[f, —2] Z-0—29 44 _(’—?,of‘l"(—zo)-l(z—:qﬁq(”(—zo)‘l'"']
e d (z+20)%p(2)
e d p(z)
= l]m S g - (rm
Z2=Zp 4, -(q (2.rzg) ' (2+3!20)q(3)(_zu)+___)
= lish da > p(z) ]
Z—r—Z .
0 dz _gﬁﬂ%?fqm(—%)%-
2 d p(z)
=Z2iim, .. — el 2116
o Q"(-Zo)""m%lqﬂ)(‘zo)'*"'] ( )

Misalkan,

(z+2p)

u(z) = q"(=20) + — 9% (~2,) + -

dan

u'(2) = %q(”(—zu) 4 %(z +20)g® (~2z) + -

Maka dari persamaan (3.1.16) Res[f, —z,] dapat ditulis,

: d [p(z)
Res[f, —ZU] =2 ]lmz_._zo'; u—(z-)-

p' (2)u(z)-u'(2)p(2)
u?(z)

=2lim,,_; [

“ s p'(z) u'(2)p(2)
=2 hmz_._zo [_u 5

wer(3.1.17)

s [limz_._zD p'(2) _limg, g, u'(2)limg—,—z, p(z)]

limz.,_z, u(z) limy._z, u?(z)




Perhatikan bahwa,

lim,,_, p'(z) = p' (—2)

lim,,_; u(z) = lim,,_;, (q” (—zy) + 554:—”)(;(3)(—20) + )

=q"(~2)

“mz—a—zo Hi(2) = limz—b—zo qu(—zo) + (2.;—20)4(4)(_20) + )

" %q ®)(—2)
lim,,_,, p(2) = p(-2,)
i : 2
lim,_,_,, u?(2) = (lim,,_,, u(z))

= (Q"(—Zo))z

maka persamaan dari (3.1.17) Res[f, —z,] dapat ditulis,

p'(-zg) %q(B)(“Zo)P(—Zo)]

R%qudzzLﬂﬂa (4" (-20)"

= [P'(—Zo) _ 49 (z0)p(-2y)
a"(-z0)  3(q"(~20))"

karena p(z) fungsi konstan maka p’(z) = 0 dan p(—z,) = p(z) sedemikian

sehingga

() (-z4)p(z)
Res|f, —z,] = 2 [— q—”—]
[f, —2] )

karena q‘®) (—z,) = —q®(z,) sehingga

T ~(¢®(z0) )p(2)
3(~4"(z0))"

=2memm
3(‘1"(20))2
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0(3)(20)13(2)
(q"(Zo))

Dengan demikian residu di kutub —z, pada orde m = 2 adalah

2 {q®(zp)p(2)
Res[f,—zy] = = X | —————= ..(3.1.18)
il (Q"(Zo))z
Dari persamaan (3.1.13) dan (3.1.18) dapat ditunjukkan bahwa,
q®@)p@)| _ (z 4 (zo)p(2) )
Res[f,z]=—— ——— | =~ | 3 X |=————"| | = —Res|[f,~z,]
S N 37 (0@’ :

Dengan demikian,

Res[f,—z,] = Resl[f, z,]

Kasus 3

(i) Misalkan z, adalah kutub pada orde m = 3, maka berdasarkan persamaan

(2.5.2) pada Lemma 2.5.7 diperoleh persamaan sebagai berikut :

1 , dg—l
Resl[f,z,] = G——ﬁllm"’"z" =l -z 1) w..(3.1.19)
r(z)
karena f(z) = s maka
e a2z 3p(2)
= gilimg gy 25 |z = 203 22
o a2 3p2)
= glims gz [~ 20)° 23
d? [A
= Jlim,.., -~ [4] ..(3.1.20)

Misalkan,
A= (z-20)°p(2)

B =q(2)

19




Deret Taylor untuk q(z) di sekitar titik z = —z, adalah
(z— zo) "

q(2) = q(2p) + (z — 20)q' (20) + —"—q" (2o) + -
Berdasarkan teorema 2.5.5 maka

Y e
a(2) = 25 g (20) + £ g (z) + -
sehingga

e 3 A 4

B %Q(S)(zo) + %q(")(zo) e

dengan demikian dari persamaan (3.1.20) Res[f, z,] dapat ditulis,

w2 (z-20)3p(2)
Res|f,z hm 201,
[f 0] Z—Zg dzZ z-2g)3 (3)( )M.q(")(z Es
; a? :
= El]mz_,zod 2 (()z(zz)o)(zli(z'Z))
| (22 )3)( +—° q ¥ (zp)+- )
Tt dz p(z)
= =lim
2 NZ-Zg ga2 f33(zo)|{z Zo}q(q)(20)+...
g d?
= 'z'l]mz..;zod 2 4(3)(10) f(z) i ]
L 3x2x1 4x3x2XII (ZB)+

dZ

L " p(z)
—Ex3x211mz_.zoﬁ

Lm(z )+MQ(4)(20)+"']

p(z)
(z-2zp)

a®(zo )+—q“)(20)+---]

m d?
- — 3 l‘lmz_,zo E;[
Misalkan,
u(z) = 9 (z0) + E22 g (20) + -

maka

e (3121)
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w'(@) = 149 (@) + 5 2 — 20)q9(z) + -
dan
u”(z) = %q(s)(zo) + %(Z —20)q®(z,) +

Sehingga dari persamaan (3.1.21) Res[f, z,] dapat ditulis,

. d?

= 31ims..s, 2 (G o)

'(2)u(z)-u' (2)p(z)
u?(z)

= d (p
= 3lim,._5, o (

(] ’
= 31im,_,, 2 (p @) _ w'(@p@)

dz \u(z) u2(z)

<t [5(58) 2522

p"(Z)u(Z)-p'(z)u’(Z)) B

= 3 limz—rzo [( (u(z))z

((u'(z)p'(z)+u"(z)p(z))(u2(z))—(u'(z)p(z))(Zu(z)u'(z))
(u@)"

- Sim, . [(Lr )

' (@p@) ' @p'(2) 2(u' (@) p(2)
(u@)’ (u()’

p”(Z)u(Z)—p'(z)u'(Z)) _

=3 [limz_,zc' ( (u(z))z

u'(2)p(z)+u’ (2)p' (z) . 2(“'(2))219(2)
+1 PN o e~

llmz-»zo ( (u(z))z (u (z))3
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- [ (limz_.ZO p" (2)1im,zy u(2)-lim,.z, p' (2)limy.z, u’(z)) .

limgz, (u(2))”

limz_.z, u"'(2)lim;.,z, P(2)+lim;, 5, u’ (2)-limy_,z, p'(2) +
limg..zo (u(2))”

2
2-limg.z, (u'(2)) dimgo.zo p(2)

limg,z, (u(z)):I

- L33.0%)

Perhatikan bahwa,
lim,.,,, p(2) = p(z,)
lim,.,, p' (2) = p'(z,)
karena p(z) fungsi konstan maka p'(z,) = 0
lim,,, p" (2) = p"(2,)
karena p(z) fungsi konstan maka p"’(z,) = 0
lim, .., u(2) = lim, .., (¢®(z0) + “72q W (z) + - )
= (3)(20)
lim,_,;, u'(2) = lim,,, Gq“) (zp) + 523 (z — 25)q®(z,) + )

= i‘ 4(4) (20)

lim,_,, u"(2) = lim,_,, (% q®(z,) + ;:36 (z - 20)q9(z,) + -+ )

2
=5 q®(z0)
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Maka dari persamaan (3.1.22) Res|[f, z,] dapat di tulis,

Res[f,z,] = 3

(o-qm(zo)—o—:qm(zo)) 3 (z’;qf5>(zo)-p(zo)+—jq<*>(zo)-n)
(e ()" (e

2(349(0) P20
(q(z)(zo))3

" [_ 0 aptay z;‘z(q“’(zﬂ)z;%).]
(q(S)(z.,)) - (q(”(Zo))

karena p(z) fungsi konstan maka p(z,) = p(z) sehingga

(s) @ (z1)
Reslf,z,] = 3[ 2 BEl ) 1, (i) p(Z)]

10 (4(3) (20)) " (0(3)(10))3

Maka residu di kutub z, pada orde m = 3 adalah

(s) (4) x )
Reslf, zo]—B[ L mad ) (69) v ..(3.1.23)

10 (4(3)(20)) (ti'(”(zty))3
(ii) Misalkan —z, adalah kutub pada orde m =3 , maka berdasarkan

persamaan (2.5.2) pada Lemma 2.5.7 diperoleh persamaan sebagai berikut :

3-1

1 d
Reslf,~z0] = g7 im = |- C2)’r@]  ...3129)

karena f(z) = p() , maka

Res[f,—z,] = 1mz_._20d 2[( +z9)3 == p(z)

q(z)
= s A 3P(2)
= lim,,_, o [(z + z,) e
Aees d? fA
= 21im,_5, = [E] . (3.1.25)
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Misalkan,
A= (z+2)%p(2)
B =q(2)

Deret Taylor untuk q(z) di sekitar titik z = —z, adalah

q(2) = q(~20) + (2 + 2,)q" (—zo)+‘”’°’ q"(~2g) 4 =

Berdasarkan teorema 2.5.5 maka
9(2) = T2E g0 (—z) + g0 () 4 -
sehingga

B (Z+Zo) q(3)( —z )+(Z+Zo) q(4)( —z )+

dengan demikian dari persamaan (3.1.25) Res[f, —z,] dapat ditulis sebagai

berikut :

az [ (z+20)3p(2)

14,
Res[f,—z,] = Slim,,_z, —

:
d? (z+20)3p(2)

3 4
| E220) () (~20) + E120 () (- z) -

|

.

1k d? p(z)
==lim,,_, —

—Zy 2 | 4(3)

2 dz q ;' 20)|(z+20) (4)( zo)+

1 b i p(z)
= =lim

222720 452 | qB)(—zg) . (z429) (4

[ "3xzx1 4x3x2x1q( )(=z0)+

d? p(z)

Aw2: G-
z -((21,20)3)(‘?_%1.%(4) (~2o) .,.)

=§x3x21imz_.

ra po)
20 gz2 q®) (-2, )+Mq(4)(_zo)+...

= 3lim,_,

|

20 dz2 L‘”(—z )M-)-q“)(—ZOH-"]

..(3.1.26)
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Misalkan,

u(z) = ¢®(~z0) + E2 g (—z,) + ..

maka

Uw'(2) = 199 (~20) + = (2 + 20)g® (~25) + -

dan

" 2 6
u"(2) = gq(s)(“zo) + =z 20)9© (=2) + -

sehingga dari persamaan (3.1.26) Res|[f, —z,] dapat ditulis,

p(2)

- dz
Res[f,—z,] = 3lim,,_,, dz? [u(Z)

4 (4 [p)
= 3llmz-»—20 dz \dz [u(z) )

sl d (p'(@)u(z)-u'(z)p(z)

—- 3 llmz—)—zo d_( (u(z))z )

— 4 (p'(@ v'(@p)
=3limg, 5, o ( u@  (u(2) )

ey 4 (P@) _ d (wE@pe)
=3 llmz—o—zo [dz (u(z) dz ( (u(z)) )]

: " (z)u(z)—p'(2)u’ (z)
=3 llmz_,_Zo [(p (u(z))2 ) =

(u”(z)p(z)+u'(z)p'(z))((u(z))’)—(zu(z)u'(z))(u’(z)p(z)))]
(u(2)"

p”(Z)u(Z)-p'(ZJu’(Z)) »

=3 ”mz—*—zo [( (u(z))z

2
u' (2)p(z)+u’ (2)p'(2) _ 2(1-!'(2)) p(z)
(u@)’ (u(2)’

P"(Z)u(Z)-p'(Z)u’(Z)) n

- [limz-’_z" ( (u(z))2
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2
: &l "(2)p’ . 2(u'(2)) p(2)
T (u (2)p(2)+u' (2)p (2))
Z——2Zo (u(z))z + llmz-a—zo _:h_(u(z))

=3 [(“mz—v—zq p" (2)limg,_z, u(Z)—Iim,..-;o P’ (2)limz_z, u'(2)
limz,_z, (u(2))

it (limz_._z‘, U’ (@) lim gz (@) Hlimg,_zo u' (2)limg.,_, p'(2)
£ 2
hmz—--zo (u(z))

2
2dimg,_z (u'(2)) limg,—z, p(2)
+( o) B )] sl 11.27}

limz_._zo(u(z))a
Perhatikan bahwa,
lim,,_,, p(2) = p(-2,)
limz—t*zo p’ (z) = P'(_Zo) =1
lim,,_,, p" (2) = p"(~2,) = 0
lim,,_z, u(z) = lim,_,_,, (qcs)(“zo) * '(%zu)qm(_zu) + )
- q(3)(—zo)
li "(2) = li 1a@®(— & (5)(_
Mz, _z U2 mgz,_z, " q ( Zo) = 20 (z+ Zo)q ( Zo) g wos )
=2 q® (—z)
4

2 " . 2
hmz—’—zn u (Z) e hmz-—»—zo (E q(S)(_zo) * 'l_g'a(z + zg)q(ﬁ)(—zo) + )

- U
—20‘? (—2zp)
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Maka dari persamaan (3.1.27) Res[f, —z,] dapat di tulis,

0-¢®)(~29)-0-2g @ (~z,) 2 4()(=20)p(~2)+2q@ (-2 )-0
Res[f,—z,] = 3 ( q*(=2p) ;qz (2o _ (=9 Cz)p Zo*;;; (=2p
(4®(z0)) (4@ (-z0))

2(249(-20)) p(-20)
(q(s)("zo))aj

= [_ a0 Epta) | fqum(—zo))zi(—zn)]
CRICS) (4@ (-2))

karena q®)(=2o) = ~q®(zy) dan ¢®(~zp) = —q®(z,) sehingga

—q® @ (z0))’ p(=z0)
Res(f,—z,] =3 [- g (z")p(zg) ok ot (a®@0) »( = ]
P (9) 8 (-@a)

karena p(z) fungsi konstan maka p(—z,) = p(z) dan p(z,) = p(z) sehingga

(s) @) (z))
Res[f, ~z;] = 3 [—lx _19ope) , 1, (89e) ptz)]

10 (¢@z)° 8 (¢9(z0))’

(s) q“J(Zo))zp(Z)
= —3]|-1 2@ 1 ( }
[ 0 (@) 8 (@)

Maka residu di kutub —z, pada orde m = 3 adalah

1 ¢®Ipz) 1 (q“’(z:o))zp(z)
Res[f,—z) = —3|-—x 0"~ 1 _ x

(3128
10 (g&(z))* 8 (49(z))’ ( )

Dari persamaan (3.1.23) dan (3.1.28) dapat ditunjukkan bahwa,

® *(20)) p(2)
Res[f, z,] = 3[-ixp(')q (z"z)+3x(q zo)paz
0 (@) T (4®a)

- (_3 [_ RNV ICY SO (q(‘)(zo))zps(ﬂ )
10 (0(3)(20)) 8 (q(a)(z')))
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= —Res|[f, —z,]
Dengan demikian,
Res[f,—z] = m
Berdasarkan kasus 1, kasus 2 dan kasus 3 maka dapat disimpulkan bahwa,

Res[f,—z,] = Res|[f, z,]

[ ]
Teorema 3.1.2 [1]
Misal f(z) = % analitik di dalam dan pada kurva tertutup sederhana C kecuali di

(z =*z;,i=123,..), jika f mempunyai kutub pada orde (m > 0) dimana p(z)

konstan maka,

i Res[f,—z] = i Res[f,z,].
i=1 i=1

Bukti :
Berdasarkan teorema 3.1.1, jika (z = +z;) adalah sebuah kutub pada orde sederhana
(m = 1) maka,

Res[f,—z,] = Res|[f, z,]
Res[f,—z,] = Res|[f,z,]
Res[f,—z;] = Res|f, z5]

f . (3.1.29)

Res[f,—z,] = Res|f, z,]
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Dengan menjumlahkan persamaan (3.1.29) diperoleh,

Res[f,—z,] + Res[f,—z,] + Res[f, —z;] + -+ Res[f,—z,] + --- = Res|f,z,] +

Res[f, z;] + Res|f, z3] + --- + Res[f, z,] + ---

sehingga,

oo o]
Z Res[f,-z] = Z Reslf,z,]
i=1 i=1

Teorema 3.1.3 [1]
Misal f(z) = % adalah fungsi analitik dalam dan pada kurva tertutup sederhana C

kecuali pada (z = +z; ;i = 1,2,3,...), jika f mempunyai kutub pada orde (m > 0)

dimana p(z) konstan, maka

p(z)
imdl =0.

Bukti :

Perhatikan bahwa,
Z Res[f,tz] = Z Res[f,—z] + Z Res[f,z]
i=1 i=1 i=1

dari teorema 3.1.2 diperoleh,
Z Res[f,—z] = Z Res[f,z] = — Z Res|[f, z;]
i=1 i=1 i=1

Sehingga,
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ZRes[f +2z] = ZRes[f z;] + ZRes[f z;)

i=1
=0

Berdasarkan teorema 2.5.6, untuk setiap m > 0,

fp(— z = 2mi Z Res|f, +z]
i=1

Karena
i Res[f,*+z] =0
=1
Maka diperoleh :
)E % dz = 2mi(0)
f f,’% dr=0

3.2 Penggunaan Teorema — teorema untuk Beberapa Kasus yang Relevan
Contoh 3.2.1

Tentukanlah

k
| m=re—

dimana k konstan.
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Solusi :

Akan ditentukan integral di atas,

dengan menggunakan Cauchy principal Value maka

z = lim
R—-o0

r k
f @ -G -1

T
=5t 0t-1)2 °

Misal f(z) =

R
k
_{ @ -0 -1

dan f(z) mempunyai 4 kutub yaitu z = +1 adalah

kutub pada orde m = 3 dan z = +2 adalah kutub pada orde m = 2.

Selanjutnya perhatikan ilustrasi berikut,

Yr
Yr
s"l Srz Sr; S"4
b T L Tl
® * ® * >
-R -2 -1 i | 2 R

Gambar 3.2.1 Kutub-Kutub

yang Berbeda dan Radius yang

Berbeda dengan Setengah Lingkaran

Berbeda untuk z = +1danz = +2
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Keterangan gambar :

yr = adalah batas setengah lingkaran dari radius R dalam interval (- R, R)

Sr1 = adalah batas setengah lingkaran dari radius r, dalam interval
(-2-1n,-2+n)

Sy2 = adalah batas setengah lingkaran dari radius r, dalam interval
(-1-1n,-1+1n)

Sr3 = adalah batas setengah lingkaran dari radius r; dalam interval
AQ-n,141r)

Srs4 = adalah batas setengah lingkaran dari radius ry dalam interval
2-1,2+1)

dimanaR - codanr; = 0,1 = 1,2,3,4.

Pada gambar 3.2.1,

limgo, [ f(2) dz = lim,,_, ( I, f@dz + [ f(2)dz+ [, f(z)dz+

fsn f(z)dz + fyﬂ f(2) dz) si=1,234
dimana :

[, f(2)dz = 0karena R - oo
I, f@) dz = miRes[f,~2]
s, f(2) dz = miRes]f, ~1]
Js,, f(2) dz = miRes[f,1]

fs, f(z)dz = miRes[f, 2]
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Misalkan fungsi f(z) = % dengan p(z) = k dan

q(z) = (2% — 4)?(z% — 1) maka diperoleh,

q®(2) = 864

q®(2) = 11664

Berdasarkan persamaan (3.1.13) maka residu dari fungsi f(z) di kutub

z = 2 pada orde m = 2 adalah

' 2 _ [¢®@@p(2)
Res|f,2] = —=x |———
[£.2] 3 (¢"(2)

2 '11664k]
| (864)2

2 '11664k]
746496

1
= -2k
96

Karena Res[f,—2] = Res|f,2] maka residu dari fungsi f(z) di kutub

z = —2 pada orde m = 2 adalah

Res[f,-2] = 9—15k

Misalkan fungsi f(z) = % dengan p(z) = k dan
q(z) = (2% — 4)%(2* — 1) maka diperoleh,
q®(1) = 432

g™ (1) = 288

g® (1) = —12720
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Berdasarkan persamaan (3.1.23) maka residu dari fungsi f(z) di kutub

z = 1 pada orde m = 3 adalah

_a| 1L e@me®@ |, 1 (6@®) pm
Res|f, 1]—3[ mx (q(3)(1)) + X (qm(l))f

_3[_ A ®(+12720) , 1 (zse)z-k]
1 10 (432)2 8" (432)3

& 3[ ( 1272I3k) X 82944 ]
186624 8 80621568

= 3[—1 X (~146,72k) +3 x =

972

= 3[146,72k + 0,0001286]

= 440,16k + 0,0003858
Karena Res[f,—1] = Res[f, 1] maka residu dari fungsi f(z) di kutub
z = —1 pada orde m = 3 adalah
Res[f,—1] = —440,16k — 0,0003858

Dengan demikian,
limp-s [ f @) dz = limy o (f; f()dz+ [ f()dz+ [, f@dz+
fsu f(z)dz + f" f(2) dz) si=1234%
= lim, o (wiRes[f, —2] + miRes[f,—1] +
miRes[f, 1] + miRes[f, 2] + 0)
= lim, _o(Res[f,—2] + Res[f,—1] + Res[f, 1] +

Res[f,2]) mi




= lim, (9—161: + (—440,16k — 0,0003858) +

440,16k +0,0003858 + - %k)) i

= ]imrl._,o (0) i

=0

Sehingga diperoleh,

k
I @@ -

Contoh 2

Tentukanlah

dimana k konstan.
Solusi :
Akan ditentukan integral di atas,

dengan menggunakan Cauchy principal value maka

R

k

=i e WEEE
i R (e:os%z)3

J (cos z e
Misal f(z) = @, dan f(z) mempunyai kutub tak hingga yaitu
2
= 41,43, 45, ... pada orde m = 3.
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Selanjutnya perhatikan ilustrasi berikut,

t
Yr
Yr
S, Srq
W R MR
| Aieamde /—Q_\ —& >
-R -1 1 R

Gambar 3.2.2 Kutub-Kutub Berbeda dengan Setengah Lingkaran yang

Berbeda dan Radius yang Berbeda untuk Himpunan (z = +1, +3, +5, )

Keterangan Gambar :
Yr = adalah batas setengah lingkaran dari radius R dalam interval (- R, R)
Sy, = adalah batas setengah lingkaran dari radius r; dalam interval

(1 —Tl,l +T‘1)

"
|

= adalah batas setengah lingkaran dari radius r_, dalam interval

(=l-v4-1%7r,)

Sr, = adalah batas setengah lingkaran dari radius 7, dalam interval

(+n —r, 2n + ;) dimana n bilangan ganjil, R -
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Pada gambar 3.2.2,
[ f(@)dz = ks, f@dz + |, S@dz+ e+ [ f2)dz+
dimana :

fsﬁ f(z) dz = miRes[f,1]

fsr_1 f(2) dz = miRes|[f,—1]

| Is, f(2)dz = miResf, 3]

fs,_ f(z)dz = miRes[f,—3]

fs, f(z)dz = miRes[f,+n];n =5,7
+n

Misalkan fungsi f(z) = s% , dengan p(z) = k dan

q(2) = (cos (gz))smaka diperoleh,

g R

q® =0

q®1) = Zns

Berdasarkan persamaan (3.1.23) maka residu dari fungsi f(z) di kutub
z = 1 pada orde m = 3 adalah

1, @0 1 (q(‘)(l))zp;z)]
10 (q(3)(1)) 8 (qm(l))

Res[f,1] =3 [—
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sl . o 71 I 4 (0)2)]

10 ( 3 3

[ kx(—ns)

=3|- P
(7¢)

=l 8 10k
b o St
' 1k
o =
.
S

Karena Res[f,—1] = Res|[f,1] maka residu dari fungsi f(z) di kutub

= —1 pada orde m = 3 adalah
Res[f,—1] ==

Misalkan fungsi f(z) = %, dengan p(z) = k dan

3
q(z) = (cos Gz)) maka
q®@3) =33
q®@3)=0
1@ = -2n
Berdasarkan persamaan (3.1.23) maka residu dari fungsi f(z) di kutub

z = 3 pada orde m = 3 adalah

[ 2
_al 1 p@e®@ 1 (aW6) pe)
B |7 3 (q(-")(3))2 Ta X (qfs)(zl))3
=3|- 3(_') 1, (:)2-:; ]
0% ) 0 )
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26

g i G|

= 3} &

3m

[ 1 15
=3 _—XTL]
10
L 16

Karena Res[f,—3] = Res[f,3] maka residu dari fungsi f(z) di kutub

z = —3 pada orde m = 3 adalah

Res[f,—3] = -%

Maka secara umum di peroleh,
-
Res[f,n] = (—1)' x .

dimana, n = 1,3,5, ... (n adalah kutub padaordem = 3)dani = 1,2,3, ...

Berdasarkan Teorema 3.1.1 maka
i 0, . k
Res[f,—n] = Res[f,n] = (—1)!*! x -

Dengan demikian,

R oo

: dz = Z (Res[f,n] + Res[f,-n]) ,i=123,..

f (cos2)) nfta
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BAB IV

KESIMPULAN

4.1 Kesimpulan

Dari hasil pembahasan, dapat diperoleh bagaimana cara menentukan integral dari
sebuah fungsi kompleks pada kurva tertutup dimana pembilang fungsi adalah sebuah
konstanta. Penghitungan integral dilakukan dengan menggunakan teorema — teorema
residu. Dengan menggunakan teorema — teorema tersebut, dapat di peroleh bahwa
integral dari sebuah fungsi kompleks pada kurva tertutup dengan pembilang nya

sebuah konstanta, bernilai nol.

4.2 Saran

Dalam penulisan ini, penulis hanya membahas untuk fungsi yang memiliki orde
m < 3. Oleh karena itu, pada penulisan selanjutnya penulis menyarankan untuk
mendapatkan rumus yang lebih umum dalam menentukan residu untuk fungsi yang

memiliki orde m > 3.
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