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ABSTRAK

il

Misal V, W ruang vektor dan T:V — W adalah transformasi linier, maka ruang
null dari T adalah ker (T) = {13 e V|T(?) = 6} dan jika T:V -V adalah
transformasi linier, maka ruang null yang diperumum dari T adalah Vy(T) = {#¥ €
VIT¢(®) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e (tergantung )}.

Pada ruang null berlaku ker(T)@im(T) = V dan bila A4, 4, ..., A, adalah akar
karakteristik yang berbeda dari transformasi linier T yang memetakan V ke dirinya
sendiri, maka V = E; ©F;,® ... DF A untuk suatu E; ruang karakieristik.

Pada skripsi ini, ditunjukkan kedua sifat diatas analog dengan sifat yang berlaku
pada ruang null diperumum, yaitu W = Wo(T)@®W,(T) dan bila 4,2,, ..., 1, adalah
akar karakteristik yang berbeda, maka V =V (T)&® @V, (T) dengan V3, ruang
karakteristik yang diperumum.

Kata kunci : ruang vekior, ruang null, iransformasi linier, jumlah langsung, ruang
karakteristik.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Misalkan A matriks m Xn dan F" adalah ruang vektor atas lapangan
F berdimensi n. Subruang dari F* untuk semua solusi 4% = 0 adalah ruang null
dari A, biasa ditulis Ker (4) dan subruang dari F™ yang dibangun oleh kolom-
kolom dari A disebut ruang kolom dari A atau ruang peta. Pada transformasi
linier juga dikenal istilah ruang null dan ruang peta. Misal V, W ruang vektor dan
T:V - W adalah transformasi linier, maka ruang null atau Ker(T) didefinisikan
sebagai
Ker (T) = {# € V|T(#) = 0}.
Sedangkan ruang peta atau biasa disebut Im(T) didefinisikan sebagai
Im(T) = {T(®)|¥ e V}.
Jika V ruang vektor berdimensi hingga dan T:V — V adalah transformasi linier
serta T = T o T, maka berlaku
Ker(TY®IM(T) =V .cuceeiiiiiiiiiiiiieeiirennenee. (1.L.1)
Misal A; adalah akar karakteristik yang berbeda dari transformasi linier T
yang memetakan V ke dirinya sendiri, dengan { = 1,2, ..., k, maka subruang dari
V dari semua vektor karakteristik yang berhubungan dengan akar karakteristik A;
dan vektor nol disebut ruang karakteristik yang berhubungan dengan akar

karakteristik 4; ditulis E 5, dan didefinisikan sebagai

Ey = {BeV|(T - D@ =T)



dan berlakn
V=EAIEBE,1269...@E;_,C ............................... (1.1.2)

Misalkan L(V) adalah himpunan semua transformasi linier pada V atas F.
Bila T € L(V) maka subruang V,(T) = {# € V|T®(#) = 0 untuk suatu bilangan

bulat positif e (tergantung #)} disebut ruang null yang diperumum, dalam hal ini

T2=ToT,T*=ToToT,..,T¢=ToTo..0oT.[4]

Misalkan T € L{V), A € F adalah akar karakteristik, maka ruang
karakteristik yang diperumum dari T di ¥ pada A adalah
ViT)={WEV|(T—2°W) =0 untuk suatu bilangan bulat positif e
(tergantung W)}. [4]

Konsep ruang null yang diperumum banyak digunakan dalam matematika,
diantaranya pada Bentuk Kanonik Jordan, Polinomial Minimal, dan Bentuk
Kanonik Rasional.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang, maka permasalahan yang akan dibahas dalam
tugas akhir ini adalah bagaimana sifat jumlah langsung pada ruang mull
diperumum dan ruang karakteristik diperumum.

1.3 Pembatasan Masalah

Pada latar belakang, bila V ruang vektor atas lapangan F dan T € L(V) serta
terdapat A yaitu akar karakteristik dari T € L(V), maka ruang null diperumum dari
V adalah V(T) dan ruang karakteristik diperumum nya adalah V;(T). Selanjutnya
bila W subruang dari V dan W dipetakan ke dirinya sendiri oleh T maka ruang

null diperumum dari W adalah W,(T) dan subruang karakteristik yang



diperumum dari W adalah W, (T). Pada tugas akhir ini sifat jumlah langsung dari
ruang null diperumum dan ruang karakteristik diperumum dibatasi untuk
subruang W yang berdimensi hingga.
1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah untuk menjelaskan sifat jumlah
langsung dari ruang null diperumum dan ruang karakteristik diperumum.
1.5 Sistematika Penulisan

Tugas Akhir ini terdiri dari 4 bab dengan perincian sebagai berikut: Bab I
Pendahulvan, yang berisi: latar belakang, perumusan masalah, pembatasan
masalah, tujuan penulisan serta sistematika penulisan. Bab II Landasan Teori,
memuat materi atau teori yang menunjang pembahasan materi yaitu : pemetaan,
matriks, ruang vektor, transformasi linier, dan komposisi transformasi linier
tethadap diri sendiri. Bab IIl Pembahasan, menjelaskan ruang null diperumum
yang meliputi definisi dan teorema yang berkaitan dengan ruang nufl
diperumum. Kesimpulan dari hasil yang diperoleh pada pembahasan dapat dilihat

pada Bab IV.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diuraikan beberapa teori-teori pendukung yang akan
digunakan pada Bab III Ruang Null Diperumum, yaitu pemetaan, matriks dan
sistem persamaan linier, ruang vektor, transformasi linier, akar dan vektor

karakteristik serta komposisi transformasi linier terhadap diri sendiri.

2.1 Pemetaan

Definisi 2.1.1]7]

Suatu pemetaan 7 adalah suatu aturan korespondensi (padanan) yang meng-
hubungkan setiap obyek x dalam satu himpunan, yang disebut daerah asal, dengan
sebush nilai tunggal 7(x) dari suatu himpunan kedua. Himpunan nilai yang
diperoleh secara demikian disebut daerah hasil pemetaan.

Definisi 2.1.2[5]

Pemetaan t dari § ke T dikatakan pemetaan pada jika diberikan t € 7, maka
terdapat s € S sehingga 7(s) = t.

Definisi 2.1.3[5]

Pemetaan 7 dari S ke T dikatakan pemetaan satu-satu jika s;,5, € § dengan s; #*
S, maka 7(s;) # 7(s;), atau pemetaan 7 dari S ke 7T dikatakan pemetaan satu-satu
jika 51,5, € S dengan 7(s;) = 7(s;) maka s, = 5.

Lema 2.1.4[5]

Misal 6:S = T dan 7:T —» U, maka :

1) T o o adalah pemetaan pada jika T dan ¢ adalah pemetaan pada.

2) T o o adalah pemetaan satu-satu jika T dan ¢ adalah pemetaan satu-satu.



Bukti :
1) Misal 7 dan o adalah pemetaan pada, akan ditunjukkan 7 o ¢ adalah

pemetaan pada.

Karenao:S > Tdan :T—> U, makat e g: S5 = U.

Ambil u € U, akan dicari s € S sehingga (7 o ¢)(s) = u.

Karena 7: T — U adalah pemetaan pada, maka untuk setiap u € U, terdapat

t € T sehingga u = 7(t). Karena 0:5 — T adalah juga pemetaan pada, maka

untuk setiap t € T, terdapat s € S sehingga t = o (s).

Jadi terdapat s € S sehingga (T ¢ 0)(s) = r(a(s)) = 1(t) = u.
2) Misalkan 7 dan o adalah pemetaan satu-satu, akan ditunjukkan t o ¢ adalah

pemetaan satu-satu.

Ambil 815, € § dengan (7 © ¢)(s;) = (7 ° 0)(s;), akan ditunjukkan $; = S5.

Perhatikan bahwa

(z o 0)(s1) = (7 ° g)(s2),
r(cr(sl)) = r(a(sz)) (karena T pemetaan satu-satu)
a(s;) = o(s;) (karena o pemetaan satu-satu)
§; = $y.
Jadi T o o adalah satu-satu.
Pada sub bab berikutnya akan di jelaskan mengenai definisi matriks dan

matriks segitiga, sistem persamaan linier dan operasi baris elementer serta

determinan dari suatu matriks.

2.2 Matriks dan Sistem Persamaan Linier
Definisi 2.2.1]2]

Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-



bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks,

Definisi 2.2.2[6]

Misal A adalah matriks bujur sangkar. Matriks A dikatakan segitiga atas jika

a;; = 0 dengan i > j. Matriks A dikatakan segitiga bawah jika a;; = 0 dengan

i <j. Matriks A dikatakan diagonal jika a;; = 0 dengan i # j, yaitu ketika

matriks A berbentuk segitiga atas dan segitiga bawah.

Definisi 2.2.3[6]

Diberikan suatu matriks sebarang, sebuah operasi baris elementer yang berlaku

pada matriks tersebut adalah sebagai berikut:

* Mengalikan satu baris tunggal dengan sebuah skalar tak nol.

¢ Menambahkan kelipatan satu baris kepada baris lainnya.

o Mempertukarkan dua baris.

Definisi 2.2.4[6]

Sebuah matriks dikatakan matriks eselon baris jika memenuhi (1), (2), dan (3)

berikut. Sebuah matriks eselon baris disebut matriks eselon baris tereduksi jika

memenuhi tambahan (4) berikut:

1. Semua baris nol berada dibawah semua baris tak nol.

2. Entri tak nol pertama pada setiap baris tak nol adalah 1. Entri ini disebut entri
utama (leading entry) dari baris.

3. Entri utama pada setiap baris tak nol yang lebih rendah, berada di kanan entri
utama setiap baris diatasnya (jika ada).

4. Entri utama pada setiap baris adalah satu-satunya entri tak nol kolom tersebut.

Metode Eliminasi Gauss Jordan adalah prosedur menyelesaikan sistem



persamaan linier dengan mereduksi matriks diperbesar menjadi bentuk eselon

baris tereduksi.[2]

Definisi 2.2.5[2]

Suatu hasilkali elementer dari suatu matriks A berdimensi n X n adalah hasilkali

dari n entri dari 4, yang tidak satu pun berasal dari baris atau kolom yang sama.
Suatu hasilkali elementer bertanda dari A adalah hasilkali elementer

Qyj Azj, - Qpj, dikalikan dengan +1 atau —1. Tanda + digunakan jika

(1. J21 -1 Jn) adalah permutasi genap dan tanda - digunakan jika (jy, f2, .es ji)
adalah permutasi ganjii.
Definisi 2.2.6]2]
Misalkan A adalah suatu matriks bujursangkar. Fungsi determinan dinotasikan
dengan det. det(A) didefinisikan sebagai jumlah dari semua hasilkali elementer
bertanda dari A. Angka det(A) disebut determinan dari A.
Teorema 2.2.7[2]
Jika A adalah matriks segitiga n X n (segitiga atas, segitiga bawah, atau diagonal)
maka det(A) adalah hasilkali dari entri-entri pada diagonal utama matriks
tersebut; yaitu det(4) = ayya5; ... @,y
Bukti : Lihat [2] hal 98.

Selanjutnya untuk sub bab 2.3, akan dijelaskan mengenai ruang vektor,
subruang, kombinasi linier, basis dan dimensi serta jumlah langsung dari suatu

ruang vektor.

2.3 Ruang Vektor
Definisi 2.3.1[4]

Suatu himpunan ¥ disebut ruang vektor atas lapangan F jika pada ¥ berlaku dua



operasi, yaitu penjumlahan dan perkalian dengan skalar (bilangan) seperti berikut:
(A) Aturan penjumlahan
1) Jikav, WEV, maka? +WEV,

2) P+ W=w+Puntuksemua B, W €V .

) T+ W+D =@ +wW)+Zuntuksemua b, W, Z pada V.

4) Terdapat sebuah vektor O di V sehingga # + 0 = # untuk semua # € V.

5) Untuk setiap vektor # € V terdapat sebuah vekior — # di V sehingga

B+ (—3) = 0.

(B) Aturan perkalian dengan suatu skalar

6) Jikak € Fdan¥ €V, makak# € V.

D k(P+ W) =kv+kwuntuk semvak € Fdand, w €V .

8) (k+ 1)V =kv+ P untuksemuak,l € Fdanv € V.

9 k(lv) = (kD?¥ untuk semua k,l € Fdan# € V.

10) 1% = ¥ untuk semua ¥ € V, dimana 1 adalah elemen satuan dari F.
Definisi 2.3.2[6]
Misal #,,,, ..., ¥, adalah vektor—vektor dan 1y,75,73, ..., 7;, adalah skalar-skalar,
maka dikatakan bahwa W = ry7; + 139, + -+ + 1,7, adalah kombinasi linier dari
¥y, Uy, ..., Un. Himpunan semua Kombinasi linier dari #y,,, ..., 7, disebut span
dari By, ¥, ..., B, ditulis span{¥,, ¥,, ..., ¥, }.
Definisi 2.3.3]6]
Suatu subruang W dari ruang vektor V adalah suatu subhimpunan W € V dengan
Gev sehingga :
1) Jika ¥ € Wdana € Fmakaa® € W.

2) Jika 131, '1_7.2 € W maka (1_7’1 + 1-7.2) eW.



Definisi 2.3.4[6]

Misalkan W; dan W, adalah subruang dari ruang vektor V, maka V = W, ®W,

jika

a) WpnW, = {6},

b) V =W, + W,, sehingga untuk setiap # € V dapat ditulis sebagai ¥ = W, + W,
dimana W, € W, dan W, € W,.

W dikatakan sebagai jumlah langsung (direct sum) dari W; dan W, .

Definisi 2.3.5]1]

Ruang vektor V dikatakan jumlah langsung dari subruang V;, ..., ¥, jika

L V= Z?—l-lvi’

2. Vin[ X2, V; | = {0}, untuk semua j = 1, ..., m.
j

i%j
Definisi 2.3.6[6]
Suatu kumpulan dari vektor vektor wvy,v,,...,13, dikatakan bebas linier jika
terdapat skalar-skalar 1y,73,73,...,7%, dan r;¥; + ¥, + -+, =0 hanya
dipenuhi oleh r; =0,1, =0,...,71, = 0. Jika ¥,%,,..., ¥, tidak bebas linier,
maka ¥, ¥, ..., ¥, bergantung linier.
Definisi 2.3.7[6]
Himpunan vektor {¥};, ¥, ..., #,} di ruang vektor ¥ dikatakan basis untuk ¥ jika :
1) ¥,,7,,..., ¥, bebas linier.
2) Span{¥,v,,..,9,} =V.
Definisi 2.3.9[4]
Dimensi dari suatu ruang vektor adalah banyaknya unsur-unsur dari sebuah basis

untuk ruang vektor tersebut.



Teorema 2.3.10]2]
Jika W adalah suatu subruang dari suatu ruang vektor V yang berdimensi hingga,
maka dim(W) < dim(V). Lebih lanjut, jika dim(W) = dim(V), makaW = V.

Bukti: Lihat [2] hal 273.

Misalkan F™ adalah ruang vektor atas lapangan F berdimensi n. Pada

definisi berikutnya ruang vektor yang digunakan adalah ruang vektor F™,

Definisi 2.3.11]6]

Misalkan A matriks m X n, subruang dari F* yang dibangun oleh baris-baris dari
A disebut ruang baris dari A. Subruang dari F™ yang dibangun oleh kolom-kolom
dari A disebut ruang kolom dari A. Subruang dari F" dari semua solusi A% = 0
adalah rvang null dari A. Ruang baris dan ruang kolom dari A biasa
ditulis row(4) dan col(4), sedangkan ruang null dinotasikan dengan Ker (4).
2.4 Transformasi linier

Definisi 2.4.1[6]

Misalkan V dan W adalah ruang vektor atas lapangan F. Transformasi linier yang
memetakan V ke W adalah sebuah fungsi T : V - W yang memenuhi :

1) Jikau, ¥ € V,maka T(d + ¥) = T(&) + T(#).

2) Jika¥ €V dan k € F, maka T(k¥) = kT (%).

Lema 2.4.2[6]

Misal T : V — W adalah transformasi linier, maka berlaku:

1) T(0) =0.

2) Misal ¥y, 7y, ..., ¥, € V, maka untuk semua skalar a,, a,, ..., a, berlaku

T(alﬁl + azﬁz + -4+ anf)'n) = alT(ﬁl) + azT(ﬁz) + oo - anT('l_]'n)

10



Bukti : Lihat [6] hal 173.
Teorema 2.4.3[6]
Misal G : F™ — F™ adalah transformasi linier, maka terdapat tunggal matriks A
berorde m X n sehingga G = T},
Bukti:
Misalkan B = {&,, &,, ..., &, } basis standar untuk F™ dan misalkan
C = {,,5,, ..., £,,} basis standar untuk F™.
Misalkan ¥ = (ug,uy,..,u,) € F* maka @i = uje; + uze, + - + uye, ,
akibatnya G (@) = G(u &, + uyé; + -+ + u,8,)
= ;G (€1) + U6 (&) + - + U, 6 (&)

Uy

=(6@) 6@) - GEN| F | 2.4.1)

Un

Karena G(&;) € F™ dan C basis standar untuk F™ maka
G(8)) = ay;&y + axiéy + - + Qpi€n dengan i=1,2,..,n.
Untuk i = 1,

G(é) = a1 & + ap & + - + @&y

1 0 0
0 1 0
=aq 0 +a21 0 +'"+am1 0
0 0 1
a1 0 0
0 A2z 0
=| 0 |+| o0 |+---+| O
0 0 Q1

11



Untuk i = 2,
G(&2) = ay28) + apdy + -+ A28y

242

Qyo
=| 43z

Az

Untuk i = n,
G(én) = a-lngl + azngz Sk amngm

Qin

Uzn

= Qan

Qmn
Substitusikan setiap persamaan G(&;) dimana i = 1,2,

(2.4.1) sehingga diperoleh

Uy
- - - - u
6@ =(6E@) 6@E) . GEY| 2
U]
Q11 Qg2 Qin\ /Uy
_ a1 112y don Uz
Am1  Am2 Qmn/ \Un
i1 Qg - Qin Uy
a
Misalkan A = 0:21 a,zz ) * |dan# = b2
At Amz oo Opp Un

..., kedalam persamaan

, maka (2.4.2) menjadi

12



G() = Au
= T, (d).

A disebut matriks standar dari G. Matriks A dapat ditulis menjadi 4 = [G].

Teorema 2.4.4[0]

Misalkan H : U = V dan G : V — W adalah transformasi linier.

1) Maka G o H : U — W adalah transformasi linier.

2) JikaH=Ty: F" 5 F" dan G =Tg: F* - F* dengan A matriks n X m dan
B matriks s X n, maka G o H = Tp,. Oleh karena itu, [G » H] = [G][H] dan
Toa=Tgo T,

Bukti:

1) Ambil#,¥ € Udanr € F, maka :

a) (GoH)(+ ) =G(H@ + D).
Karena H, G transformasi linier, akibatnya
G(H@+ ) = G(H@) + H(®))
=G(H@)} + ¢(H(D))
= (6 o H)@) + (G = H)(®).
b) (6o H)(rd) = G(HGR)) = G(rH@)) = r6(HE)) = r (G » H)(T).
Dari a) dan b) diperoleh kesimpulan G o H: U — W adalah transformasi linier.

2) Misalkan H=T,: F™ —» F", Jika i € F™ maka H(%) = T,() = Al atau
[H] = A.

Misalkan G =Tp: F* - F5, Jika ¥ € F* maka G(#) = Tp(¥) = BP atau
[G] = B.
Untuk GoH : F™ - F*, jikkati € F™ maka

(6 H)(@) = G(H(@) = 6(AT) = B(ATD) = (BA)) = Ty (&),

13



Jadi untuk setiap ¥ € F™ berlaku G o H = Ty,.

Karena G o H = T4, maka [G o H) = BA = [G][H].

Karena G(H(@)) = Tp(Ta(#)) = (T © T,) (@), maka untuk setiap % € F™

berlaku Ty = (Tp o Ty).
Definisi 2.4.5[6]
Misalkan T : V — W transformasi linier, maka
a. Kernel dari T, ditulis ker(T), didefinisikan sebagai

ker(T) = { € V|T($) = 0}.
b. Image dari T, ditulis im(T), didefinisikan sebagai
im(T) = {T(A)|v € V}.
Definisi 2.4.6[6)
Misalkan T = T, : F* — F™ adalah transformasi linier dengan A matriks m X n,
maka
1) Ker(T) adalah himpunan solusi dari A% = G.
2) Im(T) adalah ruang kolom dari A.
Lema 2.4.7[6]
Jika T : V —» W transformasi linier, maka Ker(T) adalah subruang dari V dan
Im(T) adalah subruang dari W.
Bukti: Lihat [6] hal 181,
Lema 2.4.8[6]
Misal V ruang vektor berdimensi hingga. Bila 7: V - V adalah transformasi
linier dan T = T o T, maka berlaku
Ker(T)®Im(T) = V.

Bukti:

14



Misalkan V ruang vektordan T : V — V adalah transformasi linier, serta berlaku
T =T o T, maka akan ditunjukkan bahwa Ker(T)®Im(T) = V.
1. Akan ditunjukkan Ker(T) + Im(T) = V.
a. Akan ditunjukkan Ker(T) +‘Im(T) cV.
Jelas Ker(T) + Im(T) c V, karena Ker(T) dan I'm(T) subruang dari V.
b. Akan ditunjukkan V < Ker(T) + Im(T). |
Ambil ¥ € V. Karena T = T o T, maka berlaku
T(V) = (T TX(V) =T(T(WV)) = T3(V).
Karena T (V) = T?(V), maka T(#) = T?(W) untuk suatu w € V.
T(¥) ~T%W) =0 (karena T transformasi linier)
T(# — T(W)) =0
sehingga ¥ — T(W) € Ker(T).
Karena ¥ = (¥ — T(W)) + T(W), maka diperoleh ¥ € Ker(T) + Im(T).
Jadi V c Ker(T) + Im(T).
Dari a dan b diperoleh kesimpulan bahwa Ker(T) + Im(T) = V.
2. Akan ditunjukkan Ker(T) n Im(T) = {0}.
a. Akan ditunjukkan Ker(T) n im(T) < {0}.
Misalkan W € Ker(T) n Im(T). Berarti W € Ker(T) dan W € Im(T).
Karena W € Ker(T) maka T(w) = 0. Selanjutnya karena W € Im(T)
maka diperoleh W = T(W;) untuk suatu Wy € V. Karena T(#) = 0 dan

W= T(W1) maka
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= (T o T)(W,) (karenaT =T o T)
=T (W)
=W
sehingga W € [6}
Akibatnya diperoleh Ker(T) n Im(T) < {6}
b. Akan ditunjukkan {0} c Ker(T) n Im(T).
Karena Ker(T) dan Im(T) subruang dari V maka terdapat 0 € Ker(T)
dan 0 € Im(T) sehingga e Ker(T) n Im(T).
Jadi {6} < Ker(T) n Im(T).
Dari a dan b diperoleh kesimpulan Ker(T) n Im(T) = {f)}
Jadi berdasarkan 1 dan 2 maka diperoleh kesimpulan Ker(T)®Im(T) = V.
Definisi 2.4.9[4]
Jika V adalah ruang vektor atas F, maka L(V) adalah himpunan semua
transformasi linier pada V atas F.
Definisi 2.4.10[4]
Jika S€L(V) dan SoeT =T oS = I, maka S disebut invers dari T, dan ditulis
dengan T~ dengan I adalah transformasi identitas.
Lema 2.4.11[4]
Jika S5, T,Q € L(V) maka :
. So(T+Q)=SeT+S50(Q,
2. T+Q)oS=ToS+QoS.
Bukti :

1. Ambil ¥ € V maka
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(S (T+ Q)@ = ST + ()
=S(T@)) + s(e@®)
= (S TYD) + (S = Q).
Jadi untuk setiap ¥ € V berlaku
So(T+Q)=SoT+S500.
2. Ambil ¥ € V maka
((T+ Q@) = 5)@) = (T + Q)(S@))
=T(S@)) +Q(s(®)
= (T 2 $)(®) + (Q > SH([@).
Jadi untuk setiap ¥ € V berlaku
(T+Q)oS=ToS+QoS.
Definisi 2.4.12[6]
Suatu transformasi linier T : V - W dikatakan satu-satu jika untuk %,7 €V
dengan T(¥) =T(¥), maka % =7. Selain itu, T dikatakan pada jika
Image(T) =W.
Untuk selanjutnya bila T : V — V adalah transformasi linier satu-satu, ditulis
T transformasi linier satu-satu terhadap V dan bila T : V — V adalah transformasi
linier pada, ditulis T transformasi linier pada terhadap V.
Teorema 2.4.13[6]
Misalkan V dan W adalah ruang vektor berdimensi hingga dan T : V — W adalah
transformasi linier, maka
a) T adalah transformasi linier satu-satu jika dan hanya jika Ker(T) = {0}.
b) T adalah transformasi linier pada jika dan hanya jika rk(T) = dim(W).

Bukti: Lihat[6] hal 188.
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Akibat 2.4.14[4]

Jika T € L(V), maka pernyataan dibawah ini ekivalen:
1. Solusi untuk T (%) = 0 hanya % = 0.

2. T adalah satu-satu.

3. T adalah pada.

4. T dapat dibalik.

Bukti: Lihat [4] hal 344.

2.5 Akar dan Vektor karakteristik

Definisi 2.5.1[6]

Misalkan T : V — V adalah suatu operator linier. Jika # € V adalah vektor taknol
dan terdapat suatu skalar a sehingga T(¥) = a¥, maka ¥ dikatakan vektor
karakteristik dari T. Skalar a dikatakan akar karakteristik dari T yang berkaitan
dengan vektor karakteristik #. Jika A matriks n X n dan merupakan matriks
standar, maka akar karakteristik dari A diartikan sebagai akar karakteristik dari T.
Akibat 2.5.2[6]

Jika V ruang vektor berdimensi n, maka T : V — V mempunyai paling banyak n
akar karakteristik yang berbeda.

Bukti: Lihat [6] hal 213.

Teorema 2.5.3[2]

Misalkan A adalah sebuah matriks 7 X n, maka pernyataan-pernyataan berikut
ekivalen satu sama lain:

a) a adalah akar karakteristik dari A.

b) Sistem persamaan (af — A)% = 0 mempunyai pemecahan-pemecahan yang
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tak trivial.
c) Ada sebuah vektor tak nol ¥ didalam R™ sehingga AX = aX.

d) a adalah pemecahan riil dari persamaan karakteristik det(al — A) = 0.
Definisi 2.5.4[6]

Misalkan a adalah akar karakteristik dari T : ¥V — V. Subruang dari V dari semua
vektor karakteristik yang berhubungan dengan akar karakferistik a dan vektor nol
disebut ruang karakteristik yang berhubungan dengan akar karakteristik a. Ruang

karakteristik yang berhubungan dengan akar karakteristik a ditulis E,,.

2.6 Prinsip Induksi Matematika
2.6.1 Prinsip Induksi yang Dirampatkan.

Misalkan P(n) adalah pernyataan perihal bilangan bulat dan akan dibuktikan
bahwa P(n) benar untuk semua bilangan bulat n > ny. Untuk membuktikan hal
tersebut hanya perlu ditunjukkan bahwa :

1. P(n,) benar.

2. Jika P(n) benar maka P(n + 1) benar untuk setiap n = n,.
sehingga P(n) benar untuk semua bilangan bulat n > n,,.

2.6.2 Menginduksi dimensi dari suatu ruang vektor

Pembuktian suatu teorema ataupun pernyataan dengan cara menginduksi
dimensi dari suatu ruang vektor misalkan V dapat dilakukan dengan menunjukkan
kedua hal berikut:

I. Teorema tersebut benar untuk dim( V) = 1.
2. Kebenaran dari teorema untuk semua subruang W dari V dengan dim (W)

kurang dari dim (V) mengakibatkan kebenaran teorema untuk V.[4]
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2.7 Komposisi Transformasi Linier terhadap diri sendiri .
Lema 2.7.1[3]
Untuk sebarang transformasi T: ¥V — V, ruang peta berpangkat membentuk
rantai turun
V2TWV)2T2(V)2 -
dan rvang null membentuk rantai naik
{0} € Ker(T)cKer(T?)c...
selanjutnya, terdapat % sehingga untuk pangkat kurang dari k, berlaku
jika j < kmaka T/(V) 2 T/+1(V),
sedangkan untuk pangkat lebih besar dari &, berlaku
jikaj >k maka T/(V) = T/+ (V).
Bukti:
Misalkan W € T/*1(V) maka berlaku
w = T7I+1(3)) untuk suatu ¥, € V
= T/(T(%)))
= T/(¥,) untuk suatu ¥, € V
sehingga W € T/(V). Jadi T¥(V) 2 T/t1(v).
Selanjutnya, misalkan T*(V) = T**1(V), maka
T: TF(V) - TR+2())
menjadi pemetaan T dengan domain T* (V).
Akan ditunjukkan T*(V) = T*+2(V).

1. Akan ditunjukkan T*(V) c T*+2(V).
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Ambil ¥ € T*(V). Berarti # = T*(v,) untuk suatu v, € V.
Karena T memetakan T%(V) ke T*¥*2(V) maka ¥ € T*+2(V).
Jadi TE(V) € T**2(1).
2. Akan ditunjukkan T*(V) o T**2(V).
Ambil ¥ € T**2(V). Berarti ¥ = T**2(v,) untuk svatu v, € V.
Perhatikan bahwa
A=) untuk suatu v, € V
=T**1(T(»)) untuksuaty v, €V
= T+ (1) untuk suatu v, = T(v;) €V
= T¥(v,) untuk snatu v, = T(v,) €V
sehingga % € T*(V). Jadi T*(V) > T**2(V).

Jadi berlaku T*+2(V) = T**2(V) = T*(V).

Lema 2.7.2|4]

Untuk sebarang transformasi T: W — W, misalkan dim (W) = n, maka
T"W) =T (W) = .- = T*"(W) untuk semuae > 1.

Bukti:

Pembuktian dilakukan dengan menggunakan Prinsip Induksi Matematika.
Misalkan B,: T*(W) = T"*1(W) = ..« = T**¢(W/) untuk semuae = 1.
1. Untuk e = 1, berdasarkan Lema 2.7.1 maka T™(W) = T"1(Ww).
Jadi P; benar.
2. Misalkan P, benar berarti untuk e = k, maka berlaku
T"(W) =T (W) = - = TR W)

Akan ditunjukkan P, benar.

Tn+k+1(w) — T(Tn+k(w)) —_ T(Tn(w)) = T‘n+1(w) — Tn(w)
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Yadi Py, benar.
Dari 1 dan 2 disimpulkan T™(W) = T™*Y(W) = --- = T""¢(W) untuk semua
e>1.
Lema 2.7.3[4]
Untuk sebarang transformasi T: W — W, misal dim(W) = n, maka

T (W) = TY(W) € --- € T(W) untuk semuan > 1

Bukti:
Pembuktian dilakukan dengan menggunakan Prinsip Induksi Matematika.
Misalkan P,: T"(W) < T 1(W) € - € T(W) untuk semuan > 1.
1. Untuk n = 2, akan ditunjukkan T2(W) < T(W)

Misalkan W € T2(W) maka berlaku

w = T2(W,) untuk suatu W; € W
= T(T(ﬁ?l)) untuk suatu W, e W
= T(W,) untuk suatu w, € W

sehingga W € T(W). Jadi T2(W) € T(W).

2. Misalkan P, benar berarti untuk n = k&, maka berlaku
T*W) € TF1(W) € - € T(W).

Akan ditunjukkan Py, ; benar.

Berdasarkan Lema 2.7.1, maka berlaku T**1(W) € T*(W).

Jadi Py, benar.

Dari 1 dan 2 disimpulkan T*(W) € T"1(W) € --- € T(W) untuk semuan > 1.
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BAB III

RUANG NULL DIPERUMUM

Pada bab ini akan dibahas tentang ruang null yang diperumum dan subruang
karakteristik yang diperumum.
Definisi 3.1[4]
Ruang null yang diperumum dari T € L(V) adalah subruang
Vo(T) = {¥ € V|T4(%) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e (tergantung #)3}.
Dengan cara yang sama, jika # adalah subruang dari ¥ dipetakan ke dirinya
sendiri oleh 7, maka ruang null yang diperumum dari 7" pada W adalah subruang
Wo(T) = (# € W|T*(#) = O untuk suatu bilangan bulat positif ¢ (tergantung )}
sehingga subruang Wy(T) = W n Vy(T).
Contoh 3.1

Misalkan T: F3 — F3 didefinisikan sebagai
7 v+ U+
T (Vz) = ( Vs )
V3 2v3
1 0 0
dan B = (0) ; (1) ,| 0 ¢ basis standar untuk F3,
0 0 1

B-000-0-0

1 1 1
Berdasarkan Teorema 2.4.3 maka diperoleh [T] = [0 1 0].
0 0 2

Selanjutnya akan ditentukan ruang null diperumum dari T yaitu W,(T), adalah

sebagai berikut



¢

W,(T) = {# € W|T(#) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e (tergantung #)}.

Uy
Misal ¥ € W dengan ¥ = [’Uz],makapilihe = 3 sehingga [T]3(¥) = 0.
V3
Perhatikan bahwa
1 1 17°fe2] [0
0 1 0] {v2]=1|0
0 0 21 Lvs L0
1 3 71 "1 [0
0n 1 0| |valli= o £ L ). 3.1)
0 0 81 lvs L0

Dengan melakukan Operasi Baris Elementer pada matriks diperbesar

1 3 70
01 0 0] sehingga diperoleh matriks eselon baris tereduksi sebagai berikut :

0 0 8 0
1 0 0 0
01 00

0 01 0

Akibatnya persamaan (3.1) ekivalen dengan

1 0 0" 0
0 1 ¢f|vzl=1}0
0 0 1iLvs 0

sehingga diperolehv; = 0, v, =0, danv; =0

Jadi Wo(T) = {0}.

Selanjutnya akan ditunjukkan W, (T) adalah subruang dari W, yaitu:

1. Akan ditunjukkan Wy (T) c W.
Berdasarkan Definisi 3.1, maka untuk setiap X € W,(T) berlaku ¥ € W
sehingga W,(T) c W.

2. Akan ditunjukkan W,(T) # @.

Karena W subruang dari ¥ maka terdapat 0 € W, dan karena T transformasi
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linier maka berdasarkan Lema 2.4.2 diperoleh

1¢(0) = 757 (1(0)) = 7°~*(0) = - = .

Jadi terdapat 0 € W,(T), sehingga W, (T) # 9.
. Akan ditunjukkan untuk setiap ¥, ¥ € W,(T) dan r € F berlaku
%+ ¥ € Wo(T) dan % € Wy(T).
Misal %, y € Wy(T) danr € F.
Akibatnya X,9 € W dan

T°(%) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e (tergantung %)
serta

T¢(%) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e (tergantung 7).
Karena Wsubruang dari V, akibatnya
a. ¥+7 EWdanT¢GE+H =T @ +TF=0+0=0

sehingga ¥ +y € Wy(T).

b rEEWdan T ) =rTe@) =r0=0

sehingga v € Wy (T).

Dari 1, 2 dan 3 disimpulkan W, (T) adalah subruang dari W.

Untuk pembahasan selanjutnya digunakan bentuk T™(##) dengan n = dim(V).

Oleh karena itu akan ditunjukkan: jika T®(#) = Omaka T™(#) =0 dengan

n = dim (V).

Misal T¢(%) = 0 dan n = dim (V).

Akan ditunjukkan T"($) = 0, berarti akan ditunjukkan e = n.

Karena Vo(T) ={B € V|Te(#) =0 untuk suatu bilangan bulat positif e

(tergantung ¥)}, n = dim(V), # € V dan nilai e bergantung pada #, maka
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diperoleh e = n sehingga jika T®(#) = 0 maka T™(#) = 0.
Selanjutnya sifat dari ruang null diperumum untuk subruang W akan

dijelaskan pada teorema berikut ini.
Teorema 3.2[4]
Diberikan T € L(V) dan W subruang dari V yang dipetakan ke dirinya sendiri
oleh 7, maka W = Wy (TY@®W.(T), dengan W,(T) = Ngz, T (W), yaitu W,.(T)
adalah irisan T¢ (W) untuk semua bilangan bulat positif e.
Bukti :
Misal T € L(V), W subruang dari V dan T: W — W suatu pemetaan dengan
TW) = {T(W)|w € W}.
Akan ditunjukkan W = Wy (T)@W,(T) yaitu :
1. Akan ditunjukkan W = Wy(T) + W,(T),

Misalkan T: W —» W dengan n = dim(W).

Berdasarkan Lema 2.7.3, berlaku T*(W) € T" (W) € --- € T(W) untuk

n = 1, maka
n
W) =[]re )
e=1

=TW)NT?2W)n..n T*W)

Selanjutnya akan ditunjukkan W, (T) adalah subruang dari W, yaitu:

a. Akan ditunjukkan W.(T) c W.
Ambil ¥ € W,(T). Berdasarkan (3.2) berlaku ¥ € T*(W). Karena T
transformasi linierdan T : W - W, maka T"(W) < W. Karena

XeT(W)dan T"(W) c W maka X € W. Jadi W,(T) c W.
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b. Akan ditunjukkan W,(T) # @.

Karena W subrmang dari V maka terdapat 0 €W, dan karena T

transformasi linier maka berdasarkan Lema 2.4.2 diperoleh

(0) = 7% (7(0)) =1 *(6) = - =.
Jadi terdapat Xz W,(T), sehingga W.(T) + 0.
¢. Akan ditunjukkan untuk setiap ¥, y € W,(T) dan r € F berlaku
X+ 5y e W.(T)danr¥ € W, (T).
Misal ¥, ¥ € W,(T)danr € F,
maka berdasarkan (3.2) berlaku ¥, 3 € T*(W).
Misalkan X = T™(W,) untuk suatu W, € W, dan
¥y = T™(W,) untuk suatu w, € W,
akibatnya
i. Z4¥=T"(w)+TW,)
=T"(w, + w,) (karena T transformasi linier)
= T"(W3) untuk suatu Wz = Wy +w, € W
sehingga ¥ + y € T"(W) atau % + y € W.(T).
. X =rT"(Wy)
=T"(rw,) (karena T transformasi linier)
=T"(W,) untuksuvatuw,=rw,eWw
sehingga rX € T*(W) atau r¥ € W.(T).

Dari a, b dan ¢ disimpulkan W, (T") adalah subruang dari W.

Untuk membuktikan W = W, (T) + W,(T), langkah selanjutnya yaitu :

A. Akan ditunjukkan W < Wy (T) + W,(T).
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Ambil ¥ € W. Berdasarkan Lema 2.7.2, berlaku T*(W) = T?"(W).
Karena T*(W) = T?*(W), maka T™(#) = T?*(W) untuk suatu W € W.
T($) — T (W) =0 (karena T transformasi linier)
T"($ —T(W)) = 0
sehingga ¥ — T™(W) € Wy (T).
Karena ¥ = (# — T"™(W)) + T™ (W), maka diperoleh & € W, (T) + W,(T).
Jadi W € W,(T) + W,(T).

B. Akan ditunjukkan W, (T) + W,(T) c W.
Jelas Wy (T) + W,(T) c W, karena W, (T) dan W, (T) subruang dari I/,

Dari A dan B diperoleh kesimpulan W = W, (T) + W,(T).

2. Akan ditunjukkan W, (T) n W,(T) = {0}.

A. Akan ditunjukkan W, (T) n W.(T) < {0}
Misalkan W € W, (T) n W, (T). Berarti W € W,(T) dan w € W,(T).
Karena W € W, (T) maka T"(#) = 0. Selanjutnya karena
W.(T) = T*(W), maka dari W € T®(W) diperoleh W =T"(w,;) untuk
suatu W, € W.Karena T™(W) = 0 dan # = T™(w,) maka
0 =T™(W)

= T™(T"(W,))

= T™"(W;) (berdasarkan Lema 2.7.2)

T (Wy)

Il
=l

sehingga w € [6]

Akibatnya diperoleh Wy (T) N W,.(T) c {6}
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B. Akan ditunjukkan Wo(T) n W.(T) o {0}.
Karena Wy(T) dan W,(T) subruang dari W maka terdapat Oe W, (T) dan
0 € W.(T) sehingga 0 € W,(T) n W.(T).
Jadi {0} € W,(T) n W.(T).
Dari A dan B diperoleh kesimpulan W, (T) n W,(T) = {6}
Jadi berdasarkan 1 dan 2 maka diperoleh kesimpulan W = W, (T)@W,(T).
Selanjutnya akan didefinisikan suatu subruang dari W yaitu subruang
karakteristik yang diberumum.
Definisi 3.3[4]
Misalkan T € L(V), A € F dan suatu subruang W dari V dipetakan ke dirinya
sendiri oleh T, maka W,;(T) didefinisikan
Wi(T) = (W e W|(T—A*(W)=0 untuk suatu bilangan bulat positif e
(tergantung W)},

maka W;(T) adalah subruang dari W yang disebut subruang karakteristik yang

diperumum dari T di W pada A.

Contoh 3.2 :
il §

Berdasarkan Contoh 3.1 diperoleh [T]= [0 1 0]. Selanjutnya akan ditentukan
=02

subruang karakteristik yang diperumum dari T di W.
Langkah pertama adalah menentukan nilai A, yaitu:
det[T—-Al]=0

111 1 00 111 A 00
[T—AI]=010—/1010=010—0;1;)J
0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0
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1-2 1 1
=| 0 1-4 0
0 0 2—

Karena matriks [T — AI] adalah matriks segitiga atas maka berdasarkan Teorema
227,det [T—AIl=(1-2) (1 —2)(2—2) dan karena det[T — AIl = 0 maka
diperoleh 4 =1 dan A = 2.

Langkah selanjutnya adalah menentukan W, (T) dan W, (T).

@) Wi(T) ={W e W|(T — 11)¥(W) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e

(tergantung W)}.
Wy
Misal W € W dengan W = [Wz]. Pilih e = 3 sehingga [T — 11]3(#) = 0.
w3
Perhatikan bahwa
1) 19k 1 0 0 0 1 1
[T—1]l=|0 1 o|—1|0 1 o|=|0 0 O
oo =2 0 0 1 0 0 1
Selanjutnya
[T —13W) =0
0 1 113 Wil [0]
0 DO D] (W2i=1|0
0 0o 1l lwsl lo
0 0 1] ['Wl' 0]
0 010) fwel & la|og s, > (3.3)
10 0 11 WWal 10J

Dengan menggunakan Eliminasi Gauss Jordan, diperoleh

W, =1, Wy=s5, w3 =0, denganr,s ER

T i [0
sehingga W = [s] = r[O + 5 1], untuk r,s € R.
ol lol lo

1] 10
Jadi W, (T) memiliki basis ”0 , [1” .
ol Lo



b) W (T) = {W € W|(T — 21)¢(#) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e

(tergantung w)}.
1441
MisalWEWdenganW=[Wz].Pilihe=3 sehingpa [T — 2I13(W) =0
W3
Perhatikan bahwa
1 1 1 2 00 -1 1 1
[T-2I1=j0 1 0|—{0 2 0O|=]|0 -1 O]
0 0 2 0 NOFZ 0 0 0O
Selanjutnya
[T —2IPF@W) =0
-1 1 1P W1] [0
0 -1 0f (Wz21=1{0
0 0 ol wzl [0
-1 3 11fW1] 1M
[0 -1 0] i | = ] oS | 3.9
0 0 ollwsl lol

Dengan menggunakan Eliminasi Gauss Jordan, diperoleh
w; = wy dan w, = 0. Misalkan w; = s, dengans € R

S 1
sehingga W = [0J=S [0]
S 1

1
Jadi W, (T) memiliki basisﬂO]}.
1

Dengan demikian subruang karakteristik yang diperumum dari T di W adalah

1 0 1
W (T) dengan basis ”0] , [1]} dan W, (T) dengan basis HOH
0 0 1

Pada lema berikutnya akan dijelaskan bahwa (T — A;I) adalah transformasi
linier yang memetakan W subruang dari ruang vektor V ke dirinya sendiri, dengan

A; adalah akar karakteristik.
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Lema 3.4
Diberikan T € L(V) dan W subruang dari V yang dipetakan ke dirinya sendiri
oleh T. Misalkan I adalah transformasi identitas dan A; adalah akar karakteristik
dari Tdengani=1,2,..,n, maka (T — A;I) adalah transformasi linier yang
memetakan W ke dirinya sendiri.
Bukti:
Karena T € L(V) dan A; adalah akar karakteristik dari T, maka berdasarkan
Definisi 2.5.1, berlaku T(X¥) = 4;X, denganX €V dani=12,..,n.

T(X)= A%

T(X) = A4I(X)

(T— 2@ =0.

Selanjutnya akan ditunjukkan (T — A;I) € L(V).
Ambil#, ¥ € Vdanr € F, dengan (T — lil)(ic') =0, unukZ eV
1. Karena %, ¥ €V, maka

0

(T — D@D

(T~ ADE) =10
Karena @l +# €V, maka (T — A0)(#@ + %) = 0.
Akibatnya
(T—-A4DA+P) =(T—- ADED) + (T - 2,D(@).
ii. Karena # €V dan r € F maka rii €V sehingga (T — 4,1)(r%) =0 dan
r(T — 4D(@) =10 = 0.

Akibatnya (T — 2, D)(rd) = (T — 2,D().
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Jadi karena (T — AJ)(®) =0 dan T € L(V) maka (T — A;I) transformasi nol
ditulis O, dan (T — A;]) merupakan transformasi linier dari V ke V schingga
(T — A1) € L(V).
Sekarang akan ditunjukkan (T — A;I) adalah tranformasi linier dari W ke W.
Ambil W € W. Karena T transformasi linier dan T : W — W, maka untuk setiap
wWeW, TW) € W.Karena (T — ,)(W) =TW) — A;](W), akibatnya
(T—- 2D ew.
Jadi subruang W dari V dipetakan kedirinya sendiri oleh (T — 4;1) . ||
Pada lema-lema berikutnya akan dijelaskan bahwa subruang W dari V
memiliki subruang-subruang yaitu W, (T — A;1} dan Wy (T — A;I).
Lema 3.5
Diberikan T € L(V) dan W subruang dari V yang dipetakan ke dirinya sendiri
oleh T. Misalkan I adalah transformasi identitas, A; adalah akar karakteristik dari
T dengani =1,2,..,ndan (T — A;1): W —» W adalah transformasi linier, maka
W.(T — A;I) yang didefinisikan sebagai
W.(T — Ad) = (T - 2,1 )"W)
adalah subruang dari W,
Bukti:
1. Akan ditunjukkan W,(T — A;J) € W.
Karena W,(T ~ A;D) = (T — A,D™(W), maka untuk setiap ¥ € W,(T — A;1)
berlaku % € (T — A;1)"(W). Oleh karena itu diperoleh # = (T — A,1)*(W,)
untuk suatu w, € W,
Karena (T ~ A;I) transformasi linier dari W ke W, maka (T — A;)"(w,) € W.

Diperoleh ¥ € W. Jadi W,(T — 4;]) c W.
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. Akan ditunjukkan W, (T — A;I) # 0.

Karena W subruang dari V maka terdapat 0 € W, dan (T — A;]) transformasi

linier dari W ke W, maka

(T — 40(0) = T(0) — 1,1(0)

00 ( berdasarkan Lema 2.4.2)

I
ol

Akibatnya

(T - 1:'1)"(6) . (6)

Jadi terdapat 0 € W,(T — A;D), sehingga W,(T — A;1) # 9.

. Akan ditunjukkan untuk setiap ¥, ¥ € W,(T — A;I)} danr € F berlaku

X+ eW,(T— A;Ddanrx € W,(T— A;0).

Misal X, ¥ € W,(T— ;) danr € F, maka %, y € (T — 4L, D™(W).
Misalkan X = (T — A;)"(W;) dan ¥ = (T — A;[)"(W,) untuk suatu
W, W, EW.

Akibatnya

a X+y={(T- D"(Wy) + (T— LD"(W,) untuksuatu w;,w, € W
=(T- ;D"(wy+ W,)  (karena (T —a;I) € L(V))
= (T~ D"(W;) untuk suatu W; =W, + W, € W
sehingga X + 3 € (T — 4;D)™"(W) atauZ +y € W,(T—-A,0) .
b. ¥ =r(T - 3,D"(W,) untuk suatu w, € W
= (T — D" (rwy) (karena(T — A4,1) € L(V))
=(T-A4D"(W,) untuksuatuw, =rw, €W

sehingga r¥ € (T — 4,)™(W) atau r% € W,(T — 4,0).
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Dari 1, 2 dan 3 disimpulkan bahwa W, (T — a;I) adalah subruang dari W.
Lema 3.6
Diberikan T € L(V) dan W subruang dari V yang dipetakan ke dirinya sendiri
oleh T. Misalkan [ adalah transformasi identitas, A; adalah akar karakteristik yang
berbeda dari T dengani = 1,2, ...,n dan (T — A;I): W — W adalah transformasi
linier, maka W, (T — A;/) yang didefinisikan sebagai
Wo(T—-A4D)={wEe W|(T — A4;D¢(#) = 0 untuk suatu bilangan bulat e
(tergantung w’)}.
adalah subruang dari W.
Bukti:
1. Akan ditunjukkanW,(T - A;)) c W.
Berdasarkan definisi Wo(T — A;), maka untuk setiap X € Wo(T — A1)
berlaku ¥ € W sehingga Wo(T — ;1) c W.
2. Akan ditunjukkan W, (T — 2;1) # @.
Karena W subruang dari V maka terdapat Oe W, dan karena T transformasi

tinier maka (T — 4;7)(0) = T'(0) — 4,4 (0) = G, sehingga (T — 4:0)~(0) = (D).

Jadi terdapat 0 € Wy (T — 4,1), sehingga W, (T — 1.1} # @.
3. Akan ditunjukkan untuk setiap X, § € Wo(T — A;1) dan r € F berlaku
4+ € Wo(T—A0) dan i € Wo(T — A,0).
Misal X, ¥ € Wo(T ~A,))danT EF.
Karena ¥ € Wy(T — 2;) maka ¥ € W dan
(T —2,N¢(®) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e.

Karena y € Wy(T — A;J) maka ¥ € W dan
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(T — (%) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e.
Karena W subrvang dari V, akibatnya
a X+y eWdan (T-A4D¢(E+5) = (T-A4D¢E)+ (T—-1D¢()

= 0 + 0

Il
=1

sehingga X + § € W (T — 4,0).
b.reeWdan (T-A4DED =r(T-2D@) =r0=0

sehingga 7% € Wy (T — AD).

Dari 1, 2 dan 3 disimpulkan bahwa W, (T — A;1) adalah subruang dari . il
Pada lema berikutnya, akan dijelaskan bahwa subruang W, (T — 2,1) adalah

jumlah langsung dari subruang-subruang karakteristik yang diperumum dari T di
W.(T — 11D pada A, ditulis W.(T — 1,1), (T), r =1,2,...,ndengan 2, adalah
akar karakteristik.
Lema 3.7
Misalkan Ay, A5, ..., 4, adalah akar karakteristik yang berbeda dari T € L(V), dan
W.(T — A41) subruang dari W yang dipetakan ke dirinya sendiri oleh T, serta

(T — A11): W — W adalah tranformasi nol, maka
Wo(T = 410) = W (T — 41D, (T)@® .. @ W (T — 2,1)3,,(T)
dengan W,(T — A;1); (T) = (W € W(T — 4 D|(T — A4,DeW) = 0 untuk suatu
bilangan bulat positif ¢}.
bukti:
1. Akan ditunjukkan

WoT — A1) = WolT — A1), (T) + 4+ Wi(T = 44D, (T).
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Ambil W € W,(T — A,1). Berarti W = (T — 1,J)*(W,) untuk suatu i, € W.
Karena (T — A, )" (W,) = 0, maka w = 0.

Ambil W € W.(T — 4,1),,(T). Berarti W € W,(T — ;) dan

(T — A I)"(W) = C. Karena W = 0, maka 0 € W,(T — 4,1), (),

untuk setiap r = 1,2,..,p.

Jadi W, (T — 1) = Wi(T = D)3, (T) + + o+ W(T = 4.1, (7).

. Akan ditunjukkan

W.(T — 441),,(T) N ( o LA 11[)AE(T)) = {6} .

i%f

a) Akan ditunjukkan

{0} « W(T - 4D, (M) n ():5;1 Wo(T — 4Dy, (r)).

i=f
Ambil ¥ € {0} makay = D.

Karena 0 € W,(T — A,]) 2,.(T), untuk setiap r = 1,2,.., p, maka

0 e W,(T - ;{1”1;(7') dan 0 € ( i—1 WL(T — 311)15(7‘)),

ixj

sehingga

0 e W.(T~ 4Dy n ( n WL — alz)li(r)).

i#j
Jadi {0} € W,(T — 4,1);,(T) n (2;5;1 W.(T — A,0) AE(T)).
i#f

b) Akan ditunjukkan

W.(T =Dz, M | D Wl = a0, (D) | < {8}
i=1

t=j
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Ambil y € W,(T — AII)AJ_(T) n ( LA WL(T - zlll)ai(T)), maka

i#j

§ € W(T = D)3, () dan 5 € | " WilT = 103, (T) |

=1
i#j

Karena y € W,(T — A411),(T), maka
€ Wo(T = A1) dan (T — 41)™(F) = 0.
KarenaW,(T — A,1) = {T)} maka 7 = 0.

Karena

y€ ( 2 WRATH AII)AI(T))- dan Y7o, W.(T — A,1),,(T) = {-6}

i#j i#j

maka y = 0.

Jadi W, (T — 4,1)3,(T) 0 ( n W@T-2D AE(T)) c {0}.

i#]

Dari 2.a) dan 2.b) dapat disimpulkan

W.(T = 1), (T) ( IAGET )N (T)) = o).

i®)
Jadi berdasarkan 1 dan 2 maka diperoleh kesimpulan
W -0 = W(T—-4D3,(MS..& W.(T—-21,1),,(T) W

Pada teorema berikutnya, akan dijelaskan bahwa subruang W adalah jumlah
langsung dari subruang-subruang karakteristik yang diperumum dari 7 di W pada
A, ditulis W _(T), r = 1,2, ...,n dengan A, adalah akar karakteristik.
Teorema 3.8[4]
Jikad,, 4,, ..., Apadalah akar karakteristik yang berbeda dari T € L(V'), maka

W =W, (T ..eW, (T)
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untuk setiap subruang W dari V dipetakan ke dirinya sendiri oleh T.

Bukt :

Misalkan dim(W) = m.

Untuk m = 0, maka W = {6} sehingga bukti trivial.

Untuk m = 1, bukti dilanjutkan dengan menginduksi m.

1

2)

Untuk m = 1, maka terdapat A = {w} basis dari W.
Karena dim(W) = 1 maka berdasarkan Akibat 2.5.2, T mempunyai satu akar
karakteristik, misalkan A;, maka akan ditunjukkan W = W,_(T), yaitu
a) Akan ditunjukkan W c W, (T).
Ambil ¥ € W. Karena T : W —» W dan A, akar karakteristik dari T, maka
berdasarkan Definisi 2.5.1 berlaku
T(X) = 1,%
T(X) = 4,1(%)
(T-4D@ =0
sehingga X € Wy (T). Jadi W c W, (T).
b) Akan ditunjukkan W, (T) € W.
Jelas Wy, (T) c W dari definisi W;_(T).
Untuk m > 1, maka terdapat B = {W;, W,, ..., W,,} basis dari W dengan
n < m. Karena dim(W) = n, maka berdasarkan Akibat 2.5.2, T mempunyai
paling banyak n akar Kkarakteristik yang berbeda, yaitu 4;,4;,...,4,.
Berdasarkan Definisi 2.5.1, berlaku T(X) = 4;%, dengan i = 1,2, ..., 1.
Pilih i = 1, sehingga berlaku T(¥) = A4, X

T(®) = 41(0)
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(T—A4DE) =0.
Berdasarkan Lema 3.4, (T — A;I) adalah transformasi linier yang memetakan
W ke dirinya sendiri. Oleh karena itu berdasarkan Lema 2.7.3, maka berlaku
(T-2,D"Wc(T-1,D" W) C - (T -4, D(W) untuk n > 1.
Akibatnya

W — a0 = [ - a0 w)

e=1
=T —-A4DWIn(T— 2,02 W)n ..o (T—2,DW)
=g (TR Ry () SR - - WO . . oot B 3.5)
Selain itu berdasarkan Lema 2.7.2 , maka berlaku
(T = ,D)"W) = (T — L,.D)™MW) = - = (T — )" (W)
dengan 7t > 1, € = Locvininirinininimmmmanrreceentensenesssstnsessecssssssseseessesesseo( 340
Karena (T — A,I) € L(V) dan W dipetakan ke dirinya sendiri oleh (T — A,1)
serta berdasarkan Lema 3.5 dan Lema 3.6 bahwa W, (T — A4]) dan
W.(T — A2,I) adalah subruang dari W, maka berdasarkan Teorema 3.2,
W dapat diuraikan sebagai :
W=Wo(T— A DOWT —40) i, (3.7
Karena (T — A;1) memiliki satu akar karakteristik maka W,(T —4,1)
memuat paling tidak satu vektor karakteristik sehingga dimensi dari
W,(T — A,1) kurang dari dim(W).
Selanjutnya akan ditunjukkan W, (T — A1) dipetakan ke dirinya sendiri oleh
T.
Ambil W € W,(T — A;1). Karena W,(T — 1,1} = (T — ;)™ (W), maka

W = (T — A,1)*(W,) untuk svatu W; € W. Namun (T — A{)"(Wy) = 0,
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sehingga W = 0. Akibatnya T(W) = T(ﬁ) = 0, sehingga
| W.(T — 241) = {0}.
Jadi W, (T — A,1) dipetakan ke dirinya sendiri oleh T.
Selanjutnya karena W, (T — A,1) adalah subruang dari W dan berdimensi lebih
kecil dari dim (W) maka akan ditunjukkan bahwa berlaku

Wo(T = 241) = Wo(T — 240)3, (1)@ e ® W, (T — 44 1)3 (T)...en(3.8)

dengan W,(T — 3,1);,(T) = (W € W.(T — 4,D|(T — 4, 1)°(W) =0 untuk
suatu bilangan bulat positif e}.
Berdasarkan Lema 3.7 maka berlaku
Wo(T — 20) = W,(T — 2,1), (T)® ... W,(T — /‘111)1,, (7).
Langkah selanjutnya adalah menunjukkan (T — A,I) yang memetakan
W.(T — A1) ke W, (T — ;1) bersifat pada.
(T -4 DW(T — D) = (T — DT - 4,D"(W))
= (T — L D™ (W)
= (T - A, D"(W) (dari persamaan (3.6))
= W(T — 4,11).
Jadi (T — A1) bersifat pada terhadap W,(T — A,I). Karena (T — A,1) € L(V)
dan (T — A;I) bersifat pada terhadap W, (T — A,I), maka berdasarkan Akibat
2.4.14, (T — A,I) adalah satu-satu terhadap W, (T — A,1). Akibatnya
(T — A, )™ juga satu-satu terhadap W, (T — A, I).
Selanjutnya dari
Wo(T = 24D, (T) = {W € W,(T — 4, D|(T — 4,1)°(W) = 0 untuk suatu

bilangan bulat positif e}, maka ditinjau untuk r = 1 danr # 1.
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a. Untukr =1,
Wo(T — 4413, (T) = (W € W,(T — ,D|(T — A, )¢(W) = 0 untuk suatu
bilangan bulat positif e (tergantung W) }.

Karena (T — 2;I)" satu-satu terhadap W,(T — A;]) maka berdasarkan
Akibat 2.4.14, solusi untuk (T — A,1)"(#) = 0 hanyalah # = 0, sehingga
W,(T — 4,1, (D) = {0},

Jadi persamaan (3.8) menjadi
W (T — A1) = W(T — 141)3,(T)® . OWL (T — 41D, (T)........ (3.9)
Karena W), (T) = {W € W(T - 2,1)°(W) = 0 untuk suatu bilangan bulat
positif e (tergantung W) }.
dan W,o(T — 4 I) = (W e WI(T — 4, D°(W) = Ountuk suatu bilangan
bulat positif e (tergantung w) }.
maka W (T) = Wy (T — A,1), schingga dari (3.7) dan (3.9) diperoleh
W = Wy(T ~ L, DOW,(T — A,)
= Wo(T — DO W(T — 111)7,(T)D ... 8W(T — 4,1)3 (T)
=Wy, MOW,(T — A1), (T)D ... OW.(T — A1), (M)...... (3.10)
b. Untukr #1
Berdasarkan Definisi 3.1, Wy (T) = W N Vo (T) sehingga akan ditunjukkan
W.(T = 4a0)2,(T) = (T = A" (W) 0 (T = 241" (W, (T)).......(3.11)
Sebelumnya, akan ditunjukkan terlebih dahulu (T — A;J) memetakan
W),.(T') ke dirinya sendiri.
Ambil £ € W, (T), maka % € W dan (T — 1,1)*(¥) = 0.

Karena (T — A1) W - W, maka (T — A, D(E) e W.
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(T = ,D(T - 4,D"@) = (T — 4, 1)(0) =0
sehingga (T — 1, 1)(Z) € W_(T).
Jadi (T — A;1) memetakan W, (T) ke dirinya sendiri.
Untuk tahap berikutnya akan ditunjukkan (T — A;/) yang memetakan
W,,(T) ke dirinya sendiri dapat dibalik, sehingga berdasarkan Akibat
2.4.14 akan berlaku (T — 2,1 (W;,(T)) = W (T).
Misalkan (T —A,I) tidak dapat dibalik maka terdapat vektor taknol
% € W, (T) sehingga (T ~ A, Di = 0. Tetapi jika X € Wy_(T) maka
(T - A.D™®) = 0 untuk suatun > 1.
Selanjutnya
T~4DE) =T - 2,@ = 4E) - 2@ = (4 - )@,
(T =4D*@) =T~ 4)E) = (4 — )@ = (4, — 1,)2(D),

T=AD"E) == (4 = 2)"(®), (4 —A)"(®) = 0.
Hal ini kontradiksi dengan pernyataan sebelumnya sehingga haruslah

(T — 24I) dapat dibalik. Berdasarkan Akibat 2.4.14 maka berlaku

(T =21y (W3, (T)) = Wy, (T).
Akibatnya (T — A,1)™ juga bersifat pada.
Karena (T — A, D"(W;_(T)) = W), (T), maka persamaan (3.11) menjadi
Wa(T = 43103, (T) = (T = D)™ (W) O Wy, (T)oeereee.. (3.12)
Selanjutnya akan dibuktikan persamaan (3.11) tersebut.
1. Akan ditunjukkan W,(T ~ 4,1);,(T) © (T — A,D)"(W) n (W; (7).

Ambil € W,(T — 2,1), (T). Berarti % € W,(T — 1,J) dan
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(T — 4,.D)™(%) = 0. Karena (T — A.D™(#) =0 maka % € W,,.(T)
sehingga
X € (T—1D"W)nW, (T))

Tadi W,(T — 1,1)3,(T) € (T — AJy*(W) n (W, (T)).

2. Akan ditunjukkan W, (T — ,1);_(T) 2 (T — L,)"(W) n (W, (D))

Ambil % € (T — Ay (W) 0 (Wy, (T))Berarti % € (T — A,[)™(W)
dan X € W, _(T). Karena ¥ € (T — A,1)*(W) diperoleh
% = (T — A,1)*(W,) untuk suatu i, € W.
Karena X € W;_(T) berarti(T — 2,.1)*(¥) = 0, sehingga
(T = 41"(®) =0
(T — :D™(T — 4 D™W) =0,
akibatnya X € W,(T — 2,1); (T).
Jadi W(T = 4103, (T) = (T = 2,D)"(W) 0 (W, (T)
Dari 1 dan 2 diperoleh
W.(T — 4411);,(T) = (T — 4)"W) n (T — 4D (W,,(T)
Selanjutnya karena W dan W, _(T) dipetakan ke dirinya sendiri oleh
(T — A1), maka (T — L, 1)"(W) © W dan (7 — 2, 1) (W3, (D) = W, (T).
Klaim (7 — 1,1)" (W3,(1)) © (T — 2,1"W),
akibatnya (3.11) menjadi WL(T — A1), (T) = (7 = 1,1)" (W, (D).
Bukti klaim:
Ambil % € (T — ,1)* (war('r)), maka # = (T — 4,1)"(W,) untuk suatu

wy € W, (T). Karena W;_(T) subruang dari W, maka wy € W.
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Jadi X € (T — A4, D" (W).
Akibatnya
(T = 4D"W) > (1 =41y (W, (1)) = W, (),
sehingga |
WoT — 2203, (T) = (T — ,D™(W)) 0 (Wi, (T))
= W) (T), untuk setiapr > L......... (3.13)
Akibatnya (3.10) menjadi

W =W, (T)@W,, (TS ... oWy (T) n
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BAB IV

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab III, maka diperoleh beberapa kesimpulan

yaitu:

1)

2

3

4)

Ruang null yang diperumum dari T € L(V) adalah subruang
Vo(T) = {# € V|T¢(#) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e (tergantung
7)}.
Dengan cara serupa jika W adalah subruang dari ¥ dipetakan ke dirinya sendiri
oleh 7, maka ruang null yang diperumum dari 7" pada # adalah subruang
W,o(T) = {# € W[T®(®) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e (tergantung
)8
Misalkan W, (T) ruang null diperumum untuk subruang W dan W,(T) adalah
irisan T¢ (W) untuk semua bilangan bulat positif e. Maka

W = Wo(T)BW.(T).
Subruang karakteristik yang diperumum dari T di W pada A ditulis W3(T)
didefinisikan
W, (T) = { € W)(T — AD®(#) = 0 untuk suatu bilangan bulat positif e
(tergantung W)}.
Misalkan A;, A3, ..., A, adalah akar karakteristik yang berbeda dari T € L(V).
Subruang W adalah jumlah langsung dari subruang-subruang karakteristik
yang diperumum dari T di W pada 4; ditulis W, (T), i = 1,2, ..., p . Ditulis

W = Wy, (1 .. &W;, (7).
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