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ABSTRAK

Formula inversi dari fungsi karakteristik ¢ x(t) dengan fungsi distribusi I’ adalah

. 1 T exp(—itz) — 1
F(x) - F(0) = %ﬁﬁfT%px(t)dt

untuk setiap —oo < x < o0.
Syarat perlu dan cukup untuk

7 ey
lan Im (L f M@x(t)dt}
2 0 it

T—o00 T

ada adalah

u

limsqw/ G(u,z) — (u, O)du

ada, dimana

Gu,z) =F(u+z)— F(—u+z)

Kata kunci: fungs: distribusi, fungsi karakteristik, dan formula inversi.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Fungsi karakteristik dari suatu peubah acak X dengan fungsi distribusi F'

dinotasikan sebagai @x(t) dan didefinisikan sebagai berikut

Ll""-’i'(t) = E[eitx]a

dimana ¢** = cos(tX) + isin(¢X). Jelas terlihat bahwa fungsi karakteristik
mempunyai kesamaan dengan fungsi pembangkit momen My (t) = E[e!*] dengan
menambahkan ’i’ pada eksponennya dimana ¢ adalah imajiner.

Samabhalnya dengan fungsi pembangkit momen, fungsi karakteristik juga
digunakan untuk menghitung momen dari suatu peubah acak X selain itu fungsi
karakteristik juga dapat digunakan untuk menentukan fungsi distribusi dari suatu
peubah acak. Berbeda dengan fungsi pembangkit lainnya, fungsi karakteristik

selalu ada untuk setiap sebaran peluang, karena

lox(t)| = |E[e*X]| < E[|e**|] = E[1] < co.

Lukacs (1970) menjelaskan bahwa fungsi karakteristik secara tunggal menen-
tukan sebaran peluang yang bersesuaian dengan peubah acaknya. Jadi setiap

sebaran peluang memiliki fungsi karakteristik yang berbeda. Ketunggalan fungsi



karakteristik merupakan akibat dari teorema inversi. Kawata (1969) menjelaskan
bahwa dengan menggunakan teorema inversi dapat diperoleh fungsi distribusi F(z)

dari fungsi karakteristik @x(t), yaitu

) 1 T eft't:c -

Formula inversi (1.1.1) dapat dipisahkan menjadi dua bagian, yaitu bagian

real dan bagian imajiner. Karena bagian imajiner pada L [T e =lox(t)dt

tidak selalu ada, maka menarik bagi penulis membahas kajian eksistensi integral

pada formula inversi (1.1.1) untuk bagian imajiner.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang, yang menjadi masalah dalam penelitian ini
adalah pengkajian eksistensi bagian imajiner pada integral formula inversi fungsi

karakteristik.

1.3 Tujuan

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji eksistensi integral untuk bagian

imajiner pada formula inversi fungsi karakteristik.

1.4 Sistematika Penulisan

Dalam tulisan ini, akan dibagi atas 4 Bab, yaitu Bab 1 Pendahuluan, vang
berisi: latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penulisan, dan

sistematika penulisan. Bab II Landasan Teori, berisi: materi dasar dan materi
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penunjang. Bab III Pembahasan eksistensi integral pada formula inversi fungsi

karakteristik. Bab 4 Penutup, berisi: kesimpulan dan saran.



BAB 11
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diuraikan beberapa definisi, teorema, lema, dan proposisi
yang akan digunakan untuk menunjukkan eksistensi integral pada formula inversi

fungsi karakteristik.

2.1 Peubah Acak dan Fungsi Distribusi

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema dari peubah acak

dan fungsi distribusi.

Definisi 2.1.1. [1] Suatu peubah acak, notasikan sebagai X, adalah suatu fungsi
yang didefinisikan pada suatu ruang contoh S, yang menghubungkan setiap titik
contoh e dalam S dengan suatu bilangan riil x, atau dapat dituliskan sebagai

X{e) =2

Definisi 2.1.2. [1] Jika himpunan dari semua nilai yang mungkin bagi peubah
acak X adalah himpunan tercacah 1, xy, -+, T, atau Ty, To,--- maka X dinamakan

peubah acak diskrit. Fungsi

flz) = PlX = 2], = = 21,%4, -

yang memasangkan setiap nilai x dengan nilai peluang dinamakan sebagai fungsi

kepekatan peluang diskrit. Untuk selanjutnya ditulis sebagai fkp diskrit.




Definisi 2.1.3. [1] Fungsi sebaran kumulatif dari peubah acak X didefinisikan

untuk setiap nilai riil x sebagai

P(z)=PlX < =}
Untuk selanjutnya ditulis sebagar fungst distribusi.
Definisi 2.1.4. [1] Suatu peubah acak X dikatakan peubah acak kontinu jika ter-
dapat suatu fungsi f(x) yang dinamakan fkp kontinu sehingga fungsi distribusi
dapat dinyatakan sebagai

* d 3
Flz)= f(t)dt dan f(z) = EF(IL‘) =F ().

Teorema 2.1.5. [1] Suatu fungsi f(x) merupakan fkp diskrit jika untuk suatu
himpunan bilangan riil tak hingga yang tercacah xy,xq,- - - terpenuhi kedua sifat

berikut
f(-rt) 2 0:
dan

ZV:I:( f('ri) =1

Teorema 2.1.6. {1] Fungsi f(z) adalah fkp kontinu bagi suatu peubah acak yang

kontinu jika dan hanya jika memenuhi sifat-sifat berikut
f(z) > 0,Vz e R,
dan

[%, f@)dz = 1.




2.2 Nilai Harapan

Definisi 2.2.7. [8] Misal X peubah acak, nilai harapan dari X ditulis E(X)

didefinisikan sebagai

E[X] = f_ "z dFla),

2.3 Integral Riemann

Teorema 2.3.8. (7] (Teorema Keintegrasian) Jika f terbatas pada [a,b] dan f
kontinu disana kecuali pada sejumlah titik yang berhingga, maka f terintegrasi-
kan pada [a,b]. Khususnya, jika f kontinu pada seluruh selang [a,b], maka f
terintegrasikan pada [a, b].

Misalkan f suatu fungsi yang didefinisikan pada selang tertutup [a, b]. Par-
tisi interval [a, b] atas n bagian (tidak perlu sama lebar) P:a = zy < 11 < x5 <
.. < Tp-1 < T, = b dan misalkan Az; = z; — z;_;. Pada setiap subinterval
[;_1, 23], pilih titik £;,1 = 1,2, ..., n.
Definisi 2.3.9. [7] Misalkan [ suatu fungsi yang didefinisikan pada selang ter-

tutup |a,b]. Jika
lim Z f(z;)Ax;
i=1

ada, maka f terintegrasi pada [a,b]. Lebih lanjut f: f(z)dz, disebut integral tentu

(integral Riemann) f dari a ke b, diberikan oleh

b n
]ﬂ flodds = fim, 3 f(F)




Lema 2.3.10. (Lema Riemann-Lebesque) Misal f terintegrasi pada [a,b] maka

b
lim f F(t)cos(A)dt = 0.

Teorema 2.3.11. [2] (Teorema Nilai Tengah) Misalkan f kontinu pada I := [a, b}
dan misalkan p terintegrasi pada I dan p(z) > 0 untuk setiap = € 1. Terdapat

c € I sedemikian sehingga

b b
] J(@)p(z)dr = f(C)f p(z)dz.

Teorema 2.3.12. (Teorema Nilai Tengah Kedua) Jika g : [a,b] — R fungsi naik

dan 3 : [a,b] — R fungsi terintegral, maka terdapat ¢ € (a,b) sedemikian sehingga

b £ b
f 9(t)dB(t) = g(a) f A(t)dt + g(b) ]; B(t)dt.

2.4 Fungsi Karakteristik

Definisi 2.4.13. [6] Jika X suatu peubah acak dengan fungsi kepekatan peluang
f(z) dan fungsi sebaran kumulatif F(z) maka fungsi karakteristik ox(t) dari

peubah acak X didefinisikan sebagai berikut
ox(t) = E[e*X] = -/ei”dF(x),
dimanat € R , i = v/—1 dan e"X = costX + isintX.

Proposisi 2.4.14. [6] Misalkan F(z) fungsi distribusi dengan fungsi karakteristik
p(t), maka:

i (px(O) =1




2. |ex(®) <1

3. px(-t) = px().

Proposisi 2.4.15. [6] Fungsi karakteristik adalah kontinu seragam pada barisan

bilangan ril.

Teorema 2.4.16. (6] (Formula Inversi) Misalkan F(z) = P(X < z), dan (f)
fungsi karakteristik dari fungsi distribusi F(z). Jika P(X =a) = P(X =b) =0,

maka

B T
F(b) - F(a) = lim 2i exp(—ita) - exp(—ith)
—00 2 [ _o i

p(t)dt.

2.5 Simbol Landau

Misalkan f dan g adalah fungi-fungsi yang terdefinisi dalam lingkungan xy.
Fungsi f didefinisikan sebagai f(z) = O(g(z)) untuk = — z; jika terdapat suatu

konstanta M sedemikian sehingga
[f(z)| < M|g(z)| untuk = — xy.

Dengan cara yang sama fungsi f didefinisikan sebagai f(z) = o(g(r)) untuk

T — xo sedemikian sehingga,

‘ @)

— 0 untuk =z — x.
g9(z)




BAB 111
EKSISTENSI BAGIAN IMAJINER PADA
INTEGRAL FORMULA INVERSI FUNGSI
KARAKTERISTIK

Fungsi karakteristik dari suatu peubah acak X dengan sebaran distribusi

F didefinisikan sebagai berikut

px(t) = Ele"].

Lukacs (1970) menjelaskan bahwa fungsi karakteristik secara tunggal menen-
tukan sebaran peluang yang sesuai. Ketunggalan ini merupakan akibat dari for-
mula inversi. Menurut Kawata (1969), fungsi karakteristik ¢x(¢) dengan fungsi

distribusi F' memiliki formula inversi sebagai berikut

F(z) — F(0) = lim k4 fT Mg@x(t)dt (3.0.1)

T—o0 270 J _op —17
untuk setiap —oco < 1 < 0.

Integral pada bagian kanan persamaan (3.0.1) dapat dipisahkan menjadi

bagian real dan bagian imajiner, yaitu

1 (7 exp(—itz) — 1 , B 1 (9 exp(—itz) —1




dan

Im (i/: M—lm(t)dt) = =Im (i /0 w———lwx(t)dt).

2m it 2n i —1t
(3.0.2)
Teorema 3.0.1. [5] Syarat perlu dan cukup untuk
T ey
lim Im (-—1— / M—lwx(ﬂﬁ) (3.0.3)
T—o0 2m s —2
ada adalah
lim,_o+ / Glngls (40),, (3.0.4)
. u
ada, dimana
G(u,z) = F(u+z)— F(—u+z) (3.0.5)

Bukti. Perhatikan bahwa bentuk integral (3.0.4) ada pada lingkungan tak hingga.

Kemudian misalkan
G(u,z) — G(u,0) = [F(u+z) — F(u)] — [F(—u + ) — F(—u)] (3.0.6)
dan
F(z +u) — F(u) € L(—o00,00).

Misalkan

1 [T exp(—itr) — 1

Perhatikan bahwa

1 (7 exp(—itz) — 1 1 (7 costz —isintr — 1
= —_— t)dt = — wx(t)dt
o /0 —a pxdt= o /0 it Px(t)
1 (T costx —isintr — 1 i
= — ~px(t)dt
27 J, it 7ox(t)

1 T icostz +sintz — i

g s t)dt
o Jy : wx(t)
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1 [ [Ticostx +sintz —i o
=_—f / icostx : (cos ut + 4 sin ut)dtd F(u)

1 f"‘” /T 1 oS Tt cos ut — cos xt sin ut + sin xt cos ut

t

isin ot sinut — i cos ut + sinut
t

dF (u)dt.

Sehingga diperoleh bahwa
1 (7 exp(—itz) —
I(z,T) = Im (ﬁ / M—lw(t)dt)
27 Jq —it

| /‘m /T sin zt sin ut — cos ut + cos it cos ut
il t

1 0o i . o
_ 1 / f cos(u — x)t COSUtrItdF(u)
N J—o0JO t

—ifm Y _ 2)t)dtdF (u)
. —m/() —(cosu cos(u — x)t) u

dtdF (u)

1 o0 T U
— s / / / sintv dvdtdF (u)
T J_Jo u—r
L= r K
= [ f sinvt didvdF(u)
271.- —00 u—x 0
1 = 1- T
f / SO hdF(u)
1 [ 1-cosvT rhe
_1 [ 1-cosvT F
i ; dv/v dF(u)
=5 | TS ) - Fo) = (F(-v+ )~ F(—0)d
T
/ [G(v,z) — G(w, U)] —2

Kemudian kita partisi batas integral I(z,T") menjadi

0 v

Iz, T) =3 [ ¢ [6(0:2)=C@O (1 _ cosyT)dv + = LCiﬂ)—;—c‘—(}i’-{-}ﬂ(1 — oS 'UT)d’UJ

E v

_ [ < [002)-G00] (1 _ oguT)dv + [ Bea)-Ce0)] _ oo (cosvT)ic(v.w)—G(v,on]

11




Berdasarkan lema Riemann-Lebesgue maka

o0

lim [G(v, z) — G(v,0)]

T—oo & v

cosvT

dv = 0 untuk setiap € > 0.

Untuk £ > 0 sebarang dan 7" — 0 dapat ditulis bahwa

fujj=£Wq“@;Gwﬁmmmmmmifﬂm“m;G@ﬁmm+qn

(3.0.7)

(=) Misalkan terdapat sebarang £ > 0 dan

/E Glv,2) ; gl 0)(1 — cosvT)dv
0

1T B € P
- [ = G(U,O)(l — cosvT)dv + it 0)(1 — cosvT)dv
0

v 1T v
= Kl 5 Kg,
(3.0.8)

untuk K; = UUT Glom) G0 (1 _cosvT)dv dan Ko = f:ﬁ, Gl2) G0 (1_cos vT)dv

v v

1/T

— cosvT
K = 2 i
0 v
- 1 — cosvT
gf WMM—&%W—%?L@ (3.0.9)
0

Vi
s C'Tf [G(v, z) — G(v,0)|dv
0
untuk suatu konstanta C.
Karena F' fungsi tak turun maka lim, o[G(v,z) — G(v,0)] = 0, sehingga

CT_];/T |G (v, z) — G(v,0)|dv — 0 untuk v — 0*. Jadi dapat diperoleh

Ky =o0(1) untuk T — oc. (3.0.10)

12




Definisikan

x(v) = G(v,z) — G(v,0). (3.0.11)
Pilih € > 0 sedemikian sehingga |x(v)| < & untuk |v| < &, untuk sebarang 4.
Karena x(v)/v terbatas pada [1/7)¢|, dengan menggunakan Teorema Nilai Ten-

gah Kedua diperoleh

N 1_
K=" 211 ¢, 512D,
/T v
£ 1_ E &
= / T j xX) 4y, _ j X0 osoTdo  (3.0.12)
1/T v yr v yr v

</ ()

untuk 1/T < £ < . Maka

£ &
/ cosvTdv — (L(E—)) / cosvTdv
1/T € 3

E
‘Kg == 'X—(v—)d‘l}
yr v

< 2x (%) +2x(e) < 46 (3.0.13)

Oleh karena (3.0.7) dan (3.0.8) diperoleh

Iz, T) — —}—fm ﬂdv

2m Jyr v

3 2?" + of1). (3.0.14)

Ini menunjukkan syarat cukup dan sekaligus menyatakan (3.0.3) ada.
(<) Misalkan x(v) didefinisikan seperti (3.0.11) dapat dilihat bahwa lim,_,+ x(v) =

c. Jika ¢ # 0, maka dengan menggunakan (3.0.7)

I(z,T) = / "G D) 1 GO U it / =Gl | )

v v

= /E X(U)(l — cosvT)dv + /'00 x(v) dv +o(1)

v € v

diperoleh

I(:L',T)—c/: ﬂs_vzdv:/: [X('UJ—c](l—cmvT)dv+£mK%de+o(l)-

(Y v

(3.0.15)

13




Perhatikan bahwa
/E [x(v) —¢](1 = cosvT)dv _ /‘”T [x(v) — (1 — cosvT)dU +-/E [x(v) —€¢](1 - COSUT)dv
0 0

Y v 1T v

= Ly + Ly,

untuk L, = f)/7 M0=d0-eont) gy, gy, 1, = [, )=dlzconi) g

v

Diperoleh

1/T W i
V] [ [x(v) = ](1 — cosvT) Py
0

v

1./7 T
| Ly S/ [x(v —L]———————wa )dv
0

/T
|Ly| < CT/ [x(v) — c|dv
0

Dari (3.0.15) diperoleh

[(I’T)_%/ngl__ﬁ?ffzdv— 1/5 X(U)d ——f X(v (<( d+0(1),

v 2r Jyr v
(3.0.16)
untuk suatu konstanta C .
€1 — cos T Gl D 9
/ L___Ci)f’f}__dv = 2] %% v) dv > Cy log 7, (3.0.17)
0 v 0 v

untuk suatu konstanta Cs.

Pilih sebarang € > 0, diberikan 7 < C; sedemikian sehingga |x(v) — ¢| <  untuk

oY g

Jika limit [(z,T) ada untuk 7' — oo, maka karena (3.0.17) dan (3.0.18),

0 < v <e. Maka

< nlogeT. (3.0.18)

implikasi (3.0.16) kontradiksi. Oleh karena itu maka ¢ = 0, sehingga

I(z,T) — ;ﬁf XS) ) < C16 + o(1). (3.0.19)

14




Syarat perlu terbukti. H
Contoh. Fungsi karakteristik dari sebaran U(0, 1) adalah @ x (t) = i(1—exp(it))/t
dengan fungsi distribusi F(z) = z.

Maka formula inversi dari sebaran U(0, 1) adalah

1 [T exp(—itz) — 1
F(z) — F(0) = lim — / sapl-u) 1
T—o0 27T -7 —t
= i nd /’T exp(—z't_m] —14(% 7—feq:p(it))dt
T—o00 271 -T —it t
T . .
—utxr — —1 ! :
_ lim 1 (exp(—itz — 1))(—1 + exp(it)) gt
T—oo 27r T t2
F »r illt — — exolé
o e }_[ exp(—itz) + exp(i(t — tz)) + 1 ea:p(zt)dt
T—oo 2T | _o 12
— i 1 [T —costx + isintz + cos(t — tz) + isin(t — tz) + 1 — cost + isintdt
il TI—II'I;O 2m -T fz
. 8 1 T cos(t — tx) — ct;st:z: —cost + ldt
T—co 271 -T .1
1 (7 sintz +sin(t — ¢ in ¢
+ilim - / sintz + sin(t — tz) + sin it
T—oo 21 - t2
Diperoleh
il .
o= T 1 sintz + sin(t — tz) + smtdt

Kemudian akan ditunjukkan

lim I'm (i /{;T Mrpx(t)dt) = ./(;oo i ) ; G(U’O)du

T—o0 2 —it

Perhatikan bahwa

I(z,T) = lim — »

T—oo 27

1 /T sintz + sin(t — tz) + sin tdt
0

1 —cosTz +cos(—T +Tz) +zTsinT +1 _COSTdt

T—o0 271 t3




dan
G(u,z) = F(u+z)— F(—u+x)
= 2u
G(u,0) = F(u+0) — F(—u+0)
= 2u

Sedemikian sehingga diperoleh

*® Glu,z) — G(u,0 U — 2
lim / Gl %) (u, )duz lim/ = uriu

g0+ J, u e—0t Uu

=0

Dalam hal ini dapat dilihat bahwa,

T exp(—itz) — *® G(u,z) — G(u,
lim I'm (i / M——lw,\-(t)dt) = lim._,o4 / Eie) —CG mzlu
0 u

0

T—o0 2 . —t

16




BAB IV
KESIMPULAN

Suatu fungsi karakteristik dari peubah acak X dengan sebaran distribusi

F' didefinisikan sebagai

memiliki formulasi inversi

T -
: zp(—itz) —
F(z) - F(0) = T]im L/ “p(—z_"n—}%iapx(t)dt.

—00 2T J_p —it

Formulasi inversi dapat dibagi menjadi dua bagian, yaitu bagian real dan

bagian imajiner. Bagian imajiner dari formula inversi

2 G I v
I(z,T) = lim Im (Zi/ M)—lcpx(t)dt)
0

T—o0 m —1t

ada jika dan hanya jika

limeﬂ[ﬁ/ G(u,:r:).—(u,[])du

(i
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