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ABSTRAK

Sistem linier kontinu bergantung terhadap waktu merupakan suatu model yang
banyak dijumpai dalam beberapa aplikasi seperti rekayasa, biologi, ekonomi dan
bidang-bidang lainnya. Skripsi ini mengkaji hubungan antara ketercapaian dan
keterkontrolan sistem linier kontinu bergantung waktu. Dengan metode aljabar
dibuktikan beberapa teorema agar diperoleh hubungan antara ketercapaian dan
keterkontrolan sistem linier kontinu bergantung terhadap waktu. Selain itu, dibe-
rikan beberapa contoh sebagai ilustrasi untuk memperkuat keberlakuan teorema-
teorema yang telah dibuktikan.

Kata kunci: ketercapaian, keterkontrolan, sistem linier kontinu bergantung ter-
hadap waktu.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Diberikan suatu persamaan keadaan dari sistem linier kontinu bergantung

terhadap waktu berikut:
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t); x(to) = %o, (1.1.1)

dengan A(t) € R™" B(t) € R™™ dan untuk ¢ > 0. Untuk selanjutnya, sistem
(1.1.1) dinotasikan dengan (A(t), B(t)). Dalam Sistem (1.1.1), x(¢) € R" menya-
takan vektor keadaan dan u(f) € R™ menyatakan vektor input. Notasi Rm*m
menyatakan himpunan matriks-matriks riil berukuran n x m dan R® menyatakan
himpunan vektor-vektor riil berdimensi n. Secara fisika, persamaan (1.1.1) me-
nyatakan persamaan gerak suatu partikel dengan gaya u. Dalam [2] disebutkan

bahwa solusi (1.1.1) adalah

x(t) = @(t, to)x(to) + | ®(t,7)B(7)u(r)dr, (1.1.2)
to

Hal yang menarik untuk dikaji dari sistem linier adalah masalah keterca-
paian dan keterkontrolan. Untuk sistem (1.1.1), suatu keadaan x; dikatakan
tercapai jika terdapat suatu input u yang dapat mentransfer keadaan nol kepada
keadaan x; dalam waktu hingga ¢;. Gambar (1.1.1) memperlihatkan bahwa input
u1(t) membawa keadaan awal nol kepada keadaan z 7 dalam waktu ¢;, dan input
uz(t) membawa keadaan awal nol kepada keadaan z; dalam waktu f, dengan

mengikuti lintasan yang berbeda.



x(7)

X ————— T A

Gambar 1.1.1. Keadaan x; tercapai

Selain itu, suatu keadaan x, dikatakan terkontrol jika terdapat suatu input
u yang dapat mentransfer keadaan x, kepada keadaan nol dalam waktu hingga
ty. Gambar 1.1.2. serupa dengan ketercapaian, input u(f) membawa keadaan
zo kepada keadaan nol dalam waktu {;, dan input u,(¢) membawa keadaan z,
kepada keadaan nol dalam waktu .

Ketercapaian mengandung makna bahwa kontrol u(t) mesti dicari sedemi-
kian sehingga

ts
— f ®(ts, 7)B(T)u(7r)dr. (1.1.3)
0
Selain itu, keterkontrolan bermakna bahwa kontrol u(t) juga harus dicari sedemi-
kian sehingga

D(ts,0)xp + B/:f Q(ty, 7)B(7)u(r)dr = 0. (1.1.4)

Sistem (1.1.1) dikatakan tercapai keadaan pada waktu ¢ s apabila untuk se-
tiap keadaan x; tercapai, dan dikatakan terkontrol keadaan pada waktu #, apabila
untuk setiap keadaan x; terkontrol. Dari kedua makna ini perlu dikaji hubungan
antara ketercapaian dan keterkontrolan sistem (1.1.1).

2
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Gambar 1.1.2. Keadaan x, terkontrol

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan uraian dari latar belakang, maka yang menjadi permasalahan

dalam skripsi ini adalah

1. Bagaimanakah syarat cukup dan perlu untuk ketercapaian dari sistem (1.1.1)?7

2. Bagaimanakah syarat cukup dan perlu untuk keterkontrolan dari sistem

(1.1.1)?

3. Bagaimanakah hubungan antara ketercapaian dan keterkontrolan dari sis-

tem (1.1.1)7

1.3 Pembatasan Masalah

Batasan masalah dari skripsi ini adalah sistem linier kontinu yang bergan-

tung terhadap waktu.




1.4 Tujuan

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk mempelajari ketercapaian,

keterkontrolan, dan hubungan keduanya pada sistem (1.1.1).

1.5 Sistematika Penulisan

Adapun sistematika penulisan skripsi ini yaitu Bab I merupakan pendahu-
luan yang berisikan latar belakang masalah, perumusan masalah, pembatasan
masalah, tujuan dan sistematika penulisan. Bab II merupakan landasan teori
yang akan digunakan dalam menyelesaikan permasalahan pada skripsi ini. Bab
11 merupakan pembahasan mengenai ketercapaian, keterkontrolan, dan hubungan
keduanya dari sistem (1.1.1) beserta hasilnya. Bab IV merupakan kesimpulan dari

pembahasan beserta saran untuk penelitian selanjutnya.




BAB II
LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan diperkenalkan beberapa konsep dasar yang berkaitan
dengan permasalahan yang telah dikemukakan di Bab 1. Konsep-konsep teori ma-
triks disajikan pada Subbab 2.1, konsep-konsep ruang vektor pada Subbab 2.2,
transformasi linier pada Subbab 2.3, hasil kali dalam dan norm pada Subbab 2.4
dan Subbab 2.5 diuraikan tentang sistem linier kontinu yang bergantung terhadap

waktu.

2.1 Teori Matriks

Dalam [1] dinyatakan bahwa matriks adalah suatu jajaran persegi panjang
dari bilangan-bilangan yang disusun menurut baris dan kolom. bilangan-bilangan
dalam jajaran tersebut disebut entri dalam matriks.

Transpos dari suatu matriks A = [a]?;=; € R™" ditunjukkan dengan
AT = [az]*,_, € R™™. Suatu matriks A € R™" dikatakan matriks simetris jika
A= AT,

Suatu matriks A berukuran n x n dikatakan tak singular, jika det(A) # 0,
dalam hal sebaliknya disebut matriks singular. Selain itu, rank dari A, ditu-
lis rank(A) adalah jumlah baris tak nol dari bentuk eselon baris yang te-
reduksi dari A.

Suatu matriks A dikatakan berbentuk matriks eselon baris yang tereduksi




jika matriks tersebut mempunyai sifat-sifat berikut:

1. Jika pada suatu baris tidak semua entrinya nol, maka entri pertama yang

tidak nol haruslah 1, dimana 1 ini disebut sebagai satu utama.

2. Jika pada suatu baris semua entrinya adalah nol, maka baris tersebut ter-

letak diposisi terbawah pada matriks.

3. Entri 1 utama pada baris ke i+1 terletak lebih kekanan dari entri 1 utama

pada baris yang ke 1.

4. Pada kolom yang memuat entri 1 utama, entri-entri lainnya pada kolom

tersebut adalah nol.

Jika entri-entri dari matriks A(t) € R™" adalah fungsi-fungsi yang dapat
diturunkan, maka didefinisikan [4]:

n

d d
L G A0) = [ fes)]

ij=1

n

2 [aepar=|f (| -

Teorema 2.1.1. [6] Jika A matriks berukuran n x n, maka pernyataan berikut

ekuivalen:
1. A memaliki invers
2. det(A) #0

3. rank(A) = n.




Definisi 2.1.2. [3] Misalkan A matriks riil n x n, eksponensial dari matriks

At, t € R didefinisikan sebagai

et = I 4 Z 'Ak,
k=1

=

dengan I € R™™" adalah matriks identitas.

2.2 Ruang Vektor

Suatu V dikatakan ruang vektor atas lapangan R ditulis (V, R), jika V
adalah suatu himpunan yang elemen-elemennya disebut vektor-vektor, dan ter-
dapat 0 € V (disebut vektor nol) dilengkapi dengan operasi penjumlahan vektor
dan perkalian skalar yang memenuhi sifat berikut [6]:

Untuk semua u,v,w € V dan «, # € R, berlaku
1. u+veV
2.0+v=w
3. u+v=v+u

4. u+(v+w)=(u+v)+w

5. aveV
6. lv=v
7. 0v=20



9. (a+pB)v=av+pv
10. (aB)v = a(fv).

Definisi 2.2.3. [6] Suatu U dikatakan subruang dari ruang vektor V apabila U C
V dan U adalah ruang vektor dengan operasi penjumlahan vektor dan perkalian

skalar seperti pada V.

Lema 2.2.4. [6] Misalkan V ruang vektor dan U C V. Himpunan tak kosong U

dikatakan subruang dari V jika dan hanya jika
I.yy+ueU V u,up € U.
2.kueU V ueUdankeR
Jika U C V, maka komplemen ortogonal U didefinisikan sebagai berikut [6]:
Ut = {x € V:x"y = 0 untuk semua y € U}.

Pada [6] menjelaskan bahwa misalkan vy, vs,---,v, adalah vek-
tor dan ry,7,---,7, adalah skalar. Vektor w dikatakan kombinasi li-

nier dari v,,vs,---,v, apabila
W =T"1V]+TaVo+ -4+ T,Vp,.

Himpunan semua  kombinasi linier dari Vi, Vo, -, V, dise-
but span dari wvy,vy,--- v, dan ditulis span{v,,vs,--- sVa ke

Vektor-vektor vy, vy, - -, v, dikatakan bebas linier jika hubungan

rivy+reve + -+ v, = 0, (2.2.1)




dengan 7,75, -- ,r, adalah skalar, hanya dipenuhi oleh r; = ry = --- = P =10
Selanjutnya, jika ada r; # 0 untuk suatu i € {1,2,--- ,n} sedemikian sehingga
(2.2.1) berlaku, maka vektor-vektor vy, vs,--- v, dikatakan tidak bebas linier
(bergantung linier).

Himpunan vektor-vektor {v;,vs,---,v,} dari ruang vektor V dikatakan

basis untuk V, jika:

1. Vektor-vektor vy, vy, -+ , v, bebas linier, dan

2. span{vy,va, - ,v,} = V.

Misalkan V' ruang vektor dan mempunyai basis dengan n elemen untuk
suatu n bilangan asli, maka V dikatakan n-dimensional (berdimensi n). Jika r-
vektor adalah n-dimensional untuk suatu n, maka V dikatakan berdimensi hingga.

Jika V tak berdimensi hingga, maka V dikatakan berdimensi tak hingga.

Definisi 2.2.5. [7] Misalkan (V,R) adalah suatu ruang vektor dan R,S C V.

Penjumlahan dan irisan dari R dan S didefinisikan masing-masing sebagai berikut:

1. R+S={r+s:reR, seS}

2.RNS={v:veR dan veS}

Definisi 2.2.6. (7] Suatu ruang vektor D dikatakan jumlah langsung dari R dan

S ditulis D =R @S jika

1. RNS =0, dan

2. R+S=D.



2.3 Transformasi Linier

Misalkan V dan W adalah ruang vektor atas lapangan F. Fungsi T : V — W

dikatakan transformasi linier jika [6]:
1 T(Vl =+ V2) - T(V1) + T(Vz) Y Vi, Vg € V.
2. T(kvl) = kT(Vl) V vieVdankeF.

Teorema 2.3.7. [6] Misalkan T : R" — R™ adalah suatu transformasi linier,

maka terdapat secara tunggal matriks B € R™ " sedemikian sehingga T = Tp.
Bukti.
Misalkan {ej, ey, - ,e,} basis standar untuk R" dan {e1,€2, -+ ,€m} basis

standar untuk R™. Ambil u € R" sebarang, maka ada skalar-skalar ry, 79, -+ , 1,

sedemikian sehingga

u=re; +ryex+---4rye,

i |
T2
= e e --- e,
Tn
- -
T
T2
Tn
L J
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Akibatnya,

T(u) = T(rie, + re€2 + - - + 1r€,)
=11T(e1) + r2T(ez) +--- + . T(en)
=r11(buer +bnez + - - + bmiem) + r2(buier + b + - - - + bpien)+

o+ Tp(bin€y + bonea + - - - + brunem)
= €1(r1b11 + rabiz + - - 4 Tabin) + £2(71bar + Tobog + - - - 4+ Tbog )+
oo+ Em(T1bm1 + Tobma 4+ + + + Tubpmn)

r ribi + rabia + - - + by, q

Tiba + rabay + - - - + by
Em

2[51 €2

™ bml b 7"2bm2 i g

J
bin bz - b Ty
bay byy - bar, 8
i bml bm2 bmn 31 Tn )

bu bz -+ by

=8 bor by - bop,

Pilih B = , maka T(u) = Bu. Karena B adalah matriks

bml bm2 L bﬂ'Iﬂ

m x n, maka dengan mengalikan B dari kiri pada suatu vektor v € R" dapat
ditunjukkan dengan suatu fungsi Tp : R — R™, sedemikian sehingga T = Tp.

Ini berarti bahwa T(e;) = Tp(e:1), T(ez) = Tg(ez), -+, T(e,) = Tp(e,). O
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Matriks B berukuran m x n yang berkaitan dengan transformasi li-
nier pada Teorema 2.3.7 disebut matriks penyajian dari T terhadap ba-
sis standar untuk R". Jika {e;, ey ---,e,} adalah basis standar un-
tuk R", maka B=(T(e;) T(e2) --- T(ey)).

Berdasarkan Teorema 2.3.7, karena T = T maka
Tp(v)=T(v)=Bv; veR"

akibatnya,

Ta(e) = T{e) = B.

Misalkan G : R™ — R" adalah suatu transformasi linier. Dalam [7] dinya-

takan bahwa range dari G didefinisikan sebagai
R(G) 2 {G(x)=Bx:x € R™}, (2.3.1)
dan null dari G didefinisikan sebagai
N(G) £ {xeR™:G(x) = Bx = 0}. (2.3.2)

Dimensi dari R(G) disebut rank dari G, ditulis rank(G) dan dimensi dari N'(G)

disebut nullitas dari G, ditulis null(G).

Teorema 2.3.8. [7] Misalkan G : V. — W adalah suatu transformasi linier, maka
1. R(G) CW.
2. N(G)C V.

Teorema 2.3.9. [7] Misalkan G : R* — R™, maka N'(G)* = R(GT).

12



Teorema 2.3.10. [7] (Teorema Dekomposisi) Misalkan G : R" — R™, maka
setiap vektor v pada domain ruang R dapat ditulis secara tunggal sebagai v =

x+y, dimanax € N(G) dany € N(G)* = R(G") (yaitu R* = N(G)dR(GT)).

2.4 Hasil Kali Dalam dan Norm

Misalkan vektor x,y € R", maka hasil kali dalam dari vektor x dan vektor

y berupa skalar yang didefinisikan sebagai berikut [7]:

(x,y) 2 xTy = inyi-
—1

Definisi 2.4.11. [6] Misalkan V suatu ruang vektor riil. Hasil kali dalam pada

V dinyatakan dengan (,) yang memenuhi:
1. (u,v) = (v,u) untuk semua u,v € V.
2. (ku,v) = k(v,u) untuk semua u,v € V dan k € R.
3. (vi+va,u) = (vi,u) + (vo,u) untuk semua u,v,,v, € V.
4. {v,v) > 0 untuk semua v € V dan (v,v) = 0 jika hanya v = 0.

Teorema 2.4.12. [6] Jika (,) merupakan hasil kali dalam pada V, maka ||.| :

V — R didefinisikan dengan ||v|| = (v, v)% adalah norm dari V.

Definisi 2.4.13. [7] Misalkan (V,R) adalah ruang vektor, suatu pemetaan ||.|| :

V — R dikatakan suatu norm jika memenuhi sifat berikut:

1. |[v][ = 0 untuk semua v € V dan ||v|| = 0 jika dan hanya jika v = 0.

2. |lav|| = |a| [|v]| untuk semua v € V dan untuk semua o € R.
RS
13 ""_'_-—_'—FT,)'_." v 1A \
UPT Pt :

+ ANDALAS

U;‘n ;\:“j- -.'-5 Ao F J_J__,___,_A—*-"—'-
- —

e



Definisi 2.5.14. [2] Jika ¥ adalah matriks fundamental dari (2.5.2), maka ®

yang didefinisikan sebagasi
B(t,tg) = V()0 (o), untuk t,ty> 0. (2.5.3)
dikatakan matriks transisi keadaan dari (2.5.2).
Berikut merupakan konsep-konsep matriks transisi keadaan dari {2.5.2).

Teorema 2.5.15. [2] Misalkan t, € (a,3) dan ®(t,ty) adalah matriks transisi

keadaan dari (2.5.2) untuk t € (o, 3) maka pernyataan berikut benar.
1. ®(t,to) merupakan solusi tunggal dari persamaan diferensial matriks
d
a—t@(t, to) = A(t)®(t, to),
dengan ®(to,ty) = I.
2. Untuk setiap t,s,7 € (a, 3), maka berlaku
O(t, 1) = D(t, 5)P(s, 7).
3. Unluk setiap t,7 € (o, 3), maka berlaku ®(t,7) tak singular dan
& 1(t,T) = ®(r, ).
Bukti.

1. Misalkan ¥ matriks fundamental dari (2.5.2). Dengan menggunakan Definisi

2.5.14 diperoleh ®(t,ty) = ¥(t)¥!(Zy). Oleh karena. itu,

(1, to) = () ¥ (to) = A V()Y (ko) = A()®(t, 1),
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dan
D(to,t0) = W(to) ¥ ' (tg) = 1I.
. Misalkan ¥ matriks fundamental dan ® matriks transisi keadaan dari (2.5.2).

Menurut definisi
®(t, 1) = V(t)¥ (1)
sehingga
O(t,7) = W(t)¥ (s)¥(s)¥ (1)
diperoleh

O(t,7) = @(t, 5)P(s, 7),

dengan £,s,7 € (a,f3). Sehingga terbukti bahwa ®(t,7) = ®(t, 5)®(s, 7)

terpenuhi.

- Misalkan ¥ matriks fundamental, maka det(¥(t)) # 0 untuk setiap ¢ €
(o, B).

Oleh karena itu
det(V(t,7)) = det(W(t)¥ (7)) = det(V(t))det(¥ (7)) # 0.
Perhatikan bahwa
@, 7] = [E@)¥ (7)) = Y(r)¥ (1) = B(r, 1).

Sehingga terbukti bahwa ®(,7) tak singular dan ® 1(t,7) = &(r,1). O

Berdasarkan konsep matriks transisi keadaan, maka solusi dari (2.5.2) diberikan

x(t) = ®(t, to)xo.
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Matriks transisi keadaan dari (2.5.2) dapat ditentukan dengan menggi-

nakan teorema berikut.

Teorema 2.5.16. [2]| Jika untuk setiap T dan t berlaku

1) | [ aeyae] = [ [ awyar] aco, (25.4)
maka
B(t, to) = exp { /m t A(T)d?'] : (2.5.5)
Bukti.

Misalkan solusi (2.5.2) adalah

X(t) = (I)(t:' tU)XO

dengan ®(i,%,) diberikan oleh (2.5.5). Subsitusikan

exp [ ft t A(r)dr] Y fh A(r)dr + o ft i /to Yo

dan

%exp [f A(T)d’i‘] = A(t) + %A(t)/ A(ry)dn + % A(n)dn A(t) + - - -

kedalam persamaan (2.5.5) maka diperoleh

A(t)+—;~A(t) ftﬂ 'A(Tl)d»m% /t., A(m)dr A(t) +- - -

— A(t) + A() / tA(T)dT—I—%A(t) /t A()dr /t A(m)dr +- . (256)
Persamaan (2.5.6) akan terpenuhi jika dan hanya jika
%A(t) [ A(T,)dn+-;- fm L A(m)dnA(t) = A(t) [ /t A(T)df]
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dimana

A(t) [ /;, t A(T)d’r} = [ fm tA(T)dT] At). O

Teorema 2.5.17. [5] Solusi persamaan (2.5.1) diberikan oleh
t
x(t) = ®(t, to)xo +/ ®(t, 7)B(T)u(r)dr
to
t
= 0(t.ta)x0+ [ (1)t ) Br)u(r)ir (2.5.7)
t
’ i
= ®(t, tp) [xo +f (I’(t,T)B(T)u(T)dT} -
to
dengan ®(t,7) adalah solusi tunggal dari
d
a(p(tv tﬂ) = A(t)q)(t: tO):
D(ty, ty) = I.
Bukti.

Akan ditunjukkan bahwa (2.5.7) adalah solusi (2.5.1).

d%x(t) = %‘D(t,t(})Xg + %/ﬁ) ®(t, 7)B(T)u(r)dr

= A(t)®(t, to)xo + B¢, T)B('r)u('r)|(.,=t) + / %‘I)(t, to)®(lp, 7)B(7)u(r)dr
ty
= A(t)®(1, to)xo + P(t, 1) B(t)u(t) + ft A(T)®(t, 10)®(to, 7) B(T)u(r)dr
= A(t)®(t,to)xo + IB(t)u(t) + A(t) /t ®(t, to) (Lo, 7) B(T)u(r)dr
to

= A(t) [‘b(t, to)%o +/: ‘I)(t,T)B(T)u(T)dT] + B(t)u(t)

= A()x(t) + B(t)u(t). O
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BAB II1
HUBUNGAN ANTARA KETERCAPAIAN DAN
KETERKONTROLAN SISTEM LINIER KONTINU
BERGANTUNG TERHADAP WAKTU

Dalam bab ini akan dipelajari tentang ketercapaian, keterkontrolan, dan

hubungan antara ketercapaian dan keterkontrolan dari sistem (21.1).

3.1 Ketercapaian Sistem Linier Kontinu

Terlebih dahulu akan dipaparkan definisi formal dari ketercapaian sebagai

berikut.

Definisi 3.1.1. [2] Suatu keadaan x; dikatakan tercapai pada waktu t; jika untuk
suatu waktu hingga ty > to, terdapat suatu input u(t), t € [ty, t7] yang mentransfer

keadaan x(t) dari keadaan awal x(to) = 0 kepada keadaan x(t;) = x 7

Jadi, jika x; tercapai pada waktu ¢; dari keadaan x(ty) = 0, maka berdasarkan
(1.1.2) diperoleh
ty
X =/to ®(ts, 7)B(T)u(r)dr (3.1.1)
dimana ®(ty,¢) merupakan matriks transisi keadaan untuk sistem (1.1.1).
Misalkan R} menyatakan himpunan dari semua keadaan tercapai pada

waktu ty, yang secara simbolis dapat ditulis

Ry = {x | x tercapai dari 0 pada waktu ¢;}.



RY merupakan suatu subruang dari ruang vektor keadaan R™. Hal ini dapat

ditunjukkan sebagai berikut:
1. | # 0. Karena 0 € R)’. Jelas bahwa R C R".

2. Misalkan x;,x, € R, akan ditunjukkan bahwa x; + x, € RY. Perhatikan

bahwa:
ty
SER S, = f (t;,7)B(r)u(r)dr
to
ty
X € > xa= [ @ty 1)B(r)u(r)ir
to
Sehingga

X; + X2 =2 /t! ®(ts, 7)B(7)u(7)dr
to

%(xl + Xg) = / ' O(ts, 7)B(7)u(r)dr.

to

Misalkan x3 £ %(xl + X»), maka

ty
%y = / ®(ty, 7)B(T)u(7)dr,
to
yang menunjukkan bahwa x; € R, atau 3(x1+x2) € R

3. Misalkan x € R dan a € R, akan ditunjukkan bahwa ax € RY. Per

hatikan bahwa:

t
xeER! = ax = a/ : ®(t;, 7)B(T)u(r)dr
to

=f!a¢l(tf,T)B(T)u(T)dT,

to

yang menunjukkan bahwa ax € RY .

Sehingga R disebut sebagai subruang keadaan tercapai. Untuk penyederhanaan
penulisan, R, selanjutnya ditulis 9%, .
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Definisi 3.1.2. [2] Sistem (1.1.1) dikatakan tercapai keadaan pada waktu ty

jika setiap keadaan x € R" adalah tercapai, yakni R, = R™.
Lema 3.1.3. [2] Misalkan
ty
L, to, 1) & [ &(t;,7)B(r)u(r)dr (3.1.2)
to

dan

W, £ W, (Lo, t5) £ fm f"-I)(tf,T)B(T)BT(T)(I)T(tf,T)d'r (3.1.3)

dengan ®(ts,1) menyatakan matriks transisi keadaan. Maka R(L(e,to,t5)) =
R(W,(to,t5)) untuk setiap t; > to.
Bukti.

Misalkan t; > #; sebarang. Akan dibuktikan bahwa R(W, (1o, ¢ 7)) C
R(L(e,to,y)) untuk setiap ¢y > t,. Misalkan x7 € R(W,), maka terdapat n; € R"
sedemikian sehingga

x5 = Wym.
Akibatnya
ty
%= | [ ot m)B B 08" 1y 7]
to
ty
~ [ @7, BB (9" . Pymar

to

Pilih u(t) = B (t)®%(ts,t)n,, maka

sz-/:o!¢(tf,7')B(T)U(T)dT.

Akibatnya x; = L(u,ty,t;) yang menunjukkan bahwa x5 € R(L(e,tp,t5)). Jadi

R(Wf(tﬂi tf)) o R(L(.!tﬂatf))-
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Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa R(L(e,t,1f)) C R(W,(to,1;)). Mi-
salkan x; € R(L(e,lo,ts)), maka terdapat u € R™ sedemikian sehingga
L(u,tg,ts) = x;. Akan ditunjukkan bahwa x; € R(W,(to,1s)).

Andaikan x; ¢ R(W,(to, ts)), maka terdapat x; € N(W,(to,¢;)) sedemi-
kian sehingga

W.x; =0, (3.1.4)

kalikan dari kiri kedua ruas (3.1.4) dengan (x/)”, diperoleh
() W,x; = 0. (3.1.5)

Akibatnya,
0 = (x}) " Wi (to, ty)x}
ty
A [ [ ®(t7,7)B(T)BT (1)@ (14, T)d‘!‘] -~
ty
— [ o) ey, BB @0 17,7y
- . (3.1.6)
= / [B7(1)®7 (t7,7)x,]" [BT (1)@" (ty, 7)x}] dr
to
ty
_ f ([BT(T)(I)T(tf,T)X’f] . [BT(T)(IDT(tf,T)x’f]) dr
to
tJr 9
=/ ”BT(T)QT(tf, 'r)x}“ dr.
to
Persamaan  (3.1.6) berlaku  jika  ||B'(r)®7(t;,7)x}|| = 0. Selain
itu, || B"(7)®”(ts,7)x}| = 0 berlaku jika dan hanya jika BT(r)®"(ts,7)x; =0
untuk setiap ¢ € [fo, ¢7], sehingga
(x})"xs = (x})"L(u, to, t5)

= ()T [to " 8(t,,7)B(r)u(r)dr
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Jr(x‘})"rtt’(t,e, T)B(7)u(r)dr

S~

2 &

f

|

[BT(1)®" (t7,7)x}]" u(r)dr

t

o

t

i g
0"u(7)dr

1
/ Odr

=0

I |
2 &

&

Karena W, simetris maka R(W,(to,ts)) = N(W,(to,t5))*. Ini dapat di-

buktikan sebagai berikut.

x; € R(W,(to,t5)) & Ixf € R" > W,x} = x}

& (x?)r p (W,x'}' !
& ()7 = ()W
& (x§)" = (x})"W,, karenaW, = W7
& (x7)'xf = (x7)"W,x7, dengan Xy € N(W,(to, ty))
& (x})"x} =0, berdasarkan (3.1.5)
& X7 € N(Wi(to, t5))".

Dari proses ini, diperoleh R(W, (to, 7)) = N'(W,(to, t))*.

Selanjutnya, tulis x; = x} + xy dimana x} € R(W,(lo,t;)) dan xf €
N(We(to,ts)). Karena x; ¢ R(W,(ty,t;)) maka x # 0, sedemikian sehingga
(x})"x7 # 0 yang mengakibatkan (x}) %y # 0.

Ini kontradiksi dengan (x})"x; = 0. Jadi mestilah x; € R(W,(to, ty)) sede-
mikian sehingga R(L(e, to,t5)) C R(W;(to,ty)). Oleh karena itu, R(L(s, to, i) =

R(W,(to, 1)) untuk setiap t; > to. O
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Teorema 3.1.4. [2] Diberikan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t). Maka terdapat
inpul u yang mentransfer keadaan awal x(ty) = O kepada keadaan x(t 7) = Xy,

Jika dan hanya jika terdapat suatu waktu hingga t § > to sedemikian sehingga
Xy € R(Wr(tg,tf))

Selanjutnya, diberikan

u(t) = BT (t)®" (t:, t)ym (3.1.7)

dengan m merupakan suatu solusi dari W,(ty,ts)m = Xy dan t € [ty t4].

Bukti. Bukti dari teorema ini serupa dengan bukti dari Lema 3.1.3. [
Berikut merupakan akibat dari Teorema 3.1.4 untuk sistem tercapai ke-
adaan yang dengan mudah dibuktikan dengan menggunakan Definisi 3.1.2 dan

Teorema 3.1.4.

Akibat 3.1.5. [2] Sistem x(t) = A(¢)x(t)+ B(t)u(t) tercapai keadaan pada waktu

ts, jtka dan hanya jika terdapat waktu hingga t i > to sedemikian sehingga
rank(W,(ty,ts)) = n. (3.1.8)

Teorema berikut memberikan suatu input yang dapat mentransfer sebarang

keadaan x kepada sebarang keadaan x; dalam suatu waktu hingga t; — .

Teorema 3.1.6. [2] Terdapat suatu input u(t) = BT (£)®" (t;, t)m yang mentrans-
fer keadaan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) dari sebarang keadaan x(to) = xq

kepada sebarang keadaan x(t;) = x; dengan t 7 > tp jika dan hanya jika

Xg — ®(ts,t0)x0 € R(W,(to, ty)). (3.1.9)
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dengan 1, € R™ merupakan solusi dari

W,—(tn, t_f)Th =Xy — (I'(tf, to)Xo (3110)

Bukti.
(=) Misalkan terdapat input u yang mentransfer keadaan dari sistem x(t) =

A(t)x(t) + B(t)u(t) dari keadaan x(ty) = x, kepada keadaan x(tf) = Xy, yaitu

Xf = (I)(tf, tg)X{) +f i @(t;, T)B(T)ll(?‘)d’r,

to
maka

Xp— (I’(tf, to)x{, = f ' q’(tf, T)B(T)H(T)d’r. (3111)
to

Misalkan X; £ x; — ®(t, 5)%g, maka (3.1.11) dapat ditulis

ty
if = f ‘I)(tf, T’)B(T)U(T)d’f. (3.1.12)

to
Persamaan (3.1.12) menyatakan terdapat suatu input u(t) yang mentransfer ke-
adaan x(ty) = 0 kepada keadaan x(t;) = X; dengan t; > .

Dengan diberikan input u(¢), maka (3.1.12) menjadi
ty
X¢ :/ ‘I)(tf,T)B(T)BT(T)‘I)T(tI,T)T,'ldT
to
iy ,
X = [f @(t,,T)B(T)BT(T)(DF(tf,T)dT] m
to
if = Wrnl:
dengan 7, € R" suatu solusi dari Welto, ts)m = x5 — ®(ts,19)xp. Ini berarti

)?f € R(Wr(to,tf)), atan Xfg — Q(tf,to)xg & R(Wr(tg,tf)).

(«=) Misalkan x;—®(t7, y)x, € R(W,(to,ty)). Ini berarti bahwa terdapat n; € R™
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sedemikian sehingga x; — ®(1;,15)xy = W,n,. Perhatikan bahwa:

Xf— q)(tfv tu)xo = WrTh

|

= [ﬂf O(ty, T)B(T)BT(T)QT(tf, T)mhdr.

/:o ' ®(ty, 7)B(T)B" (1)®7 (1, T)df] m (3.1.13)

Dengan menggunakan input u(t), maka (3.1.13) dapat ditulis menjadi

Xr— q)(tf,tg)x(tg) = / 1 (I)(tf,T)B(T)H(T)dT
. (3.1.14)

x5 = O(ty, to)x(to) + /:f O(ts, 7)B(7)u(7)dr.
Persamaan (3.1.14) menyatakan suatu input u(¢) mentransfer dari keadaan x(ty) =
Xo kepada keadaan x(ts) = x; dengan t; > t,. O
Berikut merupakan akibat dari Teorema 3.1.6. untuk sistem tercapai ke-

adaan.

Akibat 3.1.7. [2] Misalkan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) tercapai keadaan
pada waktu t;. Maka terdapat input yang mentransfer sebarang keadaan x(tp) =
Xo kepada sebarang keadaan x(t;) = x; dengan ty > ty. Input yang dimaksud
adalah
u(t) = BT(0)87 (17, )W, (to, ) [y ~ Bz, to)xol, (3.1.15)
untuk t € [ty, t].
Bukti.
Misalkan sistem %(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) tercapai keadaan pada waktu

tr, maka pada Akibat 3.1.5 rank(W,(t, 1)) = n untuk suatu waktu ty > tp, ini

mengakibatkan det(W, (to,¢;)) # 0 sehingga W, (to,;) ! ada.
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Berdasarkan Teorema 3.1.6 diperoleh x; — ®(iz,o)xo € R(W,(to,s)) ini
berarti terdapat m € R" sedemikian sehingga W, (to,t7)n = xy — ®(ts,19)x0.

Selanjutnya 7; dapat dicari sebagai berikut:
We(to, ty)m = xp — ®(ty, to)xo, (3-1.16)
kalikan dari kiri kedua ruas (3.1.16) dengan W,(ty,t;) ! diperoleh
Wi (to, t5) "Wilto, t)m = (Wr(to, t5)) " [x5 — ®(ts, to)x0)
Iy = Wiy(to, t) " [x; — ®(ty, to) 0] (3.1.17)
m = We(to, t5) " [x7 — ®(ty, to)x0] -

Subsitusikan persamaan (3.1.17) ke input u(t) = BY(t)®"(t;,t)n, (berdasarkan

Teorema 3.1.6), maka diperoleh
u(t) = BT (t)®" (7, )Wy (to, ty) ' [xs — ®(ty, to)x0) -

Dengan memberikan u(t) = B (t)®"(ts, )W, (to, t5) ' [x; — ®(ts,t0)%o), maka
akan mentransfer sebarang keadaan x(ty) = x kepada sebarang keadaan x(t g) =

x; dengan t; > t,. O

Contoh 3.1.1. Diberikan sistem x(f) = A(t)x(t) + B(t)u(t) dengan

—1 ezt e'“"'

A(t) = dan B(t) = . Akan ditunjukkan bahwa sistem ini
0 -1 0

tidak tercapai keadaan.

Dengan menggunakan Teorema 2.5.16 matriks transisi keadaan dari sistem

tersebut adalah

~(t-7) L(gttr _ ~t43r)
e e e
®(t,7) = ?

0 e (t-7)
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e
akibatnya ®(t,7)B(1) = dan

ty | e 21 0 (tr —to)e 2 0
W,-(to,t_f) = / d‘r =
* 0 0 0 0

Jelas bahwa rank(W,(to,t5)) < 2 = n untuk sebarang ¢ ¢ > to, sehingga sistem

tidak tercapai keadaan pada ;.

Contoh 3.1.2. Diberikan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) dengan

-1 e* 0

A(t) = dan B(t) = . Akan dibuktikan bahwa sistem ini
0 -1 et

tercapai keadaan.

Dengan menggunakan Teorema 2.5.16 matriks transisi keadaan dari sistem

tersebut adalah

—(t—7) 1( 2T —-t+3'r)
€ € e
O(t,7) = ?

0 e t-7)

%(ez . e—t+2-r)

akibatnya ®(t,7)B(7) = dan
et
-
Xy %(etf e e—tf+2-r)
Wr(tﬁa tf) = / [ %(e‘f == 67t!+2‘r) g ] dr

to e_tf

ty " 4182” . %621- 4 %eﬁ2tf+4‘r é(l . e—?t;+2-r)

= dr

to %(1 _ ef2t;+2'r) 2

Em!(4tf*4£uﬁ3)+482"0+672!f+“ﬂ e72l1+2‘°+(2t,*2to~l)
16 4

B bl - TR N
. {2y 2o 1 (ty —to)e 2
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Jelas bahwa rank(W,(to,5)) = 2 = n untuk sebarang t; > t, schingga sistem

tercapai keadaan pada t;.

3.2 Keterkontrolan Sistem Linier Kontinu

Terlebih dahulu akan dipaparkan definisi formal dari keterkontrolan berikut.

Definisi 3.2.8. [2] Suatu keadaan x, dikatakan terkontrol pada waktu ty jika
untuk suatu waktu hingga t; > to, terdapat input u(t), t € [t t¢] yang mentransfer

keadaan x(t) dari keadaan x(ty) = xo kepada keadaan xik:) = 0,
Jadi, jika keadaan x, terkontrol pada waktu f,, maka berdasarkan (1.1.2) diperoleh
ks
(1) = 0= b(ty,ta)xo + [ 9(ty,r)B(r)u(r)ir
to
atau dapat ditulis
kr
—®(ts,t0)x0 = f O(ts, 7)B(7)u(r)dr. (3.2.1)
to
Dengan mengalikan dari kiri kedua ruas (3.2.1) dengan @ (4, t), diperoleh
ty
O (tg, to) (—®(tg, to))xo = / O~ (ts,t)®(ts, 7) B(r)u(r)dr.
to
Karena Qil(tf, tg) = q)(tg, if), maka
ty
—xo= [ (to,t7)0(t7, 7B ()i,
to
sehingga
ty
—Xp = / ®(ty, 7) B(7)u(r)dr, (3.2.2)
to

dimana ®(fy,7) merupakan matriks transisi keadaan untuk sistem {1.1.1).

Selanjutnya, misalkan % menyatakan himpunan dari semua keadaan ter-

kontrol pada waktu ¢y, yang secara simbolis dapat ditulis
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Re = {x | x terkontrol pada waktu t,}.

R merupakan suatu subruang dari ruang vektor keadaan R™. Hal ini dapat
ditunjukkan sebagai berikut:
1. RP # 0. Karena 0 € R. Jelas bahwa Rt C R".
2. Misalkan x;,x; € R, maka akan ditunjukkan bahwa x; + x» € R Per-
hatikan bahwa:
ty
xERC = x; = —/ ®(ty, 7)B(7)u(7)dr
to
ty
X2 € RO = x; = —] ®(ty, 7)B(7)u(7)dr.
to
Sehingga
tr
X; + X = —~2./. ®(ty, 7)B(7)u(7)dr
to
1 ty
§(x1 4 xz) = _] ‘D(toa T)B(T)u(T)dT'
to

Misalkan x3 £ 1(x; + x;), maka
iy
X3 = —f ®(ty, 7)B(T)u(r)dr,
to
yang menunjukkan bahwa x3 € R, atau 1(x; + x;) € R,

3. Misalkan x € MY dan a € R, maka akan ditunjukkan bahwa ax € Rio.

Perhatikan bahwa:

ty
x€RP = ax = —a/ ®(ty, 7)B(7)u(7)dr

to

= —f ' a®(to, 7) B(t)u(7)dr,
to

yang menunjukkan bahwa ax € Rl
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Sehingga R disebut sebagai subruang keadaan terkontrol. Untuk penyederha-

naan penulisan R® selanjutnya ditulis R...

Definisi 3.2.9. [2] Sistem (1.1.1) dikatakan terkontrol keadaan pada waktu t,

Jika setiap keadaan x € R™ adalah terkontrol yakni R, = R™.

Lema 3.2.10. Misalkan
-, ty
L(u, t[),tf)é/ ®(to, 7)B(7)u(r)dr (3.2.3)
tg

dan
t

,
W, 2 We(to, ty) 2 [ O(to, 7)B(r)B (9" (toyT)dr  (3.24)

to

dengan ®(t,t) menyatakan matriks transisi keadaan. Maka R(L(e, to,l5)) =

R(Wc(tg, tf)) untuk seliap tg < tf.

Bukti.

Misalkan ¢y < t; sebarang. Akan dibuktikan bahwa R(W.(t,,t 7)) C
R(E(O, to,tr)) untuk setiap ¢, < t;. Misalkan x, € R(W,.), maka terdapat ; € R™
sedemikian sehingga

xq = Wem.

Akibatnya

X, = [ / ! D(to, 7) B(1) B" (1)®” (to, 'r)d'r] h
to
t
_ f " ®(to, ) B(r) BT (1) (to, 7)mdr-
to

Pilih u(t) = —BT(t)®" (ty, ), maka

ty
_XD:/tq ®(to, 7)B(7)u(r)dr.
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Akibatnya —x = L(u, to, ts) yang menunjukkan bahwa x, € R(L(e, fo, ty)). Jadi
R(Welto, t5)) C R(L(e, to, t5)).

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa R(L(s,to,tf)) C R(W.(to,ts)).
Misalkan xq € R(E(-,tg,tf)), maka terdapat u € R™ sedemikian se-
hingga ﬁ(u, to,ty) = —Xo. Akan ditunjukkan bahwa x, € R(W,(to, ty)).

Andaikan xo ¢ R(W,(to,ty)), maka terdapat xj € N(W.(to,t;)) sedemi-
kian sehingga

ch6 p— 03 (32.5)

(x6)"W.xp = 0. (3.2.6)
Akibatnya,

0= (X’U)Twc(tﬂa tf)"él
= ()* ! 7)B(7) BT (1)@ (ty, 7)d7 | X,
(x)) [[tﬂ 10, B(7) B (1) 1,

:[f(xé)T@(tg,T)B(T)BT(T)(I)T(to,T)x:)d‘T

; ) (3.2.7)
:]t [BY(1)@" (to, T)x5] " [B"(7)® (to, 7)) dr

ty

el ([BT (7))@ (to, T)X:]] ; [BT(T)(DT(to, T)Xp] ) d7

t
- f NIBT ()@ (to, 7Y | dr
to
Persamaan  (3.2.7)  berlaku  jika  ||BT(r)®"(to,7)x)]| = 0. Selain

itu, ||B”(r)®(ty, 7)xh|| = 0 berlaku jika dan hanya jika BT(1)®T(ty,7)xl = 0

untuk setiap t € [{o, ¢s], sehingga
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(%) %0 = (x0)" [~L(u, to, )]
| [ —‘I’(toaT)B(T)“(T)dT]
/ (xo)T‘I)(tg, 7)B(7)u(7)dr

- [ — [B"(r)® (to, )% " u(r)dr

to

= / ¥ —0"u(7)dr

tg

iy
= / Odr
to

=),
Karena W. simetris maka R(W.(to,ts)) = N(W.(to,t;))*. Ini dapat di-
buktikan sebagai berikut.
xg € R(We(to, t5)) < Ixy € R" > Wxl = x!
& ()" = (W)
& ()" = ()W
© (x5)" = (xg)"W., karena W, =W/
& (xg)"xg' = (xg)"Wexg', dengan xj’ € N(We(to, ;)
& (xg)"xg =0, berdasarkan (3.2.6)
& xg € N(We(to, t5))*.
Dari proses ini, diperoleh R(W.(to,ts)) = N (W,(to, t;))*.
Selanjutnya, tulis x) = xJ + xJ’ dimana xg € R(W.(to,ts)) dan xI €
N (We(to, ty)). Karena xq ¢ R(W.(to, ty)) maka x§’ # 0, sedemikian sehingga

(%0)"xg’ # 0 yang mengakibatkan (x/,)7x, # 0.
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Ini kontradiksi dengan (xj,)"xo # 0. Jadi mestilah x € R(W,(to, t;)) sede-
mikian sehingga R(E(o, to,t5)) C R(W(to,ts)). Oleh karena itu, 'R(E(-, to,t5)) =

R(We(to, tf)) untuk setiap ty > ip.

Teorema 3.2.11. Diberikan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t). Maka terdapat
input u yang mentransfer keadaan awal x(ty) = xo kepada keadaan x(t;) = 0,

Jika dan hanya jika terdapat suatu waktu hingga to < t 7 sedemikian sehingga

xo € R(We(to, 15))
Selanjutnya, diberikan
u(t) = —-B"(t)®" (to, t)m (3.2.8)
dengan 1, merupakan suatu solusi dari We(ty,ts)m = %o dan t € [to, 7l.
Bukti. Bukti dari teorema ini serupa dengan bukti dari Lema 3.2.10. [J
Berikut merupakan akibat dari Teorema 3.2.11 untuk sistem terkontrol

keadaan yang dengan mudah dibuktikan dengan menggunakan Definisi 3.2.9 dan

Teorema 3.2.10.

Akibat 3.2.12. [1] Sistem %(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) terkontrol keadaan pada

to, jika dan hanya jika terdapat waktu hingga to < t s sedemikian sehingga
rank(W.(to,t5)) = n. (3.2.9)

Teorema berikut memberikan suatu input yang mentransfer sebarang ke-

adaan xg kepada sebarang keadaan xs dalam suatu waktu hingga ¢ ¢ — to.

Teorema 3.2.13. Terdapat suatu input u(t) = — BT (1)® (t,, t)n, yang mentrans-
Jer keadaan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) dari keadaan x(tp) = x¢ kepada
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keadaan x(t7) = x5 dengan t, < t; jika dan hanya jika

Xo — P(to, t5)xs € R(We(to, t5)). (3.2.10)
dengan 1, € R™ merupakan solusi dari

We(to, tr)m = xo — ®(tg, t5)x;. (3.2.11)

Bukti.
(=) Misalkan terdapat input u yang mentransfer keadaan dari sistem %x(t) =

A(t)x(t) + B(t)u(t) dari keadaan x(ty) = x, kepada keadaan x(t5) = xy, yaitu
ty
xp = B(ty. to)xo + f ®(t;,7)B(r)u(r)dr,
to

maka
&
Xp— ‘I’(l‘,f, tg)Xg = fto q)(tf, T)B(T)ll(T)dT. (32.12)

Kalikan dari kiri kedua ruas (3.2.12) dengan ® (i, ) sehingga

@’l(tf,tg)xf —Xp = f : O(to, 7) B(T)u(r)dr
i (3.2.13)

D(to, ty)x; — xp = .[ ' ®(ty, 7)B(7)u(7)dr.

Dengan diberikan input u(t), maka (3.2.13) menjadi

t

D(to, ts)xy —xg = / . ®(ty, 7)B(7)u(r)dr

to
ty
o, t1)xs =0 = |~ [ 00,1 B ()97t |
to
Xp — (D(t()? tf)xf = chlr
dengan 7, € R™ suatu solusi dari Welto, tr)m = x9 — ®(tg,ts)xs. Ini berarti

g~ ‘I’(tg,t_f)x_f € R(Wc(to,tf)).
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(«=) Misalkan xo—®(to, t7)x; € R(W.(to,t;)). Ini berarti bahwa terdapat m, € R™

sedemikian sehingga xo — ®(tg,t;)x; = W,z,. Perhatikan bahwa:

Xo — (P(t(htf)xf = chl

_ [ /t 7 o, ) B(r)B" (r)®7 (1, 'r)d'r] ™ (3.2.14)

% ] " @(ty, 7)B(r) BT ()07 (to, T)mudr-
to

Dengan menggunakan input u(t), maka (3.2.14) dapat ditulis menjadi

Xo — P(to, tr)x(ts) = —/tof ®(ty, 7)B(7)u(7)dr
(3.2.15)

xo = B(to, t)x(t;) — /to " ®(to, ) B(r)u(r)dr.
Persamaan (3.2.15) menyatakan suatu input u(t) mentransfer dari keadaan x(tp) =
X kepada keadaan x(ts) = x; dengan ¢, < t;. [J
Berikut merupakan akibat dari Teorema 3.2.13 untuk sistem terkontrol

keadaan.

Akibat 3.2.14. Misalkan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) terkontrol keadaan
pada wakiuty. Maka terdapat input yang mentransfer sebarang keadaan x(ty) = xq

kepada sebarang keadaan x(t;) = x; dengan to < t 7- Input yang dimaksud adalah
u(t) = — B ()07 (to, )W, " (to, t5) [xo — D(to, t5)x/], (3.2.16)
untuk t € [ty, t].

Bukti.

Misalkan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) terkontrol keadaan pada waktu
tp, maka pada Akibat 3.2.12 rank(We(to,ts)) = n untuk suatu waktu ¢, < ts, ini
mengakibatkan det(W.(to,ts)) # 0 sehingga W,(t,, t;) ! ada.
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Berdasarkan Teorema 3.2.13 diperoleh xo — ®(to, ts)x; € R(W,(to, ty)) ini
berarti terdapat 7, € R" sedemikian sehingga W.(to,t;)m = xo — ®(to, Ly)xy.

Selanjutnya 7; dapat dicari sebagai berikut:
We(to, tr)m = xo — ®(to, t5)xy, (3.2.17)
kalikan dari kiri kedua ruas (3.2.17) dengan W, (ty,t;) ' diperoleh
Welto, ts) " Welto, t)m = (Welto, t5)) " [xo — ®(to, L5)xy]
Imy = We(to, t7) " [xo — @(to, tr)xs] (3.2.18)
= We(to, t5) " [xo — ®(to, t)xy] .

Subsitusikan persamaan (3.2.18) ke input u(t) = —B”(t)®" (t,,t); (berdasarkan

Teorema 3.2.13), maka diperoleh
u(t) = =B (t)® (to, ) Welto, ty) " [x0 — B(to, ts)xy] .

Dengan memberikan u(t) = —B"(t)®7 (to, t)W,(to,t5) " [xg — ®(to, ts)Xs], maka
akan mentransfer sebarang keadaan x(ty) = x, kepada sebarang keadaan x(ts) =

xy dengan to < ty. O

Contoh 3.2.1. Diberikan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) dengan

1 0 et

At) = dan B(t) = . Akan dibuktikan bahwa sistem ini tidak
0 2¢ 0
terkontrol keadaan.

Dengan menggunakan Teorema 2.5.16, matriks transisi keadaan dari sistem

tersebut adalah

elt-7) 0
o(t,7) =

0 e
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€
akibatnya ®(¢,7)B(1) = dan
0
t! etg—'2‘r
Wc(t[),tf) =] [ eto—21 ] dr
. 0
i "
t.f e2£°74,r 0 321011—41 0
:f dr =
e b o 0 0
) - g to
E2I‘.Q4—ﬂf 0 _e_:tﬂ 0
0 0 0 0

Jelas bahwa rank(W,(to,t5)) < 2 = n untuk sebarang t, < ty sehingga sistem

tidak terkontrol keadaan pada {,,.

Contoh 3.2.2. Diberikan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) dengan

1 e 0

At) = dan B(t) = . Akan dibuktikan bahwa sistem ini terkon-
0 -1 1

trol keadaan.

Dengan menggunakan Teorema 2.5.16, matriks transisi keadaan dari sistem

tersebut adalah

elt-7) (et2r — e~2t+T)

1
®(t,7) = #

0 el—t+7)
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1(eth2r — g-2tr)
akibatnya ®(t,7)B(7) = dan

e( —t+7)

%(etu+2'r o e"%”)
[ 1(etot?T — g~ 2otT) totT } dr

We(to, tg) = ft!

&

e(—tqu'r)

- ./-t; i(eﬂo—-‘ir e zeAtof'r b e—4to+2'r) %(eto—21’ — e—2tc+r) "
to

%(etg~2‘r o e—2tu+‘r) e 2to+2r
- ty
N _l_lﬁe2tuﬁ4'r f %e—tgk'r e 18 ée—ﬂo+2r _%(eto—?r) - %(672&31—7)
1 __:li(eto—%) - %(e—%ﬂ’) _;_e*2¢o+2'r .

— Moty 4 Letots | Lobot2y  _L(ghoBty) _ 1(p-Yokty)

—i—(e‘“—?‘!) _ %(e‘%‘!'tf) %e—ztﬁzt,

_ie*mﬂ .-nge —to

1
2

_eto—4ty g —to—ty o —4tgi2y o 2t -2y ~2otty 4.t

% 16 4
g0~y _ ~2otty 4. ¢, e 2Motty 4
4 2

Jelas bahwa rank(W.(to,ts)) = 2 = n untuk sebarang t, < t; sehingga sistem

terkontrol keadaan pada .
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3.3 Hubungan Antara Ketercapaian dan Keterkontrolan

Sistem Linier Kontinu

Teorema berikut memperlihatkan hubungan antara ketercapaian dan ke-

terkontrolan sistem (1.1.1).

Teorema 3.3.15. [2] Jika sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) tercapai keadaan
pada Ly, maka sistem tersebul terkontrol keadaan pada suatu to < tg. Selain
itu, jika sistem tersebut terkontrol keadaan pada ty, maka sistem tersebut tercapai

keadaan pada suatu t; > t,.

Bukti.

Misalkan sistem (1.1.1) tercapai keadaan pada t;, maka berdasarkan Aki-
bat 3.1.5 berlaku rank(W,(ty,t;)) = n. Akan dibuktikan bahwa sistem terse-
but  terkontrol keadaan pada suatu t, < ¢ f dengan menunjuk-
kan bahwa rank(W.(lo,ts)) = n.

Perhatikan matriks W, (to, ;) pada persamaan (3.2.3). Dengan mengalikan
matriks W.(to,ts) dari kiri dengan ®(ty,4)) dan dari kanan dengan DT (ty,10)
diperoleh

D(ts, to)Welto, t5)®" (24, o)
ty .
= (I)(tf, tg) [f (I)(tg, T)B(T)BT(T)‘I)F(%, T)d‘l‘} ‘I’T(tf, t[))
to

_ / 7 o(t;, t0) (o, )B(r) B (r)87 (to, )8 (1, to)dr

to

_ f Bty to)B(to, 7)B(r) BT (r) ({2, to) B(to, IV

to

t
- [: " ®(ty, 7)B(r) BT ()07 (t;,)dr = Wi (to, ).
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Karena  ®(ts,fp) adalah matriks tak singular untuk setiap f, dan
ty, maka rank(®(ts,t9)) = n. Selanjutnya, karena rank(W,(ty, ty)) =
n  dan  rank(®(ts,t9)) = n, maka mestilah rank(W.(to,t;)) = n untuk
suatu fy < {y yang menunjukkan bahwa sistem terkontrol keadaan.

Misalkan sistem (1.1.1) terkontrol keadaan pada t,, maka berdasarkan Aki-
bat 3.2.10 berlaku rank(W,(fo,t;)) = n. Akan dibuktikan bahwa sistem ter-
sebut  tercapai keadaan pada suatu {; > f, dengan menunjuk-
kan bahwa rank(W,(t,ts)) = n.

Perhatikan matriks W, (o, 15) pada persamaan (3.1.3). Dengan mengalikan
matriks W, (ly,1s) dari kiri dengan ®(to,¢;) dan dari kanan dengan 7 (to, ;)
diperoleh

q)(tﬂs tf)Wr(tﬂa tf)(pT(t(}? tf)

= ®(ty, ty) [f i ‘P(tf,T)B(T)BT(T)QT(tf,T)d‘r:' (I)T(to,tf)

to

i
= .[to ®(to, t5)®(ts, 7)B(r) BT (1)@ (t7,7)®7 (to, ts)dr

t
2 fm " B(to, t)(ty, 1) B(r) B (r) (@(to, ,)0(ty, 7)) dr

3 / " B(to,7)B(r) B (r)0 (10, )i
to

= We(to, t).
Karena  ®(fy,t;) adalah matriks tak singular untuk setiap 1y dan
ty, maka rank(®(to,t;)) = n. Selanjutnya, karena rank(We(to,t5)) =
n  dan  rank(®(lo,t;)) = n, maka mestilah rank(W,(to,ts)) = n untuk

suatu ty > 1y yang menunjukkan bahwa sistem tercapai keadaan. [
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Contoh 3.3.1. Diberikan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) dimana

-1 & et

At) = dan B(t) = . Dalam Contoh 3.1.1 telah ditunjukkan
0 -1 0
bahwa sistem tidak tercapai keadaan pada ¢;. Akan diperlihatkan bahwa sistem

ini tidak terkontrol keadaan pada ty. Karena sistem tidak tercapai keadaan pada

ty, maka terdapat suatu waktu berhingga t; > ¢, sedemikian sehingga

T‘ank(W,.(tg, t])) <0 —2

Telah diperoleh
ef(tﬁ'r) 1(et+‘r - e—t-}-3‘r)
O(t,7) = :
0 g =)
e (to-7) %(eto‘-kr ey e—to+3‘r) e 7 e to
dan ®(ty, 7)B(7) = =
0 e (to=7) 0 0
Sehingga
ty | e to (tf — t0)€72t° 0
Wc(tg,tf) = f [ e to 0 } dr =
—— 0 0

Jelas bahwa rank(W.(tp,ts)) < 2 = n untuk sebarang ¢, < ¢ 7. Oleh karena itu

sistem tidak terkontrol keadaan pada ¢,.

Contoh 3.3.2. Diberikan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) dimana

-1 0
At) = dan B(t) = . Dalam Contoh 3.1.2 telah ditunjukkan

0 -1 et
bahwa sistem tercapai keadaan pada ty. Akan dibuktikan bahwa sistem ini ter-

kontrol keadaan pada ty. Karena sistem tercapai keadaan pada ¢, maka terdapat
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suatu waktu berhingga ¢; > {; sedemikian schingga

rank(W,(ty,t1)) = n = 2.

Telah diperoleh

e—(t-7) Ligttr et

O(t,7) = :
0 e (t—7)
dan
( e-—(to—‘l’) %(etﬂ'l'f — e“tﬂ+37) 0
@(ty, 7)B(1) =
0 g ) eT*

( %(eﬁu _ e—tcH—?'r)

e o

Sehingga

ty %(et" =S e'*t0+27)
We(to, ts) =f lleto — e tot2r) ot |dr

i =
0 e to

leZtg — %627 + i87%+4'r %(1 e eﬁZto+21')
dr

[
to %(1 _ef2f-o+2r) e 2to

™S (aty—dto—5) Haetote HrHito Byt o gy 1)
16 1

~2p 420 00 oy 4 =
" = (t; —to)e 2

Jelas bahwa rank(W.(t,ts)) = 2 = n untuk sebarang ¢, < ty. Oleh karena itu

sistem terkontrol keadaan pada .
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Contoh 3.3.3. Diberikan sistem x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) dengan

1 et 0
A(t) = dan B(t) = . Dalam Contoh 3.2.2 telah ditunjukkan

0 -1 1
bahwa sistem terkontrol keadaan pada ;. Akan dibuktikan bahwa sistem ini ter-

capai keadaan pada {;. Karena sistem terkontrol keadaan pada t,, maka terdapat

suatu waktu berhingga o < t; sedemikian sehingga

rank(W,(to,t,)) = n = 2.

Telah diperoleh
(t—7) 1( t2r —21+-r)
e ¢ e
d(t,7) = ’

0 6(—£+‘r)

%(etf--l—?‘r o 872‘I+T)
dan ®(ts,7)B(7) =
e( 4;+T)

Sehingga

tr %(et-""?T . efztf+‘r)
Wr(tOs tf) = [

[ %(et;+2r _ 672t_f+'r) el~tr+7) ] dr

&

e(ftf +7)

ts i_(e%;‘-&r — Dp—tr=m e -4t;+2'r) %(837‘ - 873t‘f+21-)
= dr
to

%(637 —— 3tf+21') ef2t;~}2f

Te 25 _ge t0tf 1 5o—Motty  _—t; relf ~2t0_g,~2tsttg_o
16 4

-t tr—2 ~2tpttg
e fpe'f 0 g st _o 1
1 E(tf e tu)

Jelas bahwa rank(W,(to,ts)) = 2 = n untuk sebarang ly > 1y. Oleh karena itu

sistem tercapai keadaan pada ;.
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BAB 1V
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan uraian dari Bab III, dapat diberikan kesimpulan sebagai

berikut:
1. Syarat cukup dan perlu untuk tercapai keadaan dari sistem (1.1.1) adalah

rank(W,(to,t5)) = n,

2. Syarat cukup dan perlu untuk terkontrol keadaan dari sistem (1.1.1) adalah

rank(We(to,t5)) = n,

3. Jika sistem (1.1.1) tercapai keadaan pada ¢ f» maka sistem tersebut terkontrol
keadaan pada suatu ¢, < t;. Selain itu, jika sistem tersebut terkontrol

keadaan pada {y, maka sistem tersebut tercapai keadaan pada suatu ty > to.

4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk membahas ten-
tang hubungan antara ketercapaian dan keterobservasian sistem linier kontinu
bergantung terhadap waktu, atau hubungan antara keterkontrolan dan keterkon-

truksian sistem linier kontinu bergantung terhadap waktu.



DAFTAR PUSTAKA

(1] Anton, H. 1991. Aljabar Linier Elementer Edisi Lima. Terjemahan, Erlangga.
Jakarta.

[2] Antsaklis, Panos J. dan Anthony N. Michel. 2006. Linear Systems. Birkhauser.
Boston.

(3] Antsaklis, Panos J. dan Anthony N. Michel. 2007. A Linear Systems Primer.

Birkhauser. Boston.

[4] Cullen, C.G. 1966. Matrices and Linear Transformation. Addison Wesley
Publising. Pittburg-Pennsylvania.

[5] Gopal, M. 1993. Modern Control System Theory. New Age International (P)
Ltd. New Delhi.

[6] Jacob, Bill. 1990. Linear Algebra. W.H. Freeman and Company. New York.

[7] Laub, Alan J. 2005. Matriz Analysis for Scientists and Engineers. SIAM.
USA.

46



RIWAYAT HIDUP

Penulis bernama Virza Gavinda Nz, dilahirkan di
Lhokseumawe pada tanggal 14 Juni 1990 dari pasangan
Nazaruddin dan Emmas. Penulis adalah anak kedua dari
empat bersandara. Penulis menamatkan pendidikan Sekolah
Dasar di SD Negeri 11 Lhoksenmawe pada tahun 2002, SMP
Negeri 2 Lhokseumawe pada tahun 2005, dan SMA Negeri 1

Lhokseumawe pada tahun 2008. Pada tahun yang sama,

penulis diterima sebagai mahasiswa Jurusan Matematika

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Andalas melalui
jalur PMDK (Penulusuran Minat dan Kemampuan).

Selama menjadi mahasiswa di jurusan Matematika FMIPA Unand, penulis
aktif dalam organisasi Himpunan Mahasiswa Matematika (HIMATIKA), orga-
nisasi Himpunan Mahasiswa dan Pelajar Aceh Cabang Unand (HIMPAC DPC
UNAND), organisasi Himpunan Mahasiswa dan Pelajar Aceh Sumatera Barat
(HIMPAC SUMBAR), organisasi ANDALASWARA CHOIR SUMBAR dan pe-
ngajar privat mata pelajaran Matematika. Penulis melaksanakan Kuliah Kerja
Nyata (KKN) pada tahun 2011 di Jorong Bukit Sikumpa, Nagari Pauh Duo Nan
Batigo, Kecamatan Alam Pauh, Kabupaten Solok Selatan dalam rangka menye-

lesaikan salah satu mata kuliah wajib fakultas.



