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ABSTRAK

Fungsi karakteristik dari suatu peubah acak X dinotasikan sebagai px(t)
dan didefinisikan sebagai ¢x(t) = E[eX], dimana t € R , i = /=1 dan "X =
costX + isintX. Teorema inversi menyatakan bahwa fungsi karakteristik dapat
digunakan untuk menentukan fungsi kepekatan peluang dari peubah acak yaitu

== / " et () dt.

Z% 11

Kata kunci : fungsi karakteristik, teorema inversi, dan peubah acak.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Pada teori peluang dan statistika digunakan beberapa transformasi dan
fungsi pembangkit, salah satunya fungsi karakteristik. Fungsi karakteristik dari

suatu peubah acak X dinotasikan sebagai ¢x(t) dan didefinisikan sebagai berikut

px(t) = E[e"],

dimana e** = cos(X) + isin(X). Jelas terlihat bahwa fungsi karakteristik mem-
punyai kesamaan dengan fungsi pembangkit momen My (t) = E[e*X], akan tetapi
dengan menambahkan ’i’ pada eksponennya, dimana ¢ adalah bilangan imaginer.

Sama halnya dengan fungsi pembangkit momen, fungsi karakteristik juga
dapat digunakan untuk menghitung momen dari suatu peubah acak X. Selain
itu, fungsi karakteristik juga dapat digunakan untuk menentukan fungsi distribusi
dari suatu peubah acak. Berbeda dengan fungsi pembangkit lainnya, fungsi karak-

teristik selalu ada untuk setiap fungsi distribusi, karena

lox (t)] = |E[e"¥)| < E{|e"*]) = Ef1] < oo.

Rao dan Randal (2006) menyatakan bahwa fungsi karakteristik secara tung-

gal menentukan sebaran peluang yang bersesuaian dengan peubah acaknya. Jadi




setiap sebaran peluang memiliki fungsi karakteristik yang berbeda. Ketunggalan
fungsi karakteristik merupakan akibat dari teorema inversi fungsi karakteristik,
dimana secara eksplisit teorema inversi dapat menentukan fungsi distribusi F'(z)
bilamana fungsi karakteristik ¢ x (¢) diketahui. Oleh sebab itu, kajian tentang teo-
rema inversi pada fungsi karakteristik sangat menarik untuk dikaji. Jadi dalam

tulisan ini akan dibahas pembuktian teorema inversi pada fungsi karakteristik.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, yang akan dikaji dalam penulisan ini

adalah teorema inversi pada fungsi karakteristik.

1.3 Tujuan

Adapun tujuan dari penulisan ini adalah untuk mengkaji teorema inversi

pada fungsi karakteristik.

1.4 Sistematika Penulisan

Tulisan ini dibagi atas empat Bab. Bab I Pendahuluan terdiri dari latar
belakang, perumusan masalah, tujuan, dan sistematika penulisan. Bab II meru-
pakan landasan teori yang berisi tentang materi dasar dan materi penunjang, yang
akan digunakan dalam menyelesaikan permasalahan pada penulisan ini. Bab III
memuat pembahasan tentang teorema inversi pada fungsi karakteristik. Bab IV

merupakan kesimpulan dari pembahasan.



BAB II
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diuraikan beberapa definisi dan teorema yang akan di-

gunakan untuk membuktikan teorema inversi pada fungsi karakteristik.

2.1 Teori Peluang
Berikut ini akan diberikan beberapa definisi percobaan, ruang contoh dan
titik contoh.

Definisi 2.1.1. [1] Percobaan adalah suatu proses untuk memperoleh suatu hasil

yang teramati dari suatu fenomena.

Definisi 2.1.2. [1] Ruang contoh adalah himpunan semua kemungkinan hasil dari

suatu percobaan.

Definisi 2.1.3. [1] Titik contoh adalah anggota dari ruang contoh.

2.2 Peubah Acak dan Fungsi Distribusi
Berikut ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema dari peubah acak
dan fungsi distribusi.

Definisi 2.2.4. [1] Suatu peubah acak, notasikan sebagai X, adalah suatu fungsi

yang didefinisikan pada suatu ruang contoh S, yang menghubungkan setiap titik



contoh e dalam S dengan suatu bilangan Tl z, atau dapat dituliskan sebagai

X(e) ==.

Definisi 2.2.5. [1] Jika himpunan dari semua nilai yang mungkin bagi peubah
acak X adalah himpunan tercacah x,, Ty, -+, T, atau T, Ty, -- maka X dinamakan

peubah acak diskrit. Fungsi

iflc) =FLX =5, =02y, .-

yang memasangkan setiap nilai x dengan nilai peluang dinamakan sebagai fungsi

kepekatan peluang diskrit. Untuk selanjutnya ditulis sebagai fkp diskrit.

Definisi 2.2.6. [1] Fungsi sebaran kumulatif dari peubah acak X didefinisikan

untuk setiap nilai mil x sebagai

F(%) = P(X < @)
Untuk selanjutnya ditulis sebagai fungsi distribusi.

Definisi 2.2.7. [1] Suatu peubah acak X dikatakan peubah acak kontinu jika ter-
dapat suatu fungsi f(x) yang dinamakan fungsi kepekatan peluang (fkp) sehingga

fungsi distribusi dapat dinyatekan sebagai

F(z) = /:I f(t)dt dan f(z)= %F(z) = F'{x).

Teorema 2.2.8. [1] Suatu fungsi f(x) merupakan fkp diskrit jika untuk suatu

himpunan bilangan miil tak hingga yang tercacah x,x,,- - - terpenuhi kedua sifat

berikut




dan

D e, @) = 1.

Teorema 2.2.9. (1] Fungsi f(z) adalah fkp bagi suatu peubah acak yang kontinu

jika dan hanya jika memenuhi sifat-sifat berikut
f(z) > 0,Vz € R,
dan

lq\, flz)dx = 1.

2.3 Nilai Harapan dan Fungsi Pembangkit Momen

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi dari nilai harapan dan fungsi

pembangkit momen.

Definisi 2.3.10. [1] Misal X merupakan peubah acak diskrit dengan fkp f(x),

maka nilai harapan dari X dinyatakan oleh

EX]=Y z:P(X =x;) = Z.f:,,,f(.r,)_

Vi

Definisi 2.3.11. [1] Misal X merupakan peubah acak kontinu dengan fkp f(x),

maka nilai harapan dari X dinyatakan oleh

E[X] = /jo z f(z)dzx.
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Definisi 2.3.12. [1] Misal X adalah peubah acak maka nilai harapan

Mx(t) = E[e*¥].
dinamakan fungsi pembangkit momen dari peubah acak X jika milai harapan itu

ada untuk setiap t yang berada dalam selang —h < t < h untuk suatu nilai h > 0.

2.4 Fungsi dan Limit

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema dari fungsi dan
limit.
Definisi 2.4.13. [5] Suatu fungsi f adalah suatu aturan korespondensi (padanan)
yang menghubungkan setiap objek = dalam satu himpunan, yang disebut daerah
asal, dengan sebuah nilai tunggal f(z) dari suatu himpunan kedua, yang disebut
daerah hasil fungsi.

Definisi 2.4.14. [2] Fungsi f : A =+ R dikatakan terbatas pada A, jika terdapat

konstanta M > 0 sedemikian sehingga |f(z)| < M, untuk semua T € A.

Definisi 2.4.15. [5] lim, f(z) = L berarti bahwa untuk setiap € > 0 terdapat

5> 0 sedemikian sehingga |f(z) — L| < € asalkan bahwa 0 < |z — c| <9, yaitu
O<|z—cl<d=|flz)-L|<e
Definisi 2.4.16. [5] Misal f terdefinisi pada suatu selang terbuka yang mengan-

dung ¢, maka f kontinu di c jika

lim f(z) = f(c)-

I—cC




2.5 Turunan
Berikut ini akan diberikan definisi dari turunan.
Definisi 2.5.17. [5] Turunan suatu fungsi f didefinisikan sebagai fungsi lain f'

yang nilainya pada sebarang bilangan c adalah

f'(c) = lim

h—0

fle+h) = f(c)
h

asalkan limit tersebut ada dan bukan oo atau —oo.

2.6 Integral

Misalkan P adalah partisi dari selang [a, b], norma P dinotasikan dengan
| P| adalah panjang selang bagian yang terpanjang dari partisi P, 7; adalah titik

sampel untuk selang bagian ke-i dan Az; = z; — ;1.

Definisi 2.6.18. [5] Misalkan f suatu fungsi yang didefinisikan pada selang ter-

tutup [a,b]. Jika
lim T A.’L‘i
IMizzlf( )

ada, maka f terintegralkan pada [a,b]. Lebih lanjut, f: f(z)dz, disebut integral

tentu (integral Riemann) f dari a ke b, didefinisikan sebagai

b n
fa J(z)dz = I};llril[)iz:l:f(ft':i)ﬂ.xi.



Teorema 2.6.19. [5] Jika f kontinu pada [a,b] maka terdapat suatu bilangan c

antara a dan b sedemikian sehingga

b
] F(Hdt = F(O)(b - a).

Teorema 2.6.20. [5] Jika f fungsi genap, maka

/: flz)de =2 /Du f(z)dz.

Jika f fungsi gangil, maka

/_ fleyda =0,

2.7 Fungsi Karakteristik

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi dan proposisi dari fungsi karak-

teristik.

Definisi 2.7.21. [6] Misal X suatu peubah acak, maka fungsi karakteristik dari

X didefinisikan sebagai
px(t) = Ele™].
dimanat € R , i = /—1 dan e = costX +isintX.
Proposisi 2.7.22. [6] Fungsi karakteristik ada untuk sebarang sebaran.

Proposisi 2.7.23. [6] Misalkan X suatu peubah acak dengan fungsi karakteristik

@x(t), maka fungsi karakteristik dari —X adalah @x(t).

8




Proposisi 2.7.24. [6] ¢x(t) adalah kontinu seragam .

Proposisi 2.7.25. [6] Misalkan X suatu peubah acak, maka fungsi karakteristik

dari a + bX adalah ey (bt).

Proposisi 2.7.26. [6] Misalkan X dan Y adalah suatu peubah acak yang saling

bebas, maka px v (t) = px(t)py(t).

2.8 Teorema Fubini

Berikut ini akan diberikan teorema dari integral lipat atau dikenal sebagai

teorema fubini.

Teorema 2.8.27. [3] Misalkan fungsi f terbatas dan terintegralkan pada persegi

panjang R = [a, b) x [¢,d], maka

f o CUIRpF /;b U;df(m’y)dy} = fcd {f:f(r,y)d:n] dy.




BAB III
TEOREMA INVERSI PADA FUNGSI
KARAKTERISTIK

Berikut ini akan diberikan pembuktian dari teorema inversi pada fungsi

karakteristik.

Teorema 3.0.1. Misal terdapat X suatu peubah acak. F adalah suatu fungsi

distribusi dan ¢x adalah fungsi karakteristik, maka berlaku hubungan

: T sinth _,
F(a+h)—F(a-h)=%T;%fr%e-mw(t)dt, —o<T <00

untuk a € R dan h > 0, bilamana a + h,a — h € Cg, dimana Cr adalah domain

untuk F yang kontinu.

Bukti. Misalkan 6(t) = S2%e-itapy () dan Iy = L [T

o(t)dt.

Untuk h > 0, perhatikan bahwa

sinth
t

sinth

oct)( = -

sinth '

Hp(t) -

; = [ox (£)] <

Karena |22 | < 1, maka |0(t)| < h. Dengan demikian,

f|9(t)|d.t < /h dt < 00,

Karena [ |0(t)|dt terbatas, dengan kata lain |(t)| terintegralkan, maka Ir ada

dan berhingga.




Sekarang perhatikan pernyataan di bawah ini,

1 (T sinth _,
m -T A

T oo
-l f iy g { / e dF (m)] dt
m™J_7r t —00

S 00
- / Sinth ooy f dF(z)dt.

m 1 t 00
Karena f 6(t)dt ada, maka menurut Teorema Fubini pertukaran integral pada

Ir dibolehkan. Dengan demikian diperoleh pernyataan berikut,

00 o -
e f dF (z) / S—u};—e’(“"“”dt

™

00 -T
i = T sinth T sinth
= ~/ dF(x) [/ - cos(z — a)t dt + i/ ' sin(z — a)t dt| .
T J-x =T t =i t
Misalkan
sin th i
= bu; cos(z —a)t dan By = il sin(z — a)t.

Karena B; adalah fungsi genap dan B, adalah fungsi ganjil, maka pernyataan Ir

di atas menjadi,

2 00 i
Ir = ;/ dF(:x:)/ il cos(z — a)t dt,
0

. t
atau
Iy = / o(, T) dF(z),

dimana

2 [Tsi
g(z,T) = — f sn;th cos(z — a)t dt.
0

™




Karena

2 sin th cos(z — a)t = sin(z — a + h)t — sin(z — a — h)t,

maka diperoleh

1 (7T sin(z —a+ h)t —sin(z —a — h)t
s@?) =7 [

=~ dt,
m t
atau
1 (Tsin(z —a+ A)t 1 (Tsin(z —a— A)t
=— - - dt.
s -3 [ TEEE o [
Misalkan
2 (T sinth
= — dt
pr) = [
akibatnya
1 1
g(I1T) = §p($ —a+ h’v T) " 5}'3(55 —a- h’:T)

Karena )

%, untuk h >0

> sinth
f : dt=J 0, untuk h = 0,
0

5, untuk h <0

maka diperoleh

1, untuk h > 0
) 2 [T sinth
T!ﬂp(h,T)—qll{I:o; L T dt =< 0, untuk h = 0.

—1, untuk h <0

\
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Dengan demikian p(h,T) terbatas untuk setiap h € R dan T' > 0, begitu juga
g(z, T) terbatas untuk setiap z € R dan T' > 0, sehingga berlaku pernyataan

berikut yaitu,

0, untuk z <a—h
3, untuk z =a—h
Tli_EI;og(m,T)=4 1, untuka—h <z <a+h.
%, untuk z=a+h

0, untuk z > a+h

Selanjutnya diperoleh

o0

lim Iy = lim /_ ~ oz, TYAF (z) = f [ lim g(:c,T)] dF (z).

T—o0 =55

Karena a + h,a — h € Cp, jadi

a+h
lim IT=/ 1.dF(z) = F(a+h) — F(a — h).

T—o0 S
Dengan perkataan lain dapat disimpulkan bahwa

.
F(a+h) - F(a—h) = Jim i - e
—00 -7

e "oy (t)dt. B (3.0.1)

Selanjutnya, persamaan (3.0.1) dapat ditulis dalam bentuk lain yaitu, misalkan

a+ h = cdan a — h = b akibatnya b+ ¢ = 2a, dan ¢ — b = 2h. Perhatikan bahwa,

e " — e~ costh — isinth — (costc — isintc)

21 2 ’




atau

et — e~ costh — costc+i(sintc — isintb)

21 20
~_ 2(sin “’%lt. sin (—c;—b)t) + 2i(cos “’%215. sin (C—Eblt)
2
__ 2(sinta)(sinth) + 2i(cos ta)(sin th)
- 2i
_ 2isinth(costa — isinta)
2

= sinth(e™"*).
Jadi diperoleh

e—itb =L e—itc

= sinth —ita’
9 sinth(e ")

dengan demikian

. —ith —ite
sin the_im _e —e

t 2t

(3.0.2)

Oleh karena itu, jika b, ¢ € Cr dengan b < ¢ maka persamaan (3.0.1) menjadi

T g—ith _ p—ite
F(c) - F(b) = lim — /T —it—tpx(t)dt. (3.0.3)

Teorema 3.0.2. Jika F terdiferensial pada z dengan F'(z) = f(z) maka

I T
f(z) = lim lim £ AL

—H (1) dt 3.04
h—0T—00 2T J_p tht 4 (PX() ' ( )

jika dan hanya jika ruas kanan dari persamaan (3.0.4) ada. Jika px(t) terintegral

pada R dan f(z) ada untuk setiap x € R maka

flz) = 2—;— f_ N e "oy (t)dt. (3.0.5)
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Bukti. (=) Misalkan ¢ =z + h dan b = z.
Dengan demikian

—ith __ —itc —itz __ ,—it(z+h)
. G i i . (3.0.6)

2at 2it

Perhatikan persamaan (3.0.4) yaitu

1 15 {3 ,—tht )
f(z) = lim lim — (—‘-4) e “px(t)dt.
1

h—0 T—oo 27 T ht
- E 1 T e it _ o i(z+h)t

= lim — lim — _ px(t)dt.
h—0 h T—o0 27 T it

Akibatnya persamaan (3.0.3) dapat dituliskan kembali menjadi

T

1 -tz _ g—ilz+h)t
F(z+h) - F(z) = Tlirnr k- ( 5 ) px(t)dt
=300 ATl —T

1 T 1 — ,—iht ;
= lim — (——:——) e "o (t)dt,

T—oo 21 _r t
atau
F(z+h)— F(z . 1 [T [1—eiht !
( fi (z) — 7111-11/ i (T) et oy (t)dt. (3.0.7)
—00 &L ' T

Ini berarti persamaan (3.0.4) dapat dituliskan menjadi

f(z) = lim l(F(:r. + h) — F(z)).

h—0 h

Karena £ terdiferensial di z, maka

F(d) it F(z + h) — F(z) =)

h—0 h

Dengan perkataan lain, ruas kanan persamaan (3.0.4) ada.
(<) Dari persamaan (3.0.7) dapat dilihat bahwa ruas kanan persamaan (3.0.4)

adalah sebagai berikut,

= F'(x).

1 [T [f1—e ™ | F(z+h) — F(z)
l- - i 7‘tx — .
ha0 lll-?oo 7w J_T ( 1ht ) e px(t)dt flxl—rf%) h
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Karena F'(z) = f(z), jadi

T 4 _ ,—iht _
f(z) = lim lim i (L-i——) e T px(t)dt.

h—0T—o0 27 J_p iht

Selanjutnya karena f(z) ada untuk setiap z € R, maka dari persamaan (3.0.4)

diperoleh
; ) 1 T 4 e—ihl‘. Fyes
o=t 5 [ () e
e WL T
“5 ). (IB’T) kit
Karena
~ gt 1-— —th) — i sin(—th
lim 1 .e _ lim cos( ) i sin(—th) g,
h—0  iht h—0 iht
maka
f@) =5 [ " ety (t)dt. W
T) = — 2 s
Bl J - o

Berikut ini akan diberikan contoh aplikasi dari teorema inversi pada fungsi
karakteristik. Misalkan X ~ Cauchy(0,1) memiliki fungsi karakteristik e/ (li-
hat Rao dan Randal (2006)). Dengan menggunakan teorema inversi dapat dicari
fungsi kepekatan peluang dari sebaran Cauchy tersebut.

Perhatikan bahwa

1 * —ilz
fla)= 5/ e oy (t)dt
I T e
=5 rwe e "“dt
I " —It]
= [cos(tz) — isin(tz)] e dt,
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karena cos(tr) adalah fungsi genap dan sin(tz) adalah fungsi ganjil, maka f(z)

dapat dituliskan kembali dalam bentuk sebagai berikut
f(z) = —f cos(tz)e!dt
0
= —f cos(tz)e"dt,
0

dengan

i 1 ® = 1
/ cos(tx)e ‘dt = lim [e‘t—sin(t:r)} - / — sin(tz)e "dt
0 z 0 Qe

a—o0

= lim [e%sin(ta:)r + L [e“(-—i— cos(tz)) — —1— /:o cos(t:v)e_tdt]

a—00 0 xr I

— et o el »
= lim —sm(ta:)—gcos(ta:) > . cos(tx)e " dt

a—0o0 L 0

Sehingga dapat diperoleh

1 i gt A
(1 + --2-) / cos(tz)e tdt = lim F—— n(tz) - — cos(t:c)
H A 0 a—o0 L 3 0
2 1 00 —t a
(a: j )/ cos(tz)e tdt = [e_ sin(tz) — —cos(m)J
z 0 2 3
foo td 1 e —t a 1.2
tx) t= — L) — — i
: cos(tz)e im [ . sin(tz) cos( T) i

I+:1:2'
Jadi,

flx)= 3 /oo cos(tz)e  dt
0

iy
N
S orl4z?

)




BAB 1V
KESIMPULAN

Misal X suatu peubah acak, maka fungsi karakteristik dari X didefinisikan

sebagai

ox(t) = Ele*).
dimana t € R , i = v/—1 dan "X = costX +isintX.

Fungsi karakteristik tersebut dapat digunakan untuk menentukan nilai fun si
! -

sebaran, yaitu

: 1 (7 sinth
F(a+h)—F(a—h)= Tl'n.nx - / ok e x (t)dt,

-0 <T <0
x ) U

untuk a € R dan h > 0, bilamana a + h,a — h € CF, dimana Cr adalah domain

untuk F yang kontinu.

Selain itu fungsi karakteristik juga dapat digunakan untuk menentukan

fungsi kepekatan peluang dari peubah acak yaitu
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