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ABSTRAK

Graf ulat Sn4,n,, ..., n, adalah suatu graf yang diperoleh dari r buah graf bintang,
dimana dua titik pusat Sn; dan Sn;,; dihubungkan oleh satu sisi, untuk setiap i =
1,2,3,...,r — 1. Graf bintang (star) adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu titik
berderajat n+1 yang disebut dengan pusat, dan n titik lain yang berderajat satu yang disebut
daun.

Suatu pelabelan total dari graf G = (V, E) dengan v titik dan e sisi adalah pemetaan
satu-satu dari himpunan V(G) U E(G) ke himpunan bilangan bulat positif {1, 2, ..., v + €}.
Pada tulisan ini telah ditunjukkan bahwa S, 5., mempunyai pelabelan total (a, d)-sisi anti
ajaib super dengan batasan d < 3. Pada tulisan ini juga telah ditunjukkan bahwa
Sny,ny, ..., N, adalah graf total (a, 0)-sisi anti ajaib super dan graf total (a, 2)-sisi anti ajaib
super.

Kata Kunci : Graf Ulat, Graf Bintang, Graaf Terhubung, Pelabelan total (a,d)-Sisi Anti
Ajaib Super.
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Masalah pelabelan dalam teori graf mulai dikembangkan pada pertengahan
tahun 1963. Pelabelan pada suatu graf muncul pertama kali pada karya Rosa tahun
1967. Pelabelan pada suatu graf adalah suatu pemetaan (fungsi) yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi atau keduanya) ke himpunan
bilangan bulat. Jika domain dari fungsi adalah titik, maka pelabelan disebut
pelabelan titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka pelabelan
disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi, maka
pelabelan disebut pelabelan total (fotal labeling) (Miller, 2000: 165).

Pelabelan pada graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlatek (1964),
kemudian Stewart (1966), serta Kotzig dan Rosa (1970). Hingga saat ini
pemanfaatan teori pelabelan graf sangat dirasakan peranannya, karena model-
model yang terdapat pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi yang luas, seperti
dalam masalah peta jaringan jalan raya, jaringan internet, sistem alamat jaringan
komunikasi, dan desain sirkuit.

Graf ulat (caterpillar Graph) adalah graf yang jika semua titik ujungnya
dihilangkan akan menghasilkan lintasan. Perlu diingat kembali bahwa titik ujung
adalah titik yang berderajat satu. Bobot sisi dari suatu sisi xy terhadap suatu
pelabelan adalah jumlah dari label yang diberikan kepada sisi xy serta label titik x
dan y yang terkait dengan sisi xy tersebut. Jika suatu graf memiliki bobot titik dan

bobot sisi yang sama, maka graf tersebut dikatakan sebagai graf dengan pelabelan



ajaib. Jika graf memiliki bobot titik dan bobot sisi yang berbeda, maka graf
tersebut dikatakan sebagai graf dengan pelabelan anti ajaib. Bobot sisi dari suatu
sisi xy terhadap suatu pelabelan adalah jumlah dari label yang diberikan kepada

sisi xy serta label titik x dan y yang terkait dengan sisi xy tersebut.

1.2 Permasalahan
Masalah yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana

memberikan pelabelan total (a,d)-sisi-anti ajaib super pada suatu graf.

1.3 Pembatasan Masalah

Permasalahan pada tugas akhir ini dibatasi pada kajian tentang pelabelan
total (a,d)-sisi anti ajaib super pada graf ulat Sy, 5, , - - mm,.» dimana a adalah bobot
sisi terkecil, d adalah selisih bobot sisi, dan n; + n, + --- + n,. adalah banyak

daun pada graf ulat tersebut.

1.4 Tujuan Penulisan

Adapun tujuan dari penulisan skripsi ini adalah menunjukkan bahwa graf
ulat Sy, ,n, s --- - m, dapat dilabeli dengan pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super
dengan syarat d < 3. Selain itu juga akan ditunjukkan bahwa S, .5, , . m,
mempunyai pelabelan total (a,0)-sisi anti ajaib super dan total (a,2)-sisi anti

ajaib super.



1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini secara keseluruhan disajikan dalam empat bab. Bab I
berisikan pendahuluan yang didalamnya tercakup latar belakang, permasalahan,
pembatasan masalah, tujuan, dan sistematika penulisan skripsi ini. Konsep dasar
dari teori graf berupa definisi dan terminologi, graf ulat, pelabelan pada graf, serta
beberapa definisi pendukung yang digunakan untuk menyelesaikan permasalahan
skripsi ini disajikan pada Bab II sebagai landasan teori. Kemudian, pembahasan
dari permasalahan tersebut akan diuraikan pada Bab III mengenai pelabelan total
(a,d)-sisi anti ajaib super pada graf ulat. Penulisan skripsi ini diakhiri dengan

bagian kesimpulan dan saran yang disajikan pada Bab IV.



BABII

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan diberikan beberapa definisi dan konsep dasar dari teori
graf, serta akan dijelaskan beberapa jenis pelabelan graf yang akan digunakan
pada bab-bab selanjutnya. Kajian diawali dengan definisi dan terminologi graf,

graf ulat, dan pelabelan pada graf.

2.1 Pengertian dan Terminologi Graf

Sebuah graf G dinyatakan sebagai pasangan terurut himpunan (V,E),
dimana V adalah hj\mpunan tidak kosong yang anggota-anggotanya adalah titik,
disebut dengan himpunan titik (verfex) yang dinotasikan dengan V(G) =
{v1,v,, ..., v}, dan E adalah himpunan sisi (edge) yang menghubungkan sepasang
titik di V(G), dinotasikan dengan E(G) = {e,,e;, ..., ep}. Banyak titik yang ada
pada graf G disebut orde graf yaitu |V(G)| = v, sedangkan banyak sisi pada graf

disebut ukuran graf yaitu |E(G)| = e.

Vi €4 V4
és €,
(4] €3
(4] (4]
V2 ()] V3

Gambar 2.1.1. Ilustrasi graf



Pada suatu graf, dua buah titik dikatakan bertetangga (adjacent) bila
keduanya terhubung langsung dengan sebuah sisi. Untuk sebarang sisi e = v;vj,
Jika sisi e; terkait (incident) dengan titik v; dan titik vy, maka titik v; dan v,

disebut titik ujung dari sisi e;.

Jika terdapat beberapa sisi berbeda pada graf yang menghubungkan
pasangan titik yang sama, maka graf yang demikian dikatakan mempunyai sisi
ganda (multiple edge) atau disebut juga sisi paralel. Sisi yang menghubungkan
titik yang sama disebut sebagai gelang (loop). Graf yang tidak memuat sisi ganda

dan loop disebut sebagai graf sederhana.

7] U3

Gambar 2.1.2 Graf sederhana

Gambar 2.1.3 Graf dengan Loop dan sisi ganda

Derajat (degree) dari titik v; pada graf G adalah banyaknya titik yang
bertetangga dengan v. Jika titik v berderajat nol, yang berarti v tidak bertetangga

dengan semua titik di G, maka v disebut titik terisolasi (isolated vertex). Derajat



terkecil dari suatu graf G dinyatakan dengan § = §(G) = minyeyd(v) dan derajat

terbesar dinyatakan sebagai A = A(G) = minyeyd(v). Jika § = A = r, maka graf

G disebut graf reguler berderajat r (r-regular graph).

2.2 Beberapa Jenis Graf
» Graf Lintasan (Path)
Graf lintasan yaitu graf yang terdiri dari lintasan tunggal, dinotasikan

dengan P,, yang memiliki » titik serta n-1 sisi.

€ e e;
@ @ o— @  J
Vi Vy Vi Vy Vi3
P, Ps
(] e, €3
@ @ @ @
Vi Vs V3 Vs
P,

Gambar 2.2.1 Graf Lintasan

» Graf Terhubung
Graf G dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik di G, terdapat

lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut.

o0

Gambar 2.2.2 Graf Terhubung dan Graf Tak Terhubung



> Graf Lengkap
Graf lengkap K, (n > 1) adalah graf dengan n titik yang setiap dua

titiknya saling bertetangga.

Vi V4

V2 V3

Gambar 2.2.3 Graf Lengkap K,

» Graf Siklus
Graf siklus adalah graf terhubung yang setiap titiknya berderajat dua.

Graf siklus dengan » titik dilambangkan dengan C,. Gambar 2.2.4 merupakan

W

6

gambar graf C,,, dengan 3 < n < 6.

ALT G

G 4 5

Gambar 2.2.4 Graf Siklus C,

» Graf Pohon (Tree)

Graf pohon (free) didefinisikan sebagai graf terhubung berorde n yang
tidak memuat lingkaran. Graf pohon dengan n titik dilambangkan dengan T,.

Contoh graf pohon terlihat pada gambar berikut.



G, G,

Gambar 2.2.5 G; pohon, G2 bukan pohon

» Graf Bipartit

Graf bipartit adalah graf sederhana yang himpunan titiknya dapat
dipartisi menjadi dua bagian, misal X dan Y, sedemikian sehingga setiap sisinya
mempunyai titik ujung di X dan titik ujung yang lain di Y. Contoh graf bipartit

terlihat pada Gambar 2.2.6 berikut.

Gambar 2.2.6 Graf Bipartit

» Graf Bipartit Lengkap

Graf bipartit lengkap adalah suatu graf bipartit yang semua titik dipartisi
pertama bertetangga dengan semua titik di partisi yang lain. Notasi graf bipartit
lengkap dengan banyaknya titik di bagian yang satu m dan bagian yang lain n
adalah Kn,. Pada gambar berikut diberikan ilustrasi suatu graf bipartit lengkap

K23



G=Kz,3

Gambar 2.2.7 Graf Bipartit Lengkap K ;

»  Graf bintang (Star)

Graf bintang (star) adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu titik
berderajat n+1 yang disebut dengan pusat, dan n titik lain yang berderajat satu

yang disebut daun.

S3 S4 Ss

Gambar 2.2.8 Graf Bintang

»  Graf Ulat (caterpillar)

Graf ulat Sny,ny, ..., n, adalah suatu graf yang diperoleh dari r buah graf
bintang, dimana dua titik pusat Sn; dan Sn;,,; dihubungkan oleh satu sisi, untuk
setiap i = 1,2,3,...,7 — 1. Graf ulat dapat dilihat sebagai barisan graf bintang
Sny; U Sp, U ... US,, dimana setiap S,,, adalah bintang dengan titik pusat ¢; dan n;

buah daun, i=1,2,..,r. Daun §; tersebut termasuk c;_, danc;,, untuk



Graf ulat Sn,,n,,...,n, memiliki himpunan titik :

r—=1

V (SuuSngre Sy ) = et < i <rdo| Jiw2 <jsm-1}u

i=2

fisjism-1u{dz<izn}

dan himpunan sisi :
r—-1
E(Sny,ny,...,n.) = {cicipqll <i<r—1} U U{cixijlz <j<m-1}u
i=2
{axli<j<m -1} u{cxil2<j<n)
dimana
r
IV (S m)l = D =142
=
dan

r
IE ( Sny,nz, o)l = Y my—1+1

i=1

Berikut ini diberikan contoh Graf Ulat

G2
bt L
Cy / \ C3
x3 x3

Gambar 2.2.9 Grafulat S3,4,43

xﬁ X

10



Himpunan titik dan sisi pada S5 4 4 3 didefinisikan sebagai berikut:

V(Ssans) ={c isi<a}ufd h<j<2julx! l2<j<3}u

(e l2<j<3jufd l2<j<3}

E(Ssa02) ={aiciss 1si<3}ufexd << 2}ufe] l2<j <3}
U{czxg |2 SjSB}U{Qx; |2 SjSB}
Dimana
[V(S3443) | =(B+4+4+3)—4+2
=12
|E(S3443) | =(B+4+4+3)—4+1
=11
2.3 Pelabelan Graf
Suatu pelabelan total dari graf G = (V, E) dengan v titik dan e sisi adalah
pemetaan satu-satu dari himpunan V(G) U E(G) ke himpunan bilangan bulat
positif {1, 2, ..., v + e}. Jika domain dari pemetaan adalah titik, maka pelabelan
disebut pelabelan titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka

disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi, maka

disebut pelabelan total (fotal labeling).

Jumlah label sisi dan label dua titik misalkan x dan y yang terkait pada
sisi tersebut didefinisikan sebagai bobot sisi (weight of edge) dilambangkan
dengan w(xy). Sedangkan definisi bobot titik (weight of vertex) yaitu jumlah

label titik yang terkait di sisi tersebut dilambangkan dengan w(x). Jika graf

11



memiliki bobot titik dan bobot sisi yang sama, maka pelabelan pada graf ini
disebut graf dengan pelabelan ajaib. Jika graf memiliki bobot titik dan bobot sisi
yang berbeda, maka pelabelan pada graf ini disebut graf dengan pelabelan anti
ajaib dan jumlah masing-masing bobotnya membentuk sebuah himpunan

aritmatika. Pelabelan ini didefinisikan oleh Simanjuntak, dkk. [2000]

Definisi 2.3.1 [2] Suatu pemetaan g:V(g)V E(G - {1,2,...,v + e} disebut
pelabelan total (a,d)-sisi-anti ajaib dari G jika himpunan bobot sisi dari semua

sisidiG={a,a+d,--,a+ (e —1)d}, untuka > 0dand > 0.

Suatu pelabelan (a,d)-sisi-anti ajaib pada graf G dengan v titik dan e sisi
disebut pelabelan total (a,d)-sisi-anti ajaib super jika g(V(G)) = {1,2,...,v} dan
8(E(G))= {v+1v+2,.. v+e}.

Jika G dapat dilabeli dengan pelabelan anti ajaib maka G disebut graf anti

ajaib.

Berikut ini adalah beberapa jenis pelabelan anti-ajaib pada suatu graf.

a) Pelabelan sisi (a,d)-titik-anti ajaib
Graf G dikatakan mempunyai pelabelan sisi (a,d)-titik anti ajaib jika
terdapat bilangan bulat a>0 , d=0 dan A, :E(G) - {1,2,..,e},
sedemikian sehingga himpunan bobot titikk dari G dinotasikan W; =
{fw(x)|w(x) = ¥ A1 (xy), xyeE(G)} dapat ditulis sebagai W; = {a,a + d,a +

2d,...,a+ (v-1)d}.

12



b) Pelabelan titik (a,d)-sisi-anti ajaib

d)

Graf G dikatakan mempunyai pelabelan titik (a, d)-sisi anti ajaib jika terdapat
bilangan bulat > 0, d = 0 dan A, : E(G) — {1,2, ..., v}, sedemikian sehingga
himpunan bobot sisi dari G dinotasikan W, = {w(xy)|w(xy) = A,(x) +
A (y), xyeE(G)} dapat  ditulis sebagai W, ={a,a+d,a+2d,...,a+

(e — 1)d}.

Pelabelan total (a, d)-titik-anti ajaib

Sebuah fungsi  bijeksi A3 :V(G) UE(G) - {1,2,..,v+e} dikatakan
pelabelan total titik-anti ajaib pada graf G jika himpunan bobot titik untuk
semua titik di G, W3 = {w(x)|w(x) = A3(x) + X A3 (xy), xyeE(G)} dapat
ditulis sebagai W3 = {a,a + d,a + 2d, ...,a + (v — 1)d} untuk suatu a > 0

dand = 0.

Pelabelan total (a, d)-sisi-anti ajaib

Sebuah  fungsi bijeksi A4 : V(G) UE(G) —» {1,2,...,v+ e} dikatakan
pelabelan total sisi-anti ajaib pada graf G jika himpunan bobot sisi untuk
semua titik di G, W, = {w(xy)|lw(xy) = A,(x) + A,(¥) + A (xXy), xyeE (G)}
dapat ditulis sebagai W5 = {a,a+d,a + 2d, ...,a + (e — 2)d} untuk suatu

a>0dand = 0.

Untuk selanjutnya, pembahasan dibatasi pada pelabelan total (a,d)-sisi anti

ajaib super untuk graf ulat.
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BAB III
PELABELAN TOTAL (a,d)-SISI ANTI AJAIB SUPER
PADA GRAF ULAT

Pada bab ini akan dijelaskan tentang pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib

super untuk graf ulat. Kajian akan dibatasi untuk d < 3.
Teorema 3.1

Jika suatu graf ulat dengan v > 2, merupakan graf dengan pelabelan

total (a,d) — sisi anti ajaib super, maka d < 3.

Bukti : Misalkan G adalah graf ulat dengan |V(G)| = vdan |E(G)| =e,
dengan V(G) = {v,,v,, ..., v,} dan E(G) = {e,, €5, ..., ey, }. Karena graf ulat termasuk
graf pohon, maka haruslah e = v — 1. Sehingga pelabelan sisi anti ajaib super
terhadap G dapat didefinisikan sebagai berikut :

h:V(G)VE(G) - {1,2,...,2v—1} ce(3.)
dengan himpunan bobot sisi
W = {(w(xy) | w(xy) = h(x) + h(¥) + h(xy),xy € E(G) } .....(3.2)

Himpunan tersebut membentuk barisan aritmatika dengan bobot minimum a serta

beda d sebagai berikut :

W ={a,a+d,a+2d,...,a+ (v -2)d}
e Bobot sisi minimum yang mungkin pada pelabelan h adalah v + 4, karena
jika titik pusat c; dilabeli dengan 1, titik pada daun x/ untuk suatu i dan j,

dilabeli dengan 2 dan sisinya dengan label minimum, yaitu v + 1, maka :



1 2
. —e

Ci X;

w(cixij) = h(c;) + h(xij) + h(cixij)

=1 4+ 2 +@w+1)

=v+4
Bobot sisi maksimum yang mungkin pada pelabelan h adalah (4v — 2),
karena jika titik pusat c; dilabeli dengan v — 1, titik pada daun xl’ untuk suatu

i dan j, dilabeli dengan v dan sisinya dilabeli dengan 2v — 1 maka :

v-1 A
° .
Ci x{

w(cix!) = h(c) + h(x!) + h(cix))
=v—-1+ v +Qv-1)

=4py—-2

Untuk bobot sisi minimum yang mungkin pada pelabelan h adalah :

v+4<a e (33)

Untuk bobot sisi maksimum yang mungkin pada pelabelan h adalah :

a+(wv—-2)d<4v-2 .....(34)

Subtitusikan (3.3) ke (3.4), sehingga :

= v+44+(wv—-2)d < a+(v—-2)d<4v-2
= v+4+(wv-2)d < 4v-2
= w—2)d < 4v-2-v-—-4 untuk v # 2
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= (v-2)d < 3v—-6

- d<3v—6

T (w-2)

3(v-2)

< R}
= d<3 [ ]

Dari Teorema 3.1 dapat dilihat bahwa pada pelabelan (a,d)-sisi anti ajaib

super pada graf ulat, selisih dari bobot sisi akan bernilai 0, 1, 2 atau 3.

Berikut diberikan beberapa konstruksi untuk pelabelan graf ulat

nl,n2,°'°,n,. M

1. Konstruksi sebuah pelabelan 1 : V(Sny,n,, -+, n,) = {1,2,...,v + e} sebagai

berikut:

Untukd =0,d=1dan d=2:

e Daun-daun Sn, dilabeli dengan bilangan 1,2,3, ...,n,, dengan A(c;) = 1
dan A(c3) = n,.

e Daun-daun Sn, (kecuali c3) dilabeli dengan n, + 1, n, + 2,...,n, + n, —
1 dimana A(c,) =n, + n, — 1.

e Langkah 1 dan 2 diulangi untuk Sng, Sng, ...,Sn, yaitu daun-daun Sn,
(kecualic,_,) dilabeli dengan n, +ng+..., n, +ng+...+1,...n, +

Ny+...—2 dimanaMc;) =n; + ny + ...+ n,. — 2.
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® Daun-daun pada Sn; diberi label dengan bilangan bulat n, +
ngt+...+n. — 1, ny+ny+...+n,, ...,y +ny +...4n,. +ny — 2,
dimana A(cp) =n; + ny+...+n, + n, — 2.

® Daun-daun pada Sn3 (kecuali c,) diberi label dengan bilangan bulat
np+ng+...4n.+n — Ln, + ny+... 40, +nq, .0y + g+ 40 +
ny + n3z — 3 dimana A(cy) =n, + ng +...+n,. + ny + nz — 3.

¢ Daun-daun pada Sng, Sn,, -+, Sn, dilabeli, sehingga A(c,-) merupakan nilai
terbesar yaitu v yaitu Daun-daun Sn,_, (kecualic,) dilabeli dengan
n,+n,+...4n.+ny +n3 -2, n; +ny+...+n,. +ny + nz,....n +
ngt...+n, +ny +ng+... 0.y — 3 dimana A(c;) = n, + ny+...+n, +
n, +ng+...+n,_; — 3.

e Sisi-sisi Sny,n,,---,n, diberi label yang berada pada himpunan {v +
l,v+2,v+3,..2v—1}:

a). Untuk d = 0 label sisi terkecil diletakkan pada sisi label dua buah titik
terbesar secara berurutan.

b). Untuk d = 1 label sisi terkecil diletakkan pada sisi dengan label dua
buah titik terbesar pada daun ganjil, kemudian label sisi terkecil
dijumlahkan dengan label dua buah titik terbesar pada daun genap

secara berurutan.

¢). Untuk d = 2 label sisi terkecil diletakkan pada sisi dengan label dua

buah titik terkecil secara berurutan.

2. Konstruksi sebuah pelabelan A : V(Sny, ny, -+, n,) = {1,2,...,v + e} sebagai

berikut:
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Untuk d = 3 memiliki dua buah konstruksi pelabelan

2.1

22

Untuk d = 3 dengan r genap

Daun-daun Sn, dilabeli dengan bilangan 1,3,5,...2n,-1, dengan A(c;) =
1 dan A(c3) = 2n,-1.

Daun-daun Sn, (kecuali c3) dilabeli dengan 2n, + 1, 2n, + 3,...2n, +
2n, - 3 dimana A(c5) =2n, +2n, — 3.

Langkah 1 dan 2 diulangi untuk Sng, Sng,--- Sn,..

Daun-daun pada Sn, diberi label dengan bilangan bulat 2,4,6,..., 2n,,
dimana A(c,) = 2n,.

Daun-daun pada Snj (kecuali c,) diberi label dengan bilangan bulat 2n,
+2,2n, +4, ..., 2n;+2n3 — 2 dimana A(c,) = 2n, + 2n; - 2.

Daun-daun pada Sns, Sny,---,Sn, dilabeli, sehingga A(c,) merupakan
nilai terbesar yaitu v.

Sisi-sisi Sny,n,, -+, n, diberi label yang berada pada himpunan {v +
1,v+2,v+3,..,2v— 1} dengan cara label sisi terkecil diletakkan

pada sisi dengan label dua buah titik terkecil secara berurutan.

Untuk d = 3 dengan r ganjil

Daun-daun Sn, dilabeli dengan bilangan 2,4.6,..., 2n, dengan A(c;) =2
dan A(c3) = 2n,.

Daun-daun Sn, (kecualic3) dilabeli dengan2n, + 2, 2n, +4, ...,
2n, + 2n, — 2 dimana A(cg) =n, + 2n, — 2.

Langkah 1 dan 2 diulangi untuk Sng, Sng, - Sn,_;.
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* Daun-daun pada Sn, diberi label dengan bilangan bulat 1,3,5,..., 2n, —
1, dimana A(c;) = 2n; — 1.

¢ Daun-daun pada Sn; (kecuali c,) diberi label dengan bilangan bulat
2ny +1,2n, +3,...,2n; +2n; - 3 dimana A(c,) =2n, +2n; — 3.

¢ Daun-daun pada Sns Sny,---,Sn,_; dilabeli, sehingga x(cm)
merupakan nilai terbesar yaitu v.

o Sisi-sisi Sny,ny,-+-,n,_; diberi label yang berada pada himpunan
{v+1Lv+2,v+3,..,2v—1} dengan cara label sisi terkecil

diletakkan pada sisi dengan label dua buabh titik terkecil secara berurutan.
Untuk lebih jelasnya, diberikan contoh sebagai berikut :
Contoh 3.1

Pelabelan total (a,3)-sisi anti ajaib super pada graf ulat S3,4,4,4,3 Seperti
gambar 3.2, himpunan label untuk titik V = {1,2,3, ...,15} dan himpunan label sisi

E = {1617, ...,29}.

Gambar 3.2 Graf ulat Sy, ,n, ,n; 1y mg
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Langkah- langkah untuk melabelkan Graf S,

1’12 N3 N4 ‘N5

1. Beri label masing-masing titik berdasarkan konstruksi 2.2. Karena d = 3 dan

memiliki  ganjil, maka :

a) Mcy)=2 i) Az =6
b) Ac) =5 ) M) =7
) Mcs) =8 k) Ax3)=9
d) Mcy) =11 D Ax2)=10
e) A(c) =14 m) A(x3) = 12
) ) =1 n) A(xf) =13
g AM(xf)=3 0) Mx2) =15
h) A@x2) =4

2. Beri label sisi-sisi pada graf dengan cara sebagai berikut:
> Lihat pelabelan titik pada langkah 1 yang sudah dilabeli,
» Label sisi terkecil diletakkan pada sisi dimana jumlah label kedua titik

yang terkait dengan sisi tersebut adalah nilai terkecil, sebagai berikut :

a) AMcyxl) =16 h) A(czxd) =23
b) A(c;x?) =17 i) A(cs3c,) =24
) Mcycz) =18 j) Mcqxd) =25
d) A(czx3) =19 k) A(cexd) = 26
e) Mcyx3) =20 I) A(Cecs) = 27
f) AMcpe3) =21 m) A(csxd) =28
g) Mcsxj) = 22 n) A(csxd) =29

3. Diperoleh bobot sisi untuk masing-masing sisi adalah :

a) wy =A(c) +MexD) +A() =2+16+1=19
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b) wy =A(cy) +A(ex) +A(x3) =2+ 17+3 =22

¢) wz =2A(cy) +A(c165) +A(c;) =2 +18+5 =25

d) wy =2a(c2) + Mcax3) +A(xY) =5+19+4 =28

e) ws =A(c2) +Alcx3) +A(x3) =5 +20 + 6 = 31

) ws=xA(cy) +A(cac3) +M(c3) =5+21+8=34

g) wy = Mcs) + A(caxd) +A(x%) =8+ 22+7 =37

h) wg = A(c3) +A(c3x3) +A(x)) =8+23+9 =40

i) wo =A(c3) + A(czcy) + A(cy) =8+ 24+ 11 = 43
D) wio =2A(cy) + Mcaxd) +A(x%) = 11425+ 10 = 46
k) wi =A(ca) +M(caxd) +A(x)) = 11+26 + 12 = 49
) wiz =A(cy) + A(cqcs) +A(c5) =11+ 27 +14 =52

m) wyz = A(cs) + A(csxE) + A(x2) = 14 + 28 + 13 = 55
n) wyy = A(cs) + A(csx3) +A(x)) = 14 +29 + 15 = 58

Maka himpunan bobot sisi graf ulat $3,4.4.4.3, W = {19,22, ..., 58}, sehingga

diperoleh pelabelan total (19,3)-sisi anti ajaib super pada raf ulat S,4 ,4 ,4 ,3.

1 3 7 D 13 15
16\ 1 . 2 3 " 28 /29
18 21 27
2 g 24 14
19 20 25 6
4 6 10 12

Gambar 3.3 Pelabelan total (19,3)-sisi anti ajaib super pada Graf ulat

S3v4 1414 13
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Contoh 3.2

Pelabelan total (a,2)-sisi anti ajaib super pada graf ulat $3,4,4,4,3 Seperti
gambar 3.3, himpunan label untuk titik V = {1,2,3, ...,15} dan himpunan label sisi

E = {16,17, ...,29}.

2
1 X 2 3
X 1
1 x3 x3 xg xg
Cr Cq
¢ C3 Csg
3 2
xzz x5 Xy xg

Gambar 3.4 Graf ulat Sy, 5, 1ng in, mg

Langkah- langkah untuk melabelkan Graf Sy, ,n; mg my ms

1. Beri label masing-masing titik berdasarkan konstruksi 1. Karena d = 2, maka :

a) Mcy)=1 i) A(x3)=3

b) A(cy) =10 ) A3 =11
) Ac3) =4 k) A(3) =12
d) A(c,)=13 ) A(x2) =5

e) Mcg)=7 m) A(x3) =6

) A(xi)=8 n) A(xf) = 14
g Mx)=9 0) A(x3) =15
hy A(x2) =2

2. Beri label sisi-sisi pada graf dengan cara sebagai berikut:

> Lihat pelabelan titik pada langkah 1 yang sudah dilabeli,
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> Label sisi terkecil diletakkan pada sisi dimana jumlah label kedua titik

yang terkait dengan sisi tersebut adalah nilai terkecil, sebagai berikut :

a) Mcx}) =16 h) A(c3xd) =23
b) Acyx?) =17 i)  AMczcy) =24
¢) A(cic) =18 J) Alcgx3) =125
d) Mcyx2) =19 k)  A(cqxd) =26
e) A(cax3) =20 7 Aczes) =27
) Acycs) =21 m) A(csx?) =28
8 Mesx}) =22 n) A(csxd) =29

3. Diperoleh bobot sisi untuk masing-masing sisi adalah :
a) wy =Mc) +A(cx]) +A(x])) =1+16+8=25
b) wy =A(cy) + Mexd) + A3 =1+ 17+ 9 = 27
c) wz=2a(c;) +A(c16) +A(c]) =1+18+10 =29
d) w, =Mcz) + Mcaxd) +A(x2) =10+19+2 =31
) ws = A(cz) + A(cx3) + A(x)) = 10 + 20 + 3 = 33
f) we =2A(cy) + AMcac3) +A(c3) =10+ 21+ 4 =35
g) wr=Mes) +A(caxd) +AMxD) =4 +22+11=36
h) wg = A(c3) +A(caxd) +AM(xD) =4 +23+12 =37
i) we=n(c3) +A(c3c) +A(cy) =4 +24+13 =38
3) wip = Alce) + A(cexd) +A(x%) =13+ 25+ 5 = 39
K) wig = A(cs) +A(cexd) +A(x)) = 13 + 26 + 6 = 41
D wiz =2A(cy) + A(cycs) +A(c5) =13 +27+7 =43

m) wyz = A(Cs) + A(csx?) +A(xZ) = 7 + 28 + 14 = 45
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n) wis = A(cs) +A(Csx3) +A(x3) = 7+ 29 + 15 = 47

Maka himpunan bobot sisi graf ulat S3,4 ,4 ,4 .3, W = {25,27, ...,47}, sehingga

diperoleh pelabelan total (25,2)-sisi anti ajaib super pada Graf ulat S3,4 ,4 ,4 3.

8 9 11 12 14 15
1 17 2 23 2 29
18 10 24 13
1 21 4 27 =
19 0 25 26 ~
2 3 S 6

Gambar 3.5 Pelabelan total (25,2)-sisi anti ajaib super pada Graf ulat
S 3:4:4 /4,3

Teorema 3.2

Semua graf ulat merupakan graf (a, d)-sisi anti ajaib super dengan d = 0

dan 2
Bukti :

Misalkan G adalah graf ulat Sy, ,p, , ... .n,Pandang graf ulat S, ,,., ... ny
sebagai graf bipartit. Karena graf ulat merupakan bagian dari graf bipartit yang
titik-titiknya dapat dipartisi menjadi dua bagian. Maka graf G dapat dipartisi
menjadi dua baris, di mana setiap baris berisi titik dari satu set partisi. Titik-titik
a;,Q,, .... ,a; merupakan titik-titik di baris pertama, diurutkan dari kanan ke kiri.
Sementara titik-titik by, b,, .... , b,_, merupakan titik-titik di baris kedua yang

diurutkan dari kiri ke kanan.
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Misal G = (V;,V5,E) adalah graf bipartit yang berasal dari graf ulat

Sn1'712 5 sos ,nrdimana V1 = {al, Qa,, .... ,at} dan Vz = {bl, bz, cees s bv-t}

Berikut diberikan contoh graf ulat S,,

1My 1 oy

pat 2
(] C3 / \
2 XYY nz xz eoe X.
xz xz T T

Gambar 3.6 GrafulatS, ,; , ...

Maka Sy, ,n, , --- 1, dapat disajikan sebagai graf bipartit berikut:

Gambar 3.7Graf bipartit dari Graf S,,

1M 2 My
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Konstruksikan pelabelan titik 1 : V(G) - {1, 2, ...., v} dengan cara berikut :
Aa)=iuntuk1<i<t, i={123,..,t}
A(b))=t+juntuk1<j<v-—t, j={123,...,v—t}

Himpunan bobot sisi

|J w0 = 1) uae) = 12, ..Ut + L+ 2,0t 4 = 1))
xy€(G)

={1,2,.,JU{t+1L,t+2,..,v}={t+2,t+3,....t +v}
Jika pelabelan titik A digabung dengan pelabelan sisi dengan himpunan label sisi
{v+1,v+2,..,2v — 1}, maka diperoleh pelabelan total (2v + t + 1, 0)-sisi-
anti ajaib super atau total (v + t + 3, 2)-sisi anti ajaib super. Berikut

diberikan penjelasannya :

a. Pelabelan Total (2v + t + 1, 0)-sisi anti ajaib super
e Bobot sisi minimum yang mungkin pada pelabelan A adalah 2v + t + 1,
karena jika a; dilabeli dengan v — 1, b; dilabeli dengan v dan sisinya
dilabeli dengan label minimum yaitu ¢ + 2 maka :

w(a;b;) = A(a;) + A(b;) + A(a;b;) untuk suatu i, j
=v—1+v+(t+2)
=2v+t+1
Jumlah bobot sisi yang mungkin adalah 2v + ¢t + 1

e Bobot sisi maksimum yang mungkin pada pelabelan A adalah 2v + t +
1, karena jika a; dilabeli dengan 1, b; dilabeli dengan v dan sisinya
dilabeli dengan label maksimum yaitu ¢ + v maka:

w(a;b;) = A(a;) + A(by) + A(a;b;) untuk suatu i, j
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=1 + v +(t+v)
=2v+t+1

Jumlah bobot sisi yang mungkin adalah 2v + t + 1.

Untuk bobot sisi minimum yang mungkin pada pelabelan A adalah :

2Zv+t+1<a

Untuk bobot sisi maksimum yang mungkin pada pelabelan h adalah :

a+(@w-2)d<2v+t+1 ... (3.6)

Subtitusikan (3.5) ke (3.6) , sehingga :

= 2v+t+1+(w=-2)d < a+(v-2)d<2v+t+1
= 2v+t+1+(w—-2)d < 2v+t+1
PN w—2)d < 2v+t+1-Qu+t+1)
=N v-2d < 0
o d < 0

T (w-2)
o d < 0. |

Karena0 < ddan d < 0Omakad = 0.

b. Pelabelan total (v + t + 3, 2)-sisi anti ajaib super

e Bobot sisi minimum yang mungkin pada pelabelan A adalah v + t + 3,
karena jika a; dilabeli dengan 1, b; dilabeli dengan v dan sisinya dilabeli

dengan label minimum yaitu (t + 2) maka :

w(aibj) = A(q;) + l(b]) + A(aibj) untuk suatu i, j
=1+v+(t+2)

=v+t+3
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Jumlah bobot sisi yang mungkin adalah v + t + 3

* Bobot sisi maksimum yang mungkin pada pelabelan 1 adalah 3v + t —
1, karena jika titik pusat c; dilabeli dengan v — 1, titik pada daun
n; dilabeli dengan v, dan sisinya dilabeli dengan label minimum yaitu

(t + v) maka :

w(a;b;) = A(a)) + A(b;) + A(a;b;) untuk suatu i, j
=v—-1+v+(t+v)
=3v -+t =1

Jumlah bobot sisi yang mungkin adalah 3v + ¢t — 1.

Untuk bobot sisi minimum yang mungkin pada pelabelan A adalah :

v+t+3<a

Untuk bobot sisi maksimum yang mungkin pada pelabelan A adalah :

a+(v-2d<3v+t-1 ... (3.8)
Subtitusikan (3.7) ke (3.8) , sehingga :
=3 v+t+3+(v—-2)d < a+(v-2)d<3v+t—-1
= v+t+3+(w—-2)d < 3v+t-1
= w-2)d < v+t—-1—-(v+t+3)
= (v=2)d < 2v—-4
2(v-2)
< — 7
= d < =2
= d £ 2. [

Karena2 <ddan d < 2makad = 2.
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Contoh 3.3

Akan diberikan pelabelan total (2v + t + 1,0)-sisi anti ajaib super pada graf ulat
$3,4.4,4,3- Karena pelabelan total (2v +t+ 1,0)-sisi anti ajaib super dan
[V(G)| = 15, maka himpunan label untuk titik V = {1,2,3, ...,15} dan himpunan

label untuk sisi E = {16,17, ...,29}.

b 1 b2 b 4 bS e b8
\/ ,,3 \/ )
as a, aQ,

Qag as as a,

Gambar 3.8 Graf ulat S3,4 4,4 ,3

Dari gambar dapat diketahui bahwa t = 7, sehingga diperoleh pelabelan total

(25,0)-sisi titik anti ajaib super pada graf ulat S3,4 ,4 ,4,3-
Langkah- langkah untuk melabelkan Graf $3,4 .4 ,4,3

1. Beri label masing-masing titik berdasarkan konstruksi 1. Karena d = 0, maka:

a) Aay) =1 i) Mas)=3
b) A(bs) =10 ) Abg) =11
) Aag) =4 k) A(bs) = 12
d) Mbg) =13 ) Aas)=5
e) May) =7 m) A(a;) = 6
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fH A,) =8 n) A(b,) = 14
g8 A(b)) =9 0) A(bg) = 15

h) Aag) = 2

. Beri label sisi-sisi pada graf dengan cara sebagai berikut:
> Lihat pelabelan titik pada langkah 1 yang telah dilabeli,
» Label sisi terkecil diletakkan pada sisi dimana jumlah label kedua titik

yang terkait dengan sisi tersebut adalah nilai terbesar, sebagai berikut :

a) A(asby) =29 h) A(ashs) = 22
b) A(asb;) =28 i)  Aasbs) = 21
¢) Alasbs) =27 i) Mbsaz) =20
d) A(biag) = 26 k) Abgaz) = 19
€) A(bsas) =25 ) Abgay) =18
f) A(bsay) = 24 m) Mayby) = 17
g) Masbs) =23 n) A(arbg) = 16

. Diperoleh bobot sisi untuk masing-masing sisi adalah :

a) wy =AMay) +A(asbg) + A(bg) = 1+29 + 8 = 38

b) w; =A(ay) +AM(a1h,) +A(b;) =1+28+9 =38

c) ws = A(bg) + Albgay) + A(a;) =1 +27 +10 = 38
d) wy = A(bg) + A(bgay) + A(a,) =10+ 26 + 2 = 38
e) ws = A(bg) + A(bgaz) + A(az) =10+ 25+ 3 = 38
) we = A(ay) + A(aghg) + A(bg) = 10 + 24 + 4 = 38
g) wy; = A(ay) + Alasbs) + A(bs) = 4+ 23 + 11 = 38
h) wg = A(a,) + A(aghy) + A(b,) =4+ 22+ 12 =38

i) wy=A(b3) +A(bza,) + A(a,) =4+21+13 =238
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J) wo =A(b3) + A(bsas) + AM(ag) =13+ 20+ 5 = 38

k) wyo = A(b3) + A(bsag) + M(ag) =13 +19 + 6 = 38
) wy, =2A(a;) +r(azb3) +A(b3) =13+ 18+ 7 =38
m) wy, = May) + A(azby) +A(by) =7 +17 + 14 =38

n) wys =A(ay) +Alasby) +A(b,) =7 +16 + 15 = 38

Maka himpunan bobot sisi graf ulat $3,4,4.4.3, W = {38}, sehingga diperoleh

pelabelan total (38,0)-sisi ajaib super pada graf ulat Ss,4 ,4 ,4,3-
8 9 11 12 14 15
2 28 2 22 1 16
278 2
1 24 4 18 ;
2 5 20 19

Gambar 3.9 Pelabelan total (38, 0)-sisi ajaib super pada Graf ulat S3,4 ,4 ,4,3

Contoh 3.4

Akan diberikan pelabelan total (v + t + 3, 2)- sisi anti ajaib super pada graf ulat
$3,4.,4.4,3- Karena pelabelan total (v +t+ 3,2)- sisi anti ajaib super dan
|[V(G)| = 15, maka himpunan label untuk titik V = {1,2,3, ...,15} dan himpunan

label untuk sisi £ = {16,17, ...,29}
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Qg as as a;

Gambar 3.10 Graf ulat S3,4 ,4 ,4 ,3

Dari gambar dapat diketahui ¢ = 7, sehingga diperoleh pelabelan total (25,2)-sisi

titik anti ajaib super pada graf ulat S3,4 ,4 ,4,3-

Langkah- langkah untuk melabelkan graf $3,4 ,4,4 ,3

1. Beri label masing-masing titik berdasarkan Konstruksi 1. Karena d = 2,
maka:

a) May) =1 i) Adas) =3
b) A(b3) =10 i) Mby) =11
) Mas) =4 k) A(bs) = 12
d) Abs) =13 ) Aas)=5

e) AMay) =7 m) A(a) = 6

f) A(b) =8 n) A(h;) = 14
g) A(b) =9 0) A(bg) =15
h) Afag) =2

2. Beri label sisi-sisi pada graf dengan cara sebagai berikut:

> Lihat pelabelan titik pada langkahl yang telah dilabeli,
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> Label sisi terkecil diletakkan pada sisi dimana jumlah label kedua titik

yang terkait dengan sisi tersebut adalah nilai terkecil, sebagai berikut :

a) Mayby) = 16 h)  Aagbs) = 23
b) Mayby) =17 i) Masb) = 24
¢) A(asb3) =18 i) Mbeas) =25
d) A(bsag) = 19 k) Absaz) =26
€) A(bsas) = 20 ) Abeay) =27
f) A(bsas) =21 m) Aayb,) = 28
g2) Mash,y) = 22 n)  A(aybg) = 29

. Diperoleh bobot sisi untuk masing-masing sisi adalah :
a) wy = A(ay) +AM(a1by) +A(bg) =1+ 16 +8 =25
b) w; =A(ay) + A(ab,) + A(b;) =1+ 17+ 9 = 27
c) ws =A(bg) + A(bgay) +AM(a;) =1+18+10 =29
d) w, = A(bg) + A(beaz) + A(ay) =10+ 19+ 2 = 31
e) ws = A(bg) + A(bgas) + A(az) = 10 + 20 + 3 = 33
) we = Aas) + Maghg) + A(bg) = 10 + 21 + 4 = 35
g) wy = Aay) + A(agbs) + A(bs) = 4+ 22 +11 = 37
h) wg = A(ay) + A(ashy) + A(by) = 4 + 23 + 12 = 39
i) wg = A(b3) +A(bza,) +A(ay) =4 +24 +13 =41
i) wo = A(b3) + AM(b3as) + A(as) =13+ 25+ 5 =43
k) wio = A(b3) + A(bsa¢) + A(ag) =13 +26+ 6 =45
1) wyy =May) +A(arhs) + A(bs) = 13 + 27 +7 = 47
m) wy, = A(a;) + AM(asby) + A(b,) =7 + 28 + 14 = 49

n) wys = A(a;) +A(azb,) +A(by) =7 +29+15 =51
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Maka himpunan bobot sisi graf ulat S3,4.4.4,3, W = {25,27, ...,51}, sehingga

diperoleh pelabelan total (25,2)-sisi anti ajaib super pada graf ulat S3,4 4,4 ,3.

8 9 11 12 14 15

1 17 2 23 2 29

18 10 24 13
71
1 4 27
19 0 25/ \26
2 3 5 6

Gambar 3.11 Pelabelan total (25, 2)-sisi anti ajaib super pada Graf ulat

$3,4,4.4,3
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BAB IV

KESIMPULAN

Graf ulat Sy, . .. adalah graf yang diperoleh dari r buah graf bintang,
dimana dua titik pusat Sn; dan Sn;,; dihubungkan oleh satu sisi, untuk setiap
i=1.273,..,r— 1. Pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib super adalah pemetaan
satu-satu A :V(G) VE(G) —{1,2,...,v + e}, sedemikian sehingga himpunan
semua bobot sisi dari semua sisi di G, dinotasikan W (xy) = {w(xy)|w(xy) =
AX) + A(y) + A(xy), xy € E(G)} dapat ditulis sebagai W(xy) = {a,a +d,a +

2d,...,a+ (v —2)d} untuk suatua > 0 dand > 0.

Pada tulisan ini telah ditunjukkan bahwa S, p, . mempunyai pelabelan
total (a, d)-sisi anti ajaib super dengan batasan d < 3. Pada tulisan ini juga telah
ditunjukkan bahwa Sn,, n,, ..., n,. adalah graf total (a, 0)-sisi anti ajaib super dan

graf total (a, 2)-sisi anti ajaib super.
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