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ABSTRAK

Pada skripsi ini akan dikaji bilangan Ramsey untuk pasangan pokon dan roda
dengan lima atau enam titik. Untuk dua graf, G dan H, bilangan Remsey graf
R(G, H) didefinisikan sebagai bilangan terkecil n sedemikian sehingga setiap graf
F dengan n titik akan memuat G atau komplemen dari F memuat f. Akan
dipelajari bilangan Ramsey R(G,W,,) jika G adalah sebarang pohon T, akan
ditunjukkan jika 7, bukan suatu bintang maka bilangan Ramsey

R(Ts, Wa) = 20— 1 untuk n > 4

R(T,,Ws) = 3n—2 untuk n. > 3

Kata Xunci: bilangan Ramsey graf, pohon T,,roda Wy,

t
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf sering digunakan dalam menyederhanakan atau menganalisis
suatu permasalahan yang ditemui dalam kehidupsn sehari-hari. Teori graf ber-
fungsi untuk mengaitkan hubungan antars suatu himpunan objek dengan himpu-
nan objek lainnya. Graf merepresentasikan objek-objek diskrit dan kaitan antara
objek-objek tersebut. Representasi dari teori graf adalah dengan menyatakan
objek sebagai titik, sedangkan hubungan antar objek dinyatakan dengan sisi. Se-
bagai contoh, misalkan sebuah peta jaringan jalan raya yang menghubungkan
sejumlah kota pada sebuah propinsi. Pada peta tersebut terdapat sebuah graf,
dimana kota dinyatakan sebagai titik dan jalan raya dinyatakan sebagai sisi.

Salah satu teori yang berkembang pesat dalam bidang graf adalah teori
Ramsey. Teori Ramsey pertama kali dikernukakan oleh Frank Plumpton Ram-
sey pada ’;:ahun 1930. Ramsey menunjukkan bahwa untuk setiap bilangan asli n,
terdapat bilangan asli R(n), sedemikian sehingga jika sisi-sisi dari graf lengkap de-
ngan R(n) titik diwarnai dengan warna merah atau biru, maka graf tersebut akan
selalu memuat graf lengkap K, merah atau K, biru sebagai subgraf. Bilangan
R(n) ini kemudian disebut sebagai bilangan Ramsey. Kemudian, permasalahan

ini diperluas oleh Erdds dan Szekeres pada tahun 1935. Mereka membuktikan



bahwa jika diberikan dua buah bilangan asli e dan b dengan a dan b > 2, maka
terdapat bilangan asli R(a, b) sedemikian sehingga jika sisi-sisi dari graf lengkap
dengan R(a,b) titik diwarnai dengan warna merah atau biru, maka graf tersebut
akan selalu memuat graf lengkap Ko merah atau K biru sebagai subgraf.

Pada perkembangan selanjutnya studi bilangan Ramsey tidak hanya ter-
batas pada graf lengkap saja tetapi juga telah diperumum untuk jenis graf se-
barang lainnya, seperti Cycle, roda, pohon, bintang, pasangan pohon dan roda,
pasangan bintang dan roda, dan lain-lain.

Qalah satu studi bilangan Ramsey yang telah dilakukan yaitu untuk pasan-
gan pohon dan roda. Salah satu graf yang termasuk pohon adalah bintang. Pe-
nentuan bilangan Ramsey untuk pasangan bintang dan roda telah dilakukan oleh
Surahmat dan E.T Baskoro (lihat [8]) dimana bilangan Ramsey untuk pasangan

bintang S, dan roda Wy, untuk 7n = 4 dan 5 adalah :

9n—1, nganjil dann >3
R(Sn, W) =

In+1l, n>3
R(Sn, Ws) = 3n — 2,1’!. > 3
Berdasarkan hasil penelitian tersebut maka menarik untuk dibahas bagai-
mana menentukan bilangan Ramsey graf untuk pasangan pohon selain bintang

dan roda.



1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang dikaji pada tugas akhir ini adalah bagaimana cara

menentukan bilangan Ramsey untuk pasangan pohon selain bintang dan roda.

1.3 Pembatasan Masalah

Pada tugas akhir ini, kajian tentang bilangan Ramsey untuk pasangan
pohon dan roda dibatasi pada banyaknya titik pada roda yaitu lima atau enam

titik.

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah untuk menentukan bilangan Ram-

sey untuk pasangan pohon dan roda dengan lima atau enam titik.

1.5 Sistematika Penulisan

Tugas Akhir ini dibagi menjadi empat bab, yaitu Bab I menguraikan ten-
tang latar belakang, perumusan masalah, pembatasan masalah, tujuan penulisan,
dan sistematika penulisan, sedangkan pada Bab I, berisi teori-teori dan definisi
yang mendukung pembahasan dalam permasalahan yang akan dibahas. Kemu-
dian, pembahasan serta penyelesaian permasalahan dalam penulisan tugas akhir
ini akan diberikan pada Bab III. Penulisan tugas akhir ini diakhiri oleh Bab IV

yang berisi kesimpulan.



BAB II

LANDASAN TEORI

r

Pada bab ini akan dibahas tentang definisi dan terminologi, jenis-jenis graf,

dan pengertian bilangan Ramsey graf.

2.1 Definisi dan Terminologi

Semua definisi dan terminologi pada bagian ini dikutip dari [2].

Graf G = (V(G), E(G)) = (V, E) adalah pasangan himpunan terurut yang ter-
diri dari himpunan titik-titik yang tak kosong (vertices)V (G) dan himpunan sisi
(edges) E(G). Banyaknya titik di G' dinotasikan dengan [V (G)| = p, disebut orde
dari G dan banyaknya sisi di G dinotasikan dengan |E(G) = g, disebut ukuran
dari . Misalkan u dan v adalah dua titik yang bertetangga di G. Jika v dan v
dihubungkan oleh lebih dari satu sisi maka G dikatakan graf yang memuat sisi
ganda_ Selanjutnya, jika titik-titik ujung dari suatu sisi terkait pada tifik yang
sama, maka sisi tersebut dinamakan loop.

Graf G dikatakan graf sederhana apabila G tidak memuat sisi ganda dan
loop. Untuk selanjutnya, pada tulisan ini hanya dibicarakan graf sederhana. Titik
u disebut bertetangga (adjocent) dengan titik v jika e = uv € E(G) dan sisi
e dikatakan terkait (incident) dengan titik  dan v. Dua sisi e; dan e; pada G

disebut sisi-sisi yang bertetangga jika e; dan e, terkait pada satu titik yang sama.




Jalan (walk) dari titik uo ke titik u, di G adalah barisan hingga g, €1, U, €2,

Un, ., Un—1, Eny Un dari titik-titik dan sisi-sisi di G sedemikian sehingga e; = u;—1u; €
E(G) untuk i = 1,2, ...,n. Panjang dari jalan adalah banyaknya sisi dari barisan
terscbut. Jalan dikatakan tertutup jika ue = u,, dan dikatakan terbuka jika
ug # 1U,. Lintasan adalah jalan yang semua titiknya berbeda.

Derajat dari titik = di G adalah banyaknya sisi yang terkait dengan titik
z dan dinotasikan dengan d(z). Jika d(z) = 0, maka z dikatakan titik terisolasi.
Derajat minimum dari G, dinotasikan dengan §(G), adalah derajat terkecil dari
titik-titik di G, sedangkan derajat terbesarnya disebut derajat maksimum dari G
dan dinotasikan dengan A(G).

Gambar 2.1.1 memperlihatkan anggota himpunan titik V(G) = {v1, v2, va, 14, vs}
dengan [V(G)| = 5, sedangkan anggota himpunan sisi £(G) = {e1,€3,€3,¢4,€5,€6}
dengan [E(G)| = 6. Titik v; bertetangga dengan titik v, dan v; sedangkan sisi eg

bertetangga dengan sisi e; dan e3.

55

€y

Gambar 2.1.1. Ilustrasi ketetanggaan pada suatu graf



Lingkungan dari titik-titik v € V(G} di B C V(G) adalah semua titik

yang bertetangga dengan titik v di B ¢ V/(G), ditulis Ng(w) ={y € V(G)|vy €
E(G)}. Sebagai contoh pada gambar 2.1.1 misalkan B = {v2,vs} maka Np(v) =
{wv1,v4,v5}. Kardinalitas dari Np(v) dinotasikan dengan Dp(v). Dua titik di G
dikataken saling bebas jika dua titik tersebut tidak bertetangga. Suatu him-
punan I C V(G) dikatakan himpunan saling bebas jiks setiap dua titik di I
tidak bertetangga. Secara serupa, dua sisi dalam G dikatakan saling bebas jika
dua sisi tersebut tidak bertetangga.

Misalkan G = (V, E) adalah suatu graf berorde n dan X C V. Himpunan
X disebut himpunan bebas jika untuk setiap dua titik z,y € X berlaku zy -4
E(G). Misalkan ¥ adalah himpunan bebas dari G. Jika untuk setiap himpunan
bebas X dari G berlaku | X| < |Y], maka Y disebut himpunan bebas terbesar
dari C. Kardinalitas himpunan bebas terbesar dari G dinotasikan dengan c(G).
Komponen bebas terbesar dari G adalah G itu sendiri. Dapat ditulis ¢(G) = |G].
Sebagai contoh ¢(T;,) = n karena ¢(T3,) = |Tn| = n.

Titik u dikatakan terhubung dengan titik v pada graf G, jika terdapat suatu
lintasan dengan titik u dan v sebagai titik ujungnya. Setiap graf G dikatakan
graf terhubung jika setiap dua titiknya terhubung, sedangkan graf yang tidak
demikian disebut graf tak terhubung. Jarak dari titik u ke titik v pada suatu graf,
dinotasikan d(u,v), didefinisikan sebagai panjang lintasan terpendek dari u ke v
di G. Jika tidak terdapat lintasan dari dua titik di suatu graf maka jarak kedua

titik tersebut didefinisikan sebagai tak hingga.



Misal terdapat graf G dan H. Jika V(H) C V(G) dan E(H) C E(G) maka
H disebut subgraf dari G, dan dinotasikan H C G. Misalken u € V(G) dengan
[V(G)| > 2, maka G—u adalah subgraf dari graf G dengan V(G —u) = V(G)\{u}
dan E(G — u) = E(G)\{uv|v € V(G)}. Misalkan e = uv € E(GQ), maka G —e
adalah suatu subgraf dari graf G dengan V(G — e) = V(G) dan E(G —¢) =

E(G)\{e} seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.1.2 berikut :

G . H] H.!
e
] @ ® i

Qambar 2.1.2. Contoh Subgraf Hy =G —udan H, =G — ¢

F dikatakan subgraf maksimal dari graf G jika setiap subgral H dari
graf G berlaku F C H C G maka F = H. Bila F merupakan subgraf maksimal
dan terhubung dari graf G, maka F' disebut subgraf terhubung maksimal.

Setiap subgraf terhubung maksimal dari graf tak terhubung GG disebut
komponen dari G. Banyaknya titik pada komponen terbesar dalam graf G dil-
ambangkan dengan ¢(G).

Subgraf F* dikatakan subgraf yang menginduksi (induced subgraph) graf
G jika F subgraf dari G dan juga untuk w,v € V(F) dan wv € E(G) mengak-
ibatkan uv € E(F). Graf G yang diinduksi oleh F dinotasikan dengan G{F].
Contoh graf G yang diinduksi oleh subgraf I dapat dilihat pada Gambar 2.1.3

berikut.



Gambar 2.1.3. Ilustrasi penginduksian suatu graf

Komplemen dari G, dinotasikan dengan G, adalah graf dengan himpunan
titik V(G), dimana dua titik bertetangga di G jika dan banya jika dua titik
tersebut tidak bertetangga di G. Suatu graf G memenuhi G = G. Contoh suatu

graf dan komplemennya diberikan oleh Gambar 2.1.4 berikut.

t v H ®

Gl

Gambar 2.1.4. Graf dan Komplemennya

Bilangan kromatik {chromatic number) dari graf G adalah bilangan asli
terkecil k sedemikian sehingga. jika titik-titik di G diwarnai dengan k warna maka
tidak ada dua titik yang bertetangga yang mempunyai warna yang sama. Bilangan

kromatik dari G dinotasikan dengan x(G).




Sebgai contoh :

) 3, untuk m genap
X(H/m) =
4, untuk m ganjil

1. x(W,,) = 3 untuk m = 2n, dengan n =1,2,3, ...
Bilangan kromatik pada bintang untuk nilai m genap adalah 3. Hal ini
diperoleh, karena setelah dilakukan pewarnaan pada bintang sehingga tidak

ada dua titik yang bertetangga yang mempunyai warna yang sama, maka

terdapat tiga warna yaitu abu-abu, merah dan biru [lihat Gambar 2. 1.5].

Gambar 2.1.5. Bilangan kromatik pada bintang dengan m genap

2. x(W,) = 4 untukm = 2n + 1, dengan n = 1,2,3, ....
Bilangan kromatik pada bintang untuk nilai m ganjil adalah 4. Hal ini
diperoleh, karena setelah dilakukan pewarnaan pada bintang schingga tidak
ada dua titik yang bertetangga yang mempunyai warna yang sama, maka
terdapat empat warna yaitu abu-abu, merah,biru dan hijau (lihat Gambar

2.1.6).



Gambar 2.1.6. Bilangan kromatik pada bintang dengan mn ganjil

2.2 Jenis-jenis Graf

Berikut adalah beberapa jenis graf yang akan digunakan dalam pemba-
hasan ini.
1. Lintasan (Path)
Lintasan (path) adalah jalan (walk) yang semua titiknya berbeda. Lintasan
dengan n titik dilambangkan dengan P,. Lintasan dengan n titik memiliki

n — 1 sisi. Pada Gambar 2.2.7 diperlihatkan lintasan dengan 3 dan 4 titik.

L & @ L 4 B S * ®

Gambar 2.2.7. Lintasan P; dan F;

2. Cycle(Siklus)
Cycle(siklus)adalah graf terhubung yang setiap titiknya berderajat dua. Sik-

lus dengan n titik dilambangkan dengan Cp,n > 3. Gambar 2.2.8 meru-

pakan siklus dengan 3 < n < 6.
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RESRe:

Cs Cy 5 Ce

Gambar 2.2.8. Siklus Cs, Cy, Cs dan C.

. Roda
Roda (wheel) adalah suatu graf yang diperoleh dengan cara menambahkan
satu titik zo, yang bertetangga dengan semua titik di Cp. Wi = 39+ Cp.
Roda dengan m + 1 titik dilambangkan dengan simbol W;,, m > 3.
2R
AWK

\*Vg w-& \VS

Gambar 2.2.9. Roda W3, W, dan W5

. Pohon (tree)

Pohon dengan n titik dilambangkan dengan T;,. Pohon adalah graf ter-
hubung berorde n yang tidak memuat siklus. Titik-titik berderajat satu
pada pohon dinamakan daun. Gambar 2.2.10 memperlihatkan salah satu

pohon dengan n = 18.
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Gambar 2.2.10. Pohon Tig

5. Bintang

Bintang adalah pohon berorde n yang memiliki 1 titik berderajat n — 1
yang disebut pusat dan n — 1 titik berderajat satu. Bintang dengan n titik
dilambangkan dengan S,,. Pada Gambar 2.2.11 diberikan bintang So dengan
titik pusat ve.

Vs ve
; Vs

Wy Va

it P 113

Gambar 2.2.11. Bintang Sy

. Graf Lengkap
Graf lengkap ( complete graph ) adalah graf sederhana yang setiap titiknya
bertetangga ke semua titik lainnya. Graf lengkap dengan n titik dilam-

bangkan dengan K. Setiap titik pada K, berderajat n—1. Banyaknya sisi
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pada graf lengkap dengan n titik adalah n(n — 1)/2. Pada gambar 2.2.12

diberikan beberapa contoh dari graf lengkap.

K K: Ks K

¥ 4 % L3

Gambar 2.2.12. Graf Lengkap K>, K3, K4 dan Ks

7. Graf Pesta (Cocktail-Party Graph)
Graf pesta I, adalah suatu graf yang diperoleh dari graf lengkap K, de-
ngan cara menghapus sebanyak n sisi yang saling bebas. Pada Gambar
2.2.13 bagian (a) adalah graf lengkap K¢ dan bagian (b) adalah graf pesta

Hi.

(a) K, (b) H,
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2.3 Operasi-operasi pada graf

Misal terdapat dua graf G; dan G dimana :
V(Gil=m [V(G2| =p2
E(Gil=a |E(G2| = ¢
Terdapat beberapa operasi terhadap kedua graf tersebut, diantaranya

1. Operasi Gabungan (Union). Graf G3 dikatakan sebagai gabungan dari Gy

dan G, dinotasikan G3 = G; U G; apabila
V(Gs) = V(G1) U V(Gs) dan E(G3) = E(G1) U E(G-).
diperoleh bahwa

[V(G3)| = [V(G1)| + V(G2)| = p1 + P2

[B(Gs)| = |E(G)| + |E(G2)| = @1 + @2

9. Operasi tambah (join). Graf G4 dikatakan sebagai join dari Gy dan Gy,
dinotasikan G = G5 + G- apabila untuk setiap titik di G; diberikan sisi-sisi
yang menghubungkan titik tersebut dengan semua titik di Go. Diperoleh

bahwa

V(Gg)| = V(G| +V(Ga)| =p + P2

|E(Gy)| = |E(GL)] - |E(G)| + IB(G)| + |E(G2) =1 - @2 + a1 + @2
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3. Operasi perkalian cartesius { Cartesian Product). Graf Gs dikatakan sebagai

hasil kali dari (G; dan Gs), dinotasikan G5 = G X G, apabila memenuhi
syarat berikut. Setiap titik u € G5 dapat ditulis sebagai pasangan terurut
(u1,u2) dimana u; € V(G,) dan up € V(Gz). Dua titik u dan v di Gs

dikatakan bertetangga jika

(i) u; = v; dan ugup € E(Gg), atau

(11) Uy = Vo dan wqv;, € E(G])
Diperoleh bahwa

IV(Gs| = [V(Gi] - [V(Gz| = pip2

|E(Gs| = [V(Gy] - |[E(Ge| + [V(Gal - |B(G1| = pr1g2 + P2t

Lebih jelasnya dapat dilihat pada Gamber 2.3.14 dimana Gy = GLUG;, Gy =

G1+G2 da.nG5:G1><G'2.

I I

G
G G=GuG G2 GG,
("L‘"3) ("1-"'2} ("],“'g)
)
- - Ih ‘.'.! “*"l
" (vitta) (v} (1)

Gambar 2.3.14. Operasi pada graf
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2.4 Bilangan Ramsey Klasik

. Definisi dari bilangan Ramsey klasik diberikan sebagail berikut.

Definisi 2.4.1. Misalkan a,b > 2 adalah bilangan asli. Bilangan Romsey R(a,b)
adalah bilangen asli terkecil n sedemikian sehingga, jika sisi-sisi graf lengkap K,
diwarnai dengan warna merah otou biry, meke senantiosa terdapat subgraf K,

merah atau K, biru.
Dari definisi diatas dapat ditulis bahwa
R(a,b) = R(K,, K;)

dengan a dan b adalah banyaknya titik pada graf lengkap. Karena setiap graf F

memenuhi F = F, maka bilangan Ramsey klasik bersifat simetris yaitu :
R(a,b) = R(b, a).

Sebelum menentukan nilai eksak bilangan Ramsey, terlebih dahulu diberikan

definisi graf elok.

Definisi 2.4.2. Diberikan dua graf G dan H. Graf F' disebut graf (G, H)-elok jika
F tidak memuat G den F tidak memuat H. Sebarang graf (G, H)-elok dengen n

titik dinotasikan dengan graf (G, H,n)-elok.

Selanjutnya, akan ditinjau nilai eksak bilangan Ramsey klasik. Dalam hal

a =1 atau a = 2 jelas bahwa :

R(1,b) =1 dan R(2,b) =b. untuk sebarang b bilangan asli. 1)

16



Erdés dan Szekeres telah memberikan eksistensi dari bilangan Ramsey

klasik R(a,b) dengan menunjukkan batas atasnya sebagaimana teorema berikut.

Teorema 2.4.3. [6] Untuk setiap bilangan bulat positif a dan b, bilangan Ramsey

R(a,b) senantiosa ada; dan memenuhi

at+b—2
R(a,b) <
a—1

Akibat 2.4.4. [6] Untuk setiap a > 2 dan b > 2 berlaku -

R{a,b) < R(ea—1,b) + R{a,b—1).

Selanjutnya, jika R(a — 1,b) dan R(a,b— 1) keduanya genap, maka

R(a,b) < R(a —1,b) + R(a,b—1).

Hingga saat ini, baru sembilan buah nilai eksak bilangan Ramsey klasik
yang diketahui. Greenwood dan Gleason (1955) menunjukkan R(3,3) = 6, R(3,4) =
9, R(3,5) = 14, R(4,4) = 18. Selanjutnya Kery (1964) membuktikan R(3,6) = 18
dan diikuti oleh Kalbfleisch (1966) yang memberikan R(3,7) = 23. Dua bilangan
Ramsey lain diberikan oleh Grienstead dan Roberts(1982), yaitu R(3,8) = 28 dan
R(3,9) = 36. Hasil terbaru dalam hal ini diberikan oleh McKay dan Radziszowski
(1995) yang menunjukkan bahwa R(4,5) = 25.

Untuk nilai e dan b lainnya, penentuan nilai eksak bilangan Ramsey klasik
merupakan persoalan yang sulit. Akan tetapi, batas atas dan batas bawah non-

trivial dari bilangan tersebut telah diperoleh, seperti pada tabel berikut :
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1870 | 3583 | 6090 | 10630 | 16944 | 27490 | 41525 { 63620
965 | 580
J 6588 | 12677 | 22325 | 39025 | 64871 | 89203
798 1265
10 23556 81200

Tabel 2.4.1. Bilangan ramsey Klasik [4]
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Berikut akan diberikan contoh pembuktian bilangan Ramsey klasik untuk

R(3,4) = 9, yang diketemukan oleh Greenwood dan Gleason (1955).
Teorema 2.4.5. [6] R(3,4)=09.

Bukti.

Karena R(2,4) = 4 (berdasarkan persamaan (1)) dan R(3,3) = 6 (berdasarkan
tabel 2.4.1) keduanya bilangan genap, maka menurut Akibat 2.4.4, diperoleh
R(3,4) < R(2,4) + R(3,3) = 4+ 6 = 10. Selanjutnya karena diperoleh graf

(K3, K, 8)-elok seperti pada Gambar 2.4.15 maka haruslah R(3,4)=9.

Gambar 2.4.15. Graf (K3, Ky, 8)-elok [6]

2.5 Bilangan Ramsey Graf

Definisi 2.5.6. Diberiken due graf G dan H. Bilangan Ramsey graf R(G, H)
didefinisikan sebagai bilangan terkecil n sedemikian sehingga setiap graf F dengan
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n titik akan memuat G atau komplemen dari F memuat H.

Selanjutnya akan dibahas batas bawah bilangan Ramsey graf. Dengan
menggunakan konsep bilangan kromatik pada graf H dan ¢(G), Chévatal dan

Harary memperoleh batas bawah bilangan Ramsey graf R(G, H) sebagai berikut.
Teorema 2.5.7. [6](Batas Bawah) Untuk setiap grof G dan H berloku
R(G, H) > (c(G) = )(x(H) = 1) +1

dimana y(H) adalah bilangan kromatik pada graf H, dan ¢(G) adalah banyak
titik pada komponen maksimal dalam graf G.

Bukti.

Misal terdapat graf F = (x(H) — 1)K(,(c)-1)- Dalam hal ini F' tidak memuat
G sebagai subgraf karena setiap komponen dari F' mempunyai orde c(G) — 1.
Karena x(F) < x(H)—1 maka F tidak memuat H. Diperoleh R(G, H) > (c(G)—

D(x(H)—1)+1. n

Contoh 2.5.1.

Misal terdapat graf G = P; dan H = W, karena ¢(P;) = 4 dan x(W;) = 4, maka

berdasarkan teorema 2.5.7 diperoleh
R(Py,W5) > (4—-1)(4—1)+1=10.

Misal F = (x(Ws) — 1)Ky(pyy-1 = (4 — 1) K31 = 3K3 (dengan |V (F)| = 9). Jelas

F tidak memuat P,, karena setiap komponen F' mempunyai orde c(P) — 1 =
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4 -1 = 3. Selanjutnya, karena x(F) < x(Ws) — 1 = 4 — 1 = 3, maka F tidak
akan memuat Ws. Sehingga haruslah R(Py, W;) > 10.
Untuk menunjukkan bahwa bilangan Ramsey R{G, H) = n, dilakukan dua

langkah pembuktian sebagai berikut:

e Langkah 1. Menunjukkan bahwa R(G, H) < n, dengan cara menunjukkan
bahwa sebarang pewarnaan merah-biru pada semua sisi dari graf K, memuat

graf G merah atau graf H biru.

e Langkah 2. Menunjukkan bahwa R(G, H) > n, dengan cara menunjukkan
bahwa terdapat pewarnaan merah-biru pada semua sisi dari graf K, _; se-
hingga K, _; tidak memuat graf G merah dan juga tidek memuat graf H

biru.
Contoh 2.5.2.

Akan dibuktiken R(Kj3, Ky) = 9, dengan langkah-langkah berikut.

(1) R(K3, Ky) <09.
Andaikan K tidak memuat K3 mergh. Akan ditunjukkan bahwa K¢ memuat

K4 biru [lihat Gambar 2.5.16].

(5) R(K;, Ks) > 9.
Andaikan Kg tidak memuat K3 merah. Akan ditunjukkan Kj juga tidak

memuat K biru {lihat Gambar 2.5.17].

Dari pernyataan (i) dan (ii) terbukti bahwa R(Kj3, K4) = 9.
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(a) K, tidak memuat K; merah ib) K, memuat K. biru (¢) Ky yang diwarnai dengan

warna merah dan biru

Gambar 2.5.16. Tlustrasi untuk batas atas bilangan Ramsey graf

& 1 e }
‘ - w
@ »
! \ - oL
Vg i
® ° 2
L @ - o
s .
Vs Vs
(a) Ki tidak memuat K: merah (b) Ky tidak memuat K biru
Gambar 2.5.17. Tustrasi untuk batas bawah bilangan Ramsey graf




Pada perkembangan selanjutnya, penentuan bilangan Ramsey tidak hanya

terbatas pada graf lengkap, tetapi dapat diperumum untuk graf yang lain. Pada
tulisan ini, bilangan Ramsey graf yang akan dikaji adalah untuk pasangan T, dan
W,, dimana m = 4 dan 5. Sebelum menentukan bilangan Ramsey graf tersebuf,

terlebih dahulu akan dibahas dua lema berikut.

Lema 2.5.8. Untukn ganjil, n > 3, dann = 2t-+1, grof Hy+ K1 memuat semua

pohon T, dengan n titik.

Bukti.
Akan ditunjukkan dengan menggunakan induksi matematika. Untuk n = 3, pohon

Ty = P; dan jelas bahwa P; = Hp + Ki, lihat Gambar 2.5.18 berikut.

H+K,

Gambar 2.5.18. Tlustrasi graf Py = H; + K,

Asumsikan lema ini benar untuk n < k dan n = 2¢ + 1, yaitu H, -+ K, memuat

semua pohon T, dengan n titik, lihat Gambar 2.5.19.
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Gambar 2.5.19. Ilustrasi graf H; -- K; memuat semua pohon T},

Akan ditunjukkan bahwa H;,;+ K; memuat semua pohon T},;2 dengan n+ 2 titik.
Misal T suatu pohon dengan n + 2 titik, maka T setidaknya memuat dua daun,
sebut saja x; dan 5. Jika kedua titik tersebut dihapus dari T', maka diperoleh

suatu pohon 7” dengan n titik, lihat Gambar 2.5.20.

Gambar 2.5.20. Tlustrasi pohon T,,,» dan T”

Menurut asumsi induksi matematika, pohon 7’ akan termuat dalam H;+ K3, lihat

Gambar 2.5.21.
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Gambar 2.5.21. Tlustrasi pohon 7" termuat dalam graf H; + K

Karena graf Hyq+ K1 = Hy+ K1+ 21, 22 maka Heyy + K; memuat pohon T, lihat

Gambar 2.5.22. Maka lemma terbukti. [ |

N

/

Hye+K

Gambar 2.5.22. Nustrasi graf H; + K; + {1, 22} dan graf Hy; + Ky

N
Lema 2.5.9. Untuk n genap, n > 4, dan n = 2t, graf pesta H, dengan 2t tilik
akan memuat semua pohon T, dengan n titik kecuali bintang S,.

Bukti.

Akan ditunjukkan dengan menggunakan induksi matematika. Untuk n = 4, pohon
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satu-satunya yang bukan bintang adalah lintasan P;. Dalam hal ini, I’y termuat

dalam H,, lihat Gambar 2.5.23.

H .

Gambar 2.5.23. Ilustrasi P; termuat dalam H,

Misalkan lema benar untuk n = 2t, yakni H, memuat semua pohon 7, # S;,

dengan n titik, dan n bilangan genap, lihat Gambar di bawah ini.

B i

- e
[ 1)
| b |
. Jv /

yambar 2.5.24. llustrasi graf H, yang memuat semua pohon 7, tapi tidak

memuat bintang S,,

Selanjutnya, akan diperlihatkan H;y; memuat semua pohon Ty;2 # Spi2 untuk
n genap. Misalkan T suatu pohon yang bukan merupakan suatu bintang dengan

n + 2 titik. Maka T setidaknya memuat dua daun, sebut saja z; dan z,. Jika
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kedua titik tersebut dihapus dari pohon T,- maka diperoleh pohon 7" dengan n

tiﬂk. Menurut asumsi induksi pohon 7” akan termuat dalam Hj, lihat Gambar

2.5.25.

Gambar 2.5.25. (a) llustrasi graf 7' dan T" (b) graf T" termuat dalam H,

Karena Heyy = H,+ {71, 72} maka pohon 7" akan termuat dalam H,, tersebut.l

Gambar 2.5.26. Ilustrasi graf H;.; dan graf H, + {z1, 22}
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Teorema 2.5.10. [6] R(P,, W) = 2n — 1 untuk semuae n 2> 3.

Bukti.
Misalkan graf F dengan orde 2n — 1 dan tidak memuat lintasan F,. Akan ditun-
jukkan F memuat W,. Misalkan L adalah lintasan terpanjang di F, lihat Gambar

2.5.27.

(a) (b

Gambar 2.5.27. (a) Ilustrasi graf F tidak memuat lintasan P, (b) Iustrasi L

lintasan terpanjang di F'

Bila [V(L)| = 1 maka V(F) merupakan himpunan bebas, dan akibatnya F akan

memuat Wy, lihat Gambar 2.5.28.

Gambar 2.5.28. F memuat Wy
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Selanjutnya, asumsikan |V (L)| # 1. Misalkan p; dan p; adelah titik-titik ujung
dari L. Dalam hal ini zpy, zp; ¢ E(F) untuk setiap z € V{F)\V(L), lihat Gambar

2.5.29.

Gambar 2.5.29. Ilustrasi zp; dan zp, bukan anggota E(F)

Misalkan X = V(F)\V(L) dan Q adalah lintasan terpanjang dalam subgraf F[X]},

lihat Gambar 2.5.30.

Gambar 2.5.30. Iustrasi X = V(F)\V(L)

Bila [V(Q)] = 1 maka X merupakan himpunan bebas di F', dan akibatnya F akan

memuat Wy, lihat Gambar 2.5.31.
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Gambar 2.5.31. Hustrasi F memuat W,

Asumsikan |V(Q)| # 1. Misalkan ¢; dan ¢, adalah titik-titik ujung dari lintasan Q).
Karena |V (F)| = 2n — 1 dan lintasan terpanjang di F' mempunyai paling banyak
n — 1 titik maka ada sedikitnya satu titik w ¢ V(L) UV(Q) sedemikian sehingga
w tidak bertetangga dengan semua titik-titik ujung p;,p2, @1 dan ga. Dengan
demikian, F memuat W, dengan w sebagai porosnya dan himpunan {p;, q1, P2, @2}

sebagai rimnya. |

Gambar 2.5.32. Ilustrasi £ memuat Wy

30




Teorema 2.5.11. [6] R(P,, Ws) = 3n — 2 uniuk semua n > 3.

Bukti.

Misalkan graf ' dengan orde 3n— 2 dan tidak memuat lintasan F,, lihat Gambar

2.5.33.

Gambar 2.5.33. Nlustrasi graf F tidak memuat lintasan P,

Akan ditunjukkan F memuat Ws. Selanjutnya asumsikan |V(L)| # 1. Misalkan
p1 dan p, adalah titik-titik ujung dari L. Dalam hal ini zpy, zps & E(F) untuk

setiap z € V(F)\V(L), lihat Gambar 2.5.34.

Gambar 2.5.34. Tlustrasi zp; dan zp, bukan anggota E(F)
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Misalkan X = V(F)\V(L) dan Q adalah lintasan terpanjang dalam subgraf F[X ],

lihat Gambar 2.5.35.

Gambar 2.5.35. Hustrasi X = V(F)\V (L)

Bila [V(Q)| = 1 maka X merupakan himpunan bebas di F' dan akibatnya F akan -

memuat W, lihat Gambar 2.5.36.

Gambar 2.5.36. Nustrasi F memuat Ws

Asumsikan [V(Q)| # 1. Misalkan ¢; dan ¢, adalah titik-titik ujung dari lintasan
Q. Dalam hal ini zq1, zg; ¢ E(F) untuk setiap z € V(F)\(V(L) uV(Q)), lihat

Gambar 2.5.37.
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Gambar 2.5.37. Ilustrasi zq; dan zg, bukan anggota E(F)

Misalkan Y = V(F)\(V(L)} U V(Q)) dan R adalah lintasan terpanjang dalam

subgraf F[Y], lihat Gambar 2.5.38.

Gambar 2.5.38. Tlustrasi Y = V(F)\(V(L) UV (Q))

Bila [V(R)| = 1 maka Y merupskan himpunan bebes di F, dan akibatnya F

memuat Wi, lihat Gambar 2.5.39.
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Gambar 2.5.39. lustrast ¥ memuat W;s

Asumsikan |[V(R)| # 1. Misalkan r; dan r; adalah titik-titik ujung dari lintasan
R. Karena [V(F)| = 3n — 2 dan lintasan terpanjang dalam F mempunyai paling
banyak n— 1 titik maka ada sedikitnya satu titik w ¢ (V(LYuV(Q)UV(R)) sede-
mikian sehingga w tidak bertetangga dengan ke-enam titilk-titik ujung tersebut.
Dengan demikian, F memuat Ws dengan w sebagai porosnya dan {pr,@1,71,P2, 22}

sebagai rimnya, lihat Gambar 2.5.40. | |

Gambar 2.5.40. Ilustrasi F' memuat W
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BAB I1I
BILANGAN RAMSEY UNTUK PASANGAN POHON

DAN RODA DENGAN LIMA ATAU ENAM TITIK

Berikut adalah hasil utama dari kajian ini.

Dengan menggunakan lema 2.5.8 dan 2.5.9 akan ditunjukkan dua {eorema. berikut.

Teorema 3.0.1. Misalkan n > 4 dan diberikan pohon T, yang buken S,. Maka

bilangan Remsey grof R(T,, W4) = 2n — L.

Bukti.

Akan ditunjukkan dengan menggunakan induksi matematika. Untuk n = 4, di-
mana Ty # Sy hanya terdapat Ty = P;. Telah ditunjukkan pada Teorema 2.5.10
bahwa R(P,, W3) = 2n — 1 untuk n > 3. Asumsiken teorema 3.0.1 ini berlaku
untuk n < k, yaitu R(T},, Wy) = 2n — 1 untuk setiap pohon T, # S,. Misalkan
T adalah pohon dengan k titik yang bukan merupakan bintang Si. Selanjutnya
akan diperlihatkan bahwa R(Ty, Wy) =2k — 1.

Misalkan terdapat graf F' dengan orde 2k — 1 yang tidak memuat pohon T}, terse-
but. Akan ditunjukkan bahwa F memuat W;. Andaikan F tidek memuat W;.
Jika B merupakan himpunan bebas terbesar di F maka |B| < 4. Karena jika
|B| > 4 maka F' akan memuat Wy dimana hal tersebut bertentangan dengan

hipotesis di atas. Misalkan Y = V(F)\B. Selanjutnya, perhatikan fakta berikut.
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Fakta 1 : Setiap tilik di Y bertetangge dengan suetu titik di B.

Jika tidak demikian, B bukan merupakan himpunan bebas terbesar di F.
Sekarang, akan ditinjau tiga kasus berikut.

Kasus 1 : |B] < 2.

Jika |B| = 1 maka F harus merupakan suatu graf lengkap dan hal ini berakibat
F memuat T}, ini suatu kontradiksi. Jika |B| = 2, maka menurut asumsi induksi,
subgraf F[Y] memuat semua pohon Ti—; # Sp—: dengan k — 1 titik. Menurut
Fakta 1, diperoleh F D T}, hal ini kontradiksi dengan pernyataan F 2 Ti.
Kasus 2 : |B|=3.

Misalkan B = {by, bz, bs}. Menurut asumsi induksi, subgraf induksi F[Y] memuat
semua pohon yang bukan bintang dengan orde k£—2. Secara khusus, F[Y] memnuat
sebuah pohon Ty_» C Tj, dimana Ty diperoleh dari pohon T}, tersebut di atas
dengan cara menghapus dua daun f dan g di T} yang tidak bertetangga dengan
suatu titik yang sama di B. Misalkan Cg = V/(Ti_2). Misalkan pula ter.dapat titik
v dan titik v, di Cp sedemikian sehingga, fvg dan gu; merupakan sisi-sisi di E(Tk).
Menurut Fakts 1, terdapat titik b di B sedemikian sehingga vob, b € E(F), jika
tidak demikian, I akan memuat pohon T;. Katakaniah b = b;. Akibatnya subgraf
yang diinduksi oleh himpunan {b; } UC; akan memuat pohon Ty, di F. Misalkan

D = Y\C,. Jelas bahwa |D| = k — 2. Selanjutnya perhatikan dua fakta berikut.

Fakta 2 : Tidak ade titik di D sebagoi tetangga dari titik v; untuk setiap i =0, 1.

Jika tidak demikian, F' akan memuat pohon Tj.
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Fakta 3 : Setiap titik di D bertetangga dengon titik b; € B uniuk setiap j = 2, 3.
Jika tidak demikian, komplemen dari subgraf yang diinduksi oleh DU{b,, b3, vo, 01}
akan memuat Wy, hal ini kontradiksi dengan pernyataan F' 2 W,.

Misalkan Dy = DU{bs, b3}. Jelas bahwa [Dg| = k. Akibatnya diperoleh |Np(u)] =
% — 4 untuk setiap u € D, karena F' tidak memuat roda Wi.

Selanjutnya jika k genap, maka subgraf F[Dy] yang diinduksi cleh Dy memuat
graf H k- Akibatnya, menurut Lema 2.5.9, F[Dg] akan memuat pohon 7. Hal ini
kontradiksi dengan pernyataan F' 2 Tk.

Jika k& ganjil, maka subgraf F[Dp] akan memuat H 1 + K1. Menurut Lema 2.5.8,

F[Dy] memuat pohon 7. Hal ini kontradiksi dengan pernyataan F 2 Th.

Kasus 3 : |B] = 4.

Misalkan B = {by, by, bs,b4}. Dalam kasus ini, Y| = 2(k — 2) — 1. Menurut
asumsi induksi, subgraf F[Y] akan memuat pohon T;_» C Tp. Misalkan pula
Ly = V(Ti—2). Karena F 2 W;, maka untuk setiap ¢ € £o harus bertetangga
dengan sedikitnya dua titik di B. Dengan demikian, subgraf F[£, U B] memuat

pohon 7T}. Hal ini kontradiksi dengan pernyataan F' 2 T;. a
Contoh 3.0.3.

Untuk n = 8. Akan ditunjukkan R(Ts, W,;) = 2(8) — 1 = 15.
Misalkan T adalah pohon dengan 8 titik yang bukan bintang Ss.
Misal F adalah (T, Wy, 14)-graf elok. F 2 Ts, FF 2 W, dan |F| =. 14
Jika B merupakan himpunan bebas terbesar di F maka |B < 4.
Misalkan Y = V(F)\B. Selanjutnya perhatikan fakta berikut.

37




Fakta 1 : Setiap titik di Y bertetengga dengan suatu titik di B.
Jika tidak demikian, B bukan merupakan himpunan bebas terbesar di F'. Lihat

Gambar berikut.

Gambar 3.0.1. Tlustrasi intuk Fakta 1

Sekarang, akan ditinjau tiga kasus berikut.

Kasus 1: |B| < 2. Jika |B| = 1 maka F harus merupakan suatu graf lengkap dan
hal ini berakibat F' memuat T%, ini merupakan suatu kontradiksi. Jika [B| = 2,
maka menurut asumsi induksi subgraf F[Y] memuat semua pohon 77 dengan 7
titik. Menurut Fakta 1 diperoleh F' O T;. Hal ini kontradiksi dengan pernyataan

F 2 Tg, lihat Gambar 3.0.2.

(@) ®)

Gambar 3.0.2. (a) Hustrasi untuk |B| =1 dan (b} |B} =2
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Kasus 2 : |B| = 3.

Misalkan B = {by, bz, bs}. Menurut asumsi induksi, subgraf induksi F[Y] memuat
semua. pohon yang bukan bintang dengan orde 6. Secara khusus, F[Y] memuat
Ts C Tg, dimana Tg diperoleh dari pohon Ty tersebut dengan cara menghapus
dua daun f dan g di T; yang tidak bertetangga dengan suatu titik yang sama di
B. Misalkan Cy = V{T;). Misalkan pula titik vy dan titik v, di Cp sedemikian
sehingga fvo dan gv; merupakan sisi-sisi di E(Ts). Menurut Fakta 1, terdapat
titik b di B sedemikian sehingga vob, vib € E(F), jika tidak demikian, F akan
memuat pohon T3. Katakanlah b = ;. Akibatnya subgraf yang diinduksi oleh
himpunan {b;} U C, akan memuat pohon T di F. Misalkan D = Y\Cy. Jelas

bahwa |D| = 6. Lihat Gambar 3.0.3.

Gambar 3.0.3. Ilustrasi untuk Kasus 2

Selanjutnya perhatikan dua fakta berikut.
Fakta 2 : Tidak ada tilik di D sebagai telanggae dari titik v; uniuk setiap i = 0, 1.

Jika tidak demikian, F' akan memuat pohon T3, lihat Gambar 3.0.4.
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Gambar 3.0.4. DNustrasi untuk Fakta 2

Fakta 3 : Setiap titik di D berletangga dengan titik b; € B uniuk setiap 7 = 2,3.

Jika tidak demikian, komplemen dari subgraf yang diinduksi oleh DU{bs, b3, vo, ™1}

akan memuat Wi, hal ini kontradiksi dengan pernyataan F 2 Wy, lihat Gambar

3.0.5.

Gambar 3.0.5. Hustrasi untuk Fakta 3

Misalkan D = DU{bs, bs}. Jelas bahwa [Do] = 8. Akibatnya diperoleh |Np(u)| =

4 untuk setiap u € D, karena. F tidak memuat roda Wy, lihat gambar 3.0.6.
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Gambar 3.0.6. Tustrasi Do =DU {b2, b3}

Maka subgraf F[Dq] yang diinduksi oleh Do memuat graf Hy. Akibatnya, menurut

Lema 2.5.9, F[Do) akan memuat pohon 7. Hal ini kontradiksi dengan pernyataan

F 2 T, lihat Gambar 3.0.7.

Gambar 3.0.7. Hustrasi F[Do] memuat Tg

Kasus 3 : |[B| =4
Misalkan B = {b1, bz, b3, ba}. Dalam kasus ini, [Y| = 11. Menurut asumsi induksi,
subgraf F[Y] akan memuat pohon T C Ts. Misalkan pula £o = V{(Ts). Karena

F 2 W, untuk setiap = € Lo harus bertetangga dengan sedikitnya dua titik di
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B. Dengan demikian, subgraf F[£o U B] memuat pohon Ts. Hal ini kontradiksi

dengan pernyataan F 2 Ts, libat Gambar 3.0.8.

Cambar 3.0.8. Tlustrasi untuk Kasus 3

Teorema 3.0.2. Misalkan n = 3 dan diberikan pohon T, yang bukan S,. Maka

bilongan Ramsey grof R(T,,Ws) = 3n— 2.

Bukti.

Akan ditunjukkan dengan menggunakan induksi matematika. Untuk n = 3, pohon
Ty = P; dan teorema ini benar menurut Teorema 9.5.11. Asumsikan teoremsa
ini benar untuk n < k, yaitu R(Tn, Ws) = 3n — 2. Akan ditunjukkan bahwa
R(Ty, Ws) = 3k—2. Misalkan graf ' dengan orde 3k—2 dan tidak memuat suatu
pohon Tj # Sk- Akan ditunjukkan 7 memuat Ws. Andaikan F tidak memuat Ws.
Menurut asumsi induksi, F' akan memuat semua pohon dengan k—1 titik. Secara
khusus, F' memuat pohon Tx-1 C Ti dimana Ti1 diperoleh dengan menghapus
satu daun v pada pohon Ty tersebut. Misalkan By = V{T—1) dan X = V(F)
mathcal Bo. Jelas, | X| = (3k—2) — (k- 1)=2k—1.

Selanjutnya, menurut Teorema 3.0.1, subgraf F[X]| memuaf semua pohon T}, # Sk
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atau Flz] memuat roda Wi Jika F[z] memuat roda Wy maka W, dan v akan

membentuk roda Ws di F.Hal ini kontradiksi dengan pernyatsan F' 2 Ws. B
Contoh 3.0.4.

Untuk 7 = 8. Akan ditunjukkan R(Ts, Ws) = 3(8) —2 = 22.

Misalkan T adalah pohon dengan 8 titik yang bukan bintang Sg.

Misal F adalah (T, Ws, 21)-graf elok. F 2 Ts, F 2 W5 dan [Fl =21

F akan memuat seraua pohon dengan tujuh titik. Secara khusus, ' memuat
pohon T € T dimana T, diperoleh dengan menghapus satu daun v pada pohon

Ty tersebut. Lihat Gambar 3.0.9 berikut.

Qambar 3.0.9. Nustrasi graf ' memuat pohon T3

Misallan Bo = V(T7) dan X = V(F)\Bo. Jeles, [X| = (3(8) =2) — (8 — 1) =

9(8) — 1 = 15. Lihat Gambar 3.0.10.
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BAB IV

KESIMPULAN

Dari hasil kajian pada skripsi inl telah dibuktikan bahwa bilangan Ramsey
T, yang bukan bintang S, dengan roda Wp, untuk m =

T, yang bukan

untuk pasangan pohon

4,n > 4 adalah 2n — L. Bilangan Ramsey untuk pasangan pohon

bintang S, dengan roda W,, untuk m =5,n 2> 3 adalah 3n — 2.
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