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ABSTRAK

Misalkan sebuah persamaan diferensial biasa dengan masalah nilai awal yang
didefinisikan oleh y' = f(t,y) dengan y(tp) = y,, maka persamaan diferensial
di atas mempunyai $olusi tunggal yang dapat dihampiri dengan sébuah métode
numerik yang dikenal dengan metode iterasi Picard (Successive Approximation).
aproksimasi tetapi pada fungsinya juga. Langkah awal dalam proses pengerjaan
metode iterasi Picard adalah membuat terkaan awal di sebuah solusi. Penyelesaian
persamaan diferensial dengan menggunakan metode iterasi Picard menghasilkan
nilai yang mendekati eksak (tepat).

Kata kunci : persamaan diferensial, masalah nilai awal, dan iterasi Picard
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pérsamaan diférensial meérupakan salah satii Kajian matématika yang
konsep-konsepnya banyak digunakan dalam menggambarkan keadaan kehidupan
nyata. Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang melibatkan satu atau
lebih turunan fungsi yang belum diketahui, dan atau persamaan itu mungkin juga
melibatkan fungsi itu sendiri dan konstanta. Jika dalam persamaan tersebut
turunan fungsi itu hanya tergantung pada satu variabel bebas, maka disebut
Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan bila tergantung pada lebih dari satu
variabel bebas disebut Persamaan Diferensial Parsial (PDP). [5]

Ada banyak metode untik meénentiikan solusi pérsamaan diferénsial ifi,
beberapa diantaranya seperti metode analitik, metode kualitatif, dan metode
numerik. Pada saat sekarang metode numerik merupakari metode yang fleksibel.
Metode ini berkembang sesuai dengan perkembangan komputer, dan dapat
menyelesaikan persamaan diferensial dari level yang mudah sampai pada level
yang kompleks. Meskipun solusi tidak diketahui secara eksplisit maupun implisit
namun data yang diberikan dapat divisualisir dalam bentuk grafik sehingga dapat
dianalisis dengan baik. Metode ini berdasarkan prinsip-prinsip pendekatan
(aproksimiasi) selingga solusi yafig diperoleh adalah $oliisi hampifan (solusi
pendekatan).

Salah satu metode yang peranannya sangat penting di dalam menentukan
solusi aproksimasi, yang mana hasilnya diharapkan dapat mendekati solusi eksak

adalah metode iterasi Picard atau juga dikenal dengan Metode successive




approximation. Metode ‘iterasi Picard (successive approximation) pertama kali
dikenalkan oleh Charles Emile Picard pada tahun 1890.

Metode iterasi Picard merupakan metode yang tanpa melalui tahap
prediktor (untuk menentukan nilai awal) dan korektor (untuk menentukan nilai
baru) yang sekaligus langkah akhir dari pengerjaan suatu metode, serta proses

iterasi tidak hanya solusi aproksimasi tetapi pada fungsi.[6]

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian di atas, permasalaban yang akan dibahas pada
penelitian ini adalah bagaimana penggunaan metode iterasi Picard (Successive

Approximation) untuk menghampiri solusi persamaan diferensial biasa.

1.3 Pembatasan Masalah
Pada penelitian ini masalah akan dibatasi untuk mencari hampiran solust

persamaan diferensial biasa orde satu dengan diketahui nilai awal.

1.3 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah menggunakan metode
iterasi Picard (Successive Approximation) untuk menghampiri solusi persamaan

diferensial biasa dan diaplikasikan pada beberapa contoh soal.

1.4 Sistematika Penulisan
Tugas akhir ini terdiri dari 4 bab dan beberapa sub-bab. Bab I

Pendahuluan, yang berisi: latar belakang, rumusan masalah, pembatasan masalah,




tujuan penulisan, dan sistematika penu]isaltl. Bab II Landasan Teori, yang berisi:
persamaan diferensial, masalah nilai awal (/nitial Value), fungsi kontinu, barisan
konvergen dan konvergen seragam, uji rasio (uji perbandingan), fungsi terbatas,
fungsi Lipschitz dan prinsip induksi matematika (PIM). Bab III Pembahasan, yang
berisi: metode iterasi Picard dan aplikasi dalam menghampiri solusi persamaan

diferensial orde satu. Bab IV Kesimpulan dan saran.




BAB I

LANDASAN TEORI

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu persaimaan yang meliputi turunan
fungsi dari satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas.
Jika dalam persamaan tersebut turunan fungsi itu hanya tergantung pada satu
variabel bebas, maka disebut Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan bila
tergantung pada lebih dari satu variabel bebas disebut Persamaan Diferensial

Parsial (PDP). [5]

Contoh :
z . ‘;—3’ . ( =3y = (Persamaan diferensial biasa)
% 4 %—{ +xy=>5 (Persamaan diferensial parsial)
Definisi 2.1.1

Suatu persamaan diferensial biasa orde n adalah suatu persamaan diferensial yang
dapat ditulis dalam bentuk
=F(xyy5y", iy® D)
dengan y¥) adalah turunan ke-j dari fungsi y terhadap x.
Definisi 2:1.2
Solusi dari persamaan diferensial biasa orde » adalah suatu fungsi y(x) dengan

€ J € R, yang memenuhi persamaan diferensial tersebut.



2.2 Masalah Nilai Awal (Initial Value)
Definisi 2.2.1 [7]

Masalah nilai awal (MNA) adalah sebuah masalah yan.'g melibatkan satu
atau lebih fungsi yang tidak diketahui beserta turunan-turnannya dalam sebuah
persamaan yang memenuhi syarat awal yang diberikan.

Persamaan diferensial orde satu secara umum dapat ditulis dengan

Y ==2=f(10)
ditana f kodtinu atas variabél t,y pada domain D (dilam bidang ty). Misal
(te, ¥o) adalah titik pada D, maka masalah nilai awal yang berkeniasn dengaii
y' = f(y,t) adalah masalah untuk menentukan solusi y yang memenuhi nilai

awal ¥(tp) = ¥,. Dengan notasi umum sebagai berikut

y' = f.t), y(0) = y,.

2.3 Barisan Konvergen dan Konvergen Seragam

Definisi 2.3.1 [2}

Misalkan suatu fungsi f: A — R. Barisan fiingsi f;, dengan k = 0,1,2, ... dikatakan
konvergen ke f(t) jika untuk setiap & > 0 ada bilangan bulat N sedemikian
sehingga untuk setiap k = N berlaku |f;, (t) — f(t)] < £ untuk setiap t € A.
Teorema 2.3.2 [2]

Misalkan {f;) konvergen seragam ke f pada suatu interval I € R. Jika f;; kontinu
di ¢ € I untuk tiap k € N, maka f juga kentinu di c.

Bukti :

Diberikan & > 0, pilih K € N sedemikian sehingga untuk setiap k = N dan t €

berlaku



£
fe® = FOI <3
Karena fyx kontinu di ¢, maka suatu interval I € [ yang memuat ¢ sedemikian

sehingga untuk setiap t € I5(t) berlaku

£
Ife® - FO1 <3
Jadi, untuk setiap t € I5(c). berlaku
If (&) = fF < IF @) = fe DI + 1fx @) = fe ()| + |f (©) = f ()]
i N £ % 3
3 Ll
= £.m
Ini membuktikan bahwa f kontinu di c.

Teorema 2.3.3 |2]

Misalkan f,(t) barisan fungsi kontinu pada interval [a,b] dan asumsikan

fi(t) = f(t) seragam ke fungsi f. Maka f terintegral Riemann dan

b b

b
]l.inrl!f/;{(t') dt = f}ﬁim fi(t)dt = ff(t)dr

a a

2.4 Kekontinuan Fungsi
Definisi 2.4.1 | 2]

Fungsi f(t) dikatakan kontinudi ¢ € Dy jikaVe > 036 > 03

lt—cl <8 =) - fo)l <e.




2.5 Uji Rasio (Uji Perbandingan)
Misalkan  suatu  deret  didefinisikan oleh Yy ai(x —b)*  dan

jeq1 (x—b)**+1
ap(x—b)k

lims | = L, maka

1. Jika L < 1, deret Y5, ax(x — b)* konvergen (mutlak)

2. Jika L > 1, deret Y5, a;(x — b)* divergen. [2]

2.6 Fungsi Terbatas

Definis 2.6.1 |2]

Fungsi f: A —» R, f dikatakan terbatas pada A jika terdapat M > 0 sedemikian
sehingga |f(t)| < M,Vt € A.

Contoh

Buktikan bahwa fungsi f(t) = %terbatas pada [1, oo].

Penyelesaian:

Akan dicari M > 0 sehingga |f(t)] < M,Vt € A.
Dengan memperhatikan bahwa

1
IStH?SI

1
Hl—lSl
t

maka pilihn M = 15 [5| < 1,vt € [1,00].
Dengan demikian f (t) kontinu pada [1, co] dan terbatas pada [1, co].m
Teorema 2.5.2 (Keterbatasan) [2]

Misalkan |f| < M dan a < b. Maka

L [P f() dt <M(b-a)




b b b
2. [T fwde <|f; f®| < fJIf@©1 dt
Teorema 2.6.3 2]
Misalkan I = [a, b] interval tertutup terbatas dan fungsi f:/ = R kontinu pada /

maka f terbatas pada I.

2.7 Fungsi Lipschitz
Definisi 2.7.1 [2]
Sebuah fungsi f(t,y) dikatakan memenuhi kondisi Lipschitz di y pada bujur
sangkar R = {(t,y)la <t < b,—o0 <y < w}. Jika terdapat bilangan K >0
yang disebut dengan konstanta Lipschitz, maka
If (&, y1) = f(t,¥2)] < Ky, = yal

untuk setiap t, y;, v, pada bujur sangkar R.
Contoh :
Buktikan bahwa f(t,y) = ty? adalah Lipschitz pada bujur sangkar —1 < t < 1,
-1<y<i.
Penyelesaian :
Akan dicari K sehingga

If(ty1) — f(£.y2)] < Kly; = y2l
Untuk f(t,y) = ty?, yaitu akan dibuktikan bahwa

lty? — tyZ| < Kly, — y2l.
Dengan memperhatikan bahwa

lty? — ty3] = [t(rf — yD)| = [t — y2) 31 + y1)I

= |tllyr = y2llys + 2l

maka



lt(vs = y2) 1 + ¥l < Klys = yal
| ltllys = y2llys + 31l < Klys =yl
ltlly, + y1l < K.
. Karena —1 <t < 1dan -1 <y < 1, maka
‘ [tlly, + 1l <1x2=2,
Pilih K = 2, demikian sehingga |ty{ — ty7| < 4|y; — y,| untuk setiap —1 < t <

1, —1 <

Oleh karenanya f adalah fungsi Lipschitz.m
Teorema 2.7.2 (Teorema Lipschitz)

Andaikan f(t,y) terdefinisi dalam domain D € R? dan ada konstanta K > 0

dimana
daf
',}';(t' y)I < K untuk semua (t,y) € D

maka f memenuhi kondisi Lipschitz.

Teorema 2.7.3

Misalkan D ={(t,y)la<t<b,—o0 <y <o} dan f(t,y) adalah fungsi
kontinu dalam D, kemudian bila f memenuhi syarat Lipschitz dalam variabel y
maka masalah nilai awal

\

| y'(t) = f(t,y), a<t<h, y(a)=a

‘ mempunyai solusi tunggal y(t) untuk a < t < b.

‘ Contoh :

| Misalkan y = 1 + tsin(ty),0 <t <2, y(0) = 0. Tentukan apakah persamaan

ini mempunyai mempunyai solusi tunggal.




Penyelesaian
Misalkan y' = 1 + ¢ sin(ty), maka f(t,y) = 1 + t sin{ty). Dengan menerapkan
teorema dasar kalkulus, yaitu untuk 3sebarang ¥, < y,, miaka ada bilangan

& € (v4,y2) sedeniikian sehinigga

fey)=fty) 0 e
e—— = ayf(t, &) = t? cos(t¥)

Kemudian

f(t:y2) — ftiyr) = (y2 — y1) (t? cos(tE))
£ (&,72) = F &yl = 12 = y1) @2 cosE))]
< [y2 — yllt?cos(t8)]
< lyz =l Igggg tzcos(ts‘)]
= 4|y, — il
Dengan demikian kondisi Lipschitz terpenuhi, yaitu
If(ty2) — F(&YD| = 4ly2 — 3l
dimana konstanta Lipschitznya adalah K = 4, berarti peérsamaan ini mempiinyai

solusi tunggal.

2.8 Prinsip Induksi Matematika

Pfinsip induksi raatematika menipakan Suati metodé pembukiian yang
digunakan untuk membuktikan proposisi perihal bilangan bulat. Prinsip induksi
matematika berbunyi: Misalkan P(n) adalah proposisi perihal bilangan bulat
positif, dan akan dibuktikan bahwa P(n) behar untuk semua bilangan bulat

positif n. Untuk membuktikan hal tersebut, hanya perlu ditunjukkan bahwa:

10



1). P(1) benar, dan
2). Jika P(n) benar, maka P(n + 1) juga benar untuk setiap n =1

sehingga P(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n. [5]

11



BAB 111
APROKSIMASI SOLUSI PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA DENGAN

METODE ITERASI PICARD (SUCCESSIVE APPROXIMATION)

3.1 Metode Iterasi Picard
Misalkan masalah nilai awal (MNA) didefinisikan oleh
y' = f(t,y) dengan y(t,) = ¥ rn Py S (3.1.1)
maka terdapat sebuah fungsi y = ¢(t) yang memenuhi MNA dan juga

merupakan penyelesaian dari persamaan integral

P(t) = o + f:nf(s,(p(s)) RN T .} (3.1.2)

Untuk menyelesaikan persamaan (3.1.2) digunakan sebuah metode
numerik yang dikenal dengan metode iterasi Picard (method of successive
approximation). Metode iterasi Picard dimulai dengan menentukan nilai awal ¢,
dan selanjutnya nilai awal ini akan digunakan untuk aproksimasi fungsi
berikutnya. Secara lebih ringkasnya, barisan iterasi Picard dapat didefinisikan

sebagai berikut:

o (t) = Yo

$1(t) = yo + J'f(s,qfao(s)) ds

$:O =30+ [ Fls. 1) ds

B =0+ [ £5.01() ds



dimana ¢,, ¢;, ¢,,... konvergen ke fungsi ¢(t) yang memenuhi persamaaan

(3.1.2).

Lema 3.1.1. Jika f adalah fungsi Lipschitz dengan konstanta K, maka fungsi
¢ (t) yang didefinisikan oleh
‘Po(tt) = X0
Pr(t) = yo + ff(S.ff)k_l(s)) ds
to

terdefinisi pada R={{t,WIt—¢t;,| <aly—y|l<b, abeR*} dan
memenuhi kondisi

o) = Vol EMIt—tp).. = e, #.1.1.1)
Bukti,
Untuk k = 0 persamaan (3.1.1.1) dapat ditulis

lpo(t) — yol < Mt — t,|

[¥o = Yol < M|t — to]

0 < M|t —ty]| atau M|t — t5| = 0
karena (t,,yo) € R maka ¢, (t)terdefinisi pada R.
Untuk k > 1 akan dibuktikan secara induktif. Asumsikan bahwa lema tersebut

berlaku untuk k = n, dan khususnya, bahwa ¢,(t) terdefinisi pada R. Oleh
karenanya f;f(s,qbn(s)) ds ada dan kontinu untuk semua t € [, dan akan

ditunjukkan bahwa |¢,,,1(t) — yo| < M|t — t,| berlaku. Perhatikan persamaan

berikut

tg
/‘
- r‘l\ l“:_
it A AN
| ypT PERPUS - as 13

2=

] t
B0 =yl = [y + [ £(5.00() ds =30| = | [ (5:90) ds




L)l casese (3.1.1.2)

Karena ¢, (t) terdefinisi pada R, maka titik (s, b (s)) € R untuk semua s antara
to dan t. Dan karena fungsi f (¢, y) terbatas dan dibatasi oleh M pada R, maka

|Pnar(8) — Vol < f;|f(s,q’>n(s))] ds < f;M ds = M|t —ty] ...(3.1.1.3)

Dengan demikian persamaan (3.1.1.1) terbukti. m

Lema 3.1.2. Misalkan ¢,,(t) barisan iterasi Picard yang didefinisikan oleh
$o(t) = ¥o
t
I =30+ [ F(s5. 00 1(5)) ds
to

dan
sa(t) = [ (t) —dus®)] Ll o ®.1.2.1)
Maka barisan ¢y (t), P1(t), Ppa(t), ... konvergen jika dan hanya jika

Sl e (3.1.22)

Juga konvergen.

Bukti.
Karena
n = Po + (b1 — Do) + (P2 — 1) + =+ (P — Pp_1)
=GR R = i) S . (3.1.2.3)
maka

lim ¢, = lim
n—oo n—oo

$o + Zn:((ﬁi = ¢i—1)]

= o+ lim > (i — $1-1)
i=1

14




’ = o+ I20(Bi = Bic1) e, (3.1.2.4)
Dan oleh karenanya barisan ¢, (t), ¢, (t), ¢, (t), ... konvergen jika dan hanya jika

deret

s= i(qb.— ~ bi-1)
i=1

konvergen.m

‘ Lema 3.1.3. Misalkan s,(t) = [¢p,(t) — ¢,_1(t)|, K adalah sebuah konstanta
’ Lipschitz dan M batas atas terkecil fungsi f(t,y), maka
| Isn(D)] = 160 () = Gp-a(®)] < k™M 20 (3.13.1)

| Bukti.
‘ Bukti akan dilakukan dengan menggunakan prinsip induksi.

| Untuk n = 1, maka persamaan (3.1.3.1) dapat ditulis

| 161(6) — bo(®)] < KM 0L = M|e — (3.13.2)
sehingga benar (mengikuti langsung dari lema 3.1.1).

‘ “ Untuk n > 1 asumsikan bahwa

| 160(6) — b1 (@®] < KPIM D (3.133)
benar, akan ditunjukkan bahwa |, ,(t) — ¢, (t)] < kM 5 o definisi.

|
|
|
} Perhatikan persamaan berikut

| |Ppns1(t) — Pp ()| = I}’o + f;f(S,d)n(S)) ds - yo — f:of(sr ¢’n—1(5)) dSI

| =5 (s, ds = [ f(5,na()ds| .....0.134)




maka dengan menggunakan ketaksamaan segitiga dan kondist Lipschitz

didapatkan hubungan

t
|bnen(®) — 6 (0)] = l [ 6t = 1 s ds

< Kj:)[gbn(s) — 1] ds ........(3.13.5)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.1.3.3) pada persamaan (3.1.3.5)
didapatkan

Is — tl"

t
(@1 ) — (DI <K f K"iM——ds

!
to n!

t S_t n
< [[rls =4,
t,

o n!
K™M t
= Is — o™ ds
n! to
KM
ery el R T (3.1.3.6)

Oleh karena itu, persamaan (3.1.3.1) berlaku untuk semua n.m

Lema 3.1.4 Andaikan f(t,v) terbatas, kontinu dan memenuhi kondisi Lipschitz,
dan S(t) = X2, [, (t) — ¢pn_1(t)] konvergen, maka barisan Iterasi Picard
konvergen.

Bukti.

Berdasarkan lema 3.1.3 didapatkan

;m(t) aGIEDY (K 1M"_ﬁ:L)

n=1
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M Z.O:Klt—toln )
K n!

n=0
= % (3K|t—to| — 1)

<ZexplKlt —toll  oooieriins (3.14.1)

Oleh karena itu, setiap suku pada deret S dibatasi suku yang sesuai pada deret
pangkat untuk exp[K|t — tg]]. Dengan demikian, menurut uji perbandingan, deret
S konvergen mutlak dan karena deret § konvergen, maka barisan ¢g(t)

konvergen untuk beberapa batasan yang disebut ¢p.m

Lema 3.1.5 Fungsi ¢ = lim,,_,, ¢, terdefinsi dan kontinu pada R.
Bukti,

Dari lema 3.1.4 diketahui bahwa barisan iterasi Picard konvergen. Pada bagian ini,
akan ditunjukkan dua hal tambahan, yaitu

1. ¢ = lim,_, ¢, kontinu pada I

2. ¢(t) terdefinisi pada R.
Untuk membuktikan kekontinuitas perlu ditunjukkan bahwa Ve > 0,36 >0
sedemikian sehingga |[t; —t;] <&, maka |[¢(t)) — P(t2)| < &. Andaikan
ty, t, € I, maka

Id)(tl) — @) = [@n(t)) — Pn(t2)l

ty &z
= [¥o t f f(s. Pn-1(s))ds —yp — f (s, pp_1(s))ds
to L2

ty t2
= f f(s’ qbn_l(s)) ds — f f(S. ¢n—1(s)) ds

17




= I | Fs9na(s2) ds

(21
SfMds
7]
=Mlty—t] e, (3.1.5.1)

Ambil limit n — oo, maka
1p@t1) — ¢(t)] = lim 1 (t) — Pu ()| < Mlty =t oo (3.1.5.2)
Misalkan ¢ > 0 dan pilih § = g/M, untuk setiap |t; — £,| < §, maka
[p(t) — D S M|ty -t [ < ME<g  ivviieennnnn. (3.1.5.3)
dengan demikian ¢ (t) kontinu pada I.
Untuk membuktikan bahwa ¢(t) terdefinisi, ganti {; =t dan t, = t, pada
persamaan (3.1.5.2), maka

|$(6) — d(to)l = [@(O) —yol S MJt —to] oovevrennnnnn (3-1.5.4)

Oleh karenanya () terdefinisi pada R untuk setiap t € I.m

Teorema 3.1.6 (Successive Approximation - Iterasi Picard)
Misalkan a dan b konstanta riil positif dan andaikan f(t,v):R? - R terbatas
(dengan batas atas terkecil M), kontinu dan memenuhi kondisi Lipschifz (dengan
konstanta Lipshitz K) pada persegi panjang

R={{t,y:lt—t] <aly—vl<b} .eiriiiirne. (3.1.6.1)
maka successive approximation yang didefinisikan oleh

Po(t) = ¥o }

¢'k(t) =Yg+ J‘tz f(S, ¢k—1(5)) dsf e (3162)
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konvergen untuk solusi masalah nilai awal (Z—)t' = f(t,y),y(to) = yo) pada
interval

1= {t:1t - tol < a = min(a, ) (3.1.6.3)
Bukti
Dari lema 3.1.1 sampai lema 3.1.5 telah dibuktikan bahwa barisan iterasi Picard
do(t), . (t), po(t), ... konvergen ke sebuah fungsi kontinu ¢(t) pada R.
Selanjutnya yang harus ditunjukkan adalah ¢(t) memenuhi masalah nilai awal,

yaitu dengan menunjukkan bahwa ¢ (t) memenuhi persamaan integral

$(&) = yo + [ f(5,9()) ds.
Misalkan didefinisikan sebuah fungsi

F(t) =y, + f; LT 1 0)) 1 S (3.1.6.4)
karena F(t,) = v,, F memenuhi kondisi awal dan karena

F'(t) = f(t.9@®) = ¢' ()
maka F juga memenuhi persamaan diferensial. Dengan demikian, untuk
membuktikan bahwa iterasi Picard konvergen untuk solusi dari masalah nilai
awal, maka harus dibuktikan bahwa

AL e T T AP Ate TER. e (3.1.6.5)
dimana ¢ (t) didefinisikan oleh

L) = il TR e el (3.1.6.6)
Selanjutnya, persamaan (3.1.6.6) berlaku jika dan hanya jika

VO RS E o] L] IR ———— (3.1.6.7)

berlaku. Persamaan (3.1.6.7) merupakan tujuan dari teorema ini.

Bukti dimulai dengan menghitung selisih dari F(t) dan ¢,,41(t), yaitu
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IF(t) = Pnsa(®] = |y + ff(s,qb(S))ds— Yo — ff(s.dJH(S)) ds
to to

’ f (5, 6(5)) = £ (5, bu())]ds

IA

[1£(5.09) = £ls. ()] ds

< Kf:;lqb(s) 9 F 4&F W (3.1.2.8)

dimana langkah terakhir memenuhi kondisi lipschitz.

Dari persamaan (3.1.2.3), maka

A.(5) = (DE N BE) a5} Vs (3.1.6.9)
¢(s) = lim bu(s) = Po(s) + L2y (#i(s) = pi-a(s))  -.......(3.1.6.10)

Selanjutnya, ambil selisih dari persamaan (3.1.6.11) dan (3.1.6.10), yaitu

B(5) = n() = ) ($i(5) = $-1(9)) = ) ($1(5) — $i-4(5))
i=1 i=1

= ) (3 - 9i1(5)

i=n+1
< Yicasali(s) — @i (s}l v (3.1.6.11)

Dengan menerapkan lema 3.1.3 pada persamaan (3.1.6.11), maka didapatkan

i) — i_1(s)] < Z [Kl lMls—tol}

i=n+1

M [Kis—tol}
=By [#—] ................. (3.1.6.12)

Substitusikan j = i —n — 1. Maka, jika i =n +1,j = 0, dan jika { > oo, j — co.

Karena i = j + n + 1, maka persamaan (3.1.6.12) menjadi
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o [K|S — tol]j+n+1
j=0 U.+Tl+1)!

M
16:5) = $ s (N S 7 )

_ MIKIGs—t)I™? oo [KI(s—to)lV/
= e Tyl (3.1.6.13)

Tulis
G+n+D'=0G+n+DG+n)-G+DHGE-1)--3-2-1
=(+n+DG+n)G+n—1D-G+3)(+2)(+ D)
>m+Dn)n—1)3-2-1j!
SR e . .. o (3.1.6.14)

oleh karena itu

1 1
(+n+1)! T (m+1)!)!

................................ (3.1.6.15)

Substitusikan persamaan (3.1.6.15) pada (3.1.6.13)

MIK|s — t n+1 © [Kls — j
180 - dia(Ofd o gl e ol

K(n + 1)! N,
- M“‘"S‘;ﬂ(g’:’; o R (3.1.6.16)
Definisikan fungsi
sn(s)z'i’;i"l—'f“ .................................... (3.1.6.17)
maka
[06) £ ()l Sbn(syalitri—r g AnS (3.1.6.18)

Substitusikan persamaan (3.1.6.18) pada persamaan (3.1.6.8)

IF(6) = busr (O] < K j 16(5) — bu(s)lds
to

t
M
<K J‘?Sn(s)e"'ls“f"ds

to

2]




yaitu barisan iterasi Picard ¢y(t), d,(t), P2(t),... konvergen untuk solusi

masalah nilai awal.m

Algoritma 3.1.7 (Iterasi Picard) |12]
Misalkan masalah nilai awal didefinisikan oleh
y' = f(t,y); y(to) = yo.
maka, solusi MNA di atas diselesaikan
1. Masukkan : f(t,y), t, dan y,.
2. Misal ¢y (t) = .

3. Untuki =1,2,..,n, hitung

Piv1(t) =y + f f(S. qbl-(s)) ds

Lo
4. Tentukan y(t) = ¢(t) = lim,,_, e @541 (t) konvergen.
5. Tunjukkan bahwa y(t) merupakan solusi dari persamaan diferensial biasa

dan masalah nilai awal.

3.2 Aplikasi Metode Iterasi Picard Dalam Menghampiri Solusi Persamaan
Diferensial Biasa Orde Satu
Contoh 3.2.1
Selesaikan persamaan diferensial biasa berikut dengan menggunakan metode
iterasi Picard
9= 2eEl): YOI =0 vemeusiaia e (3.1.2.1)
Penyelesaian :

Dari persamaan (3.1.2.1) diperoleh f(t,y) =2(y+1), t; =0, y,=0.
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1.

Akan dibuktikan f(t,y) = 2(y + 1) memenuhi kondisi Lipschitz.

Untuk sebarang y; < y,, maka ada bilangan ¢ € (yy,y,) sedemikian

sehingga
fy)—f(ty) 0
=—f(té)=2
Y2— N a;vf &5
kemudian

f(y2) = fty) =z =) (2)
If(t,y2) — f(ty)l = 1(y2 — y1)(2)]

< ly2 = nll(2)]
< |y, —wl2
=2|y2 =yl
Dengan demikian sarat Lipschitz terpenuhi, yaitu

|f(t,y2) — f(t,y1)] < K|y, — ¥4|, dimana konstanta Lipschitznya adalah
2, berarti persamaan itu mempunyai solusi tunggal.
Akan dicari barisan iterasi Picard, yaitu
$o(t) =y, =0
Gunakan persamaan (3.1.1.2) untuk memperoleh barisan solusi persamaan

diferensial biasa diatas, sehingga diperoleh subbarisannya

$(t) = Yo + f,. £(5,bi-1(s)) ds
=0 +f 2(pp_1(s) + 1) ds
0

= [1 2(pg-1(s) + 1 ds

dan oleh karenanya didapatkan

t t 4
¢1(t)=L2(¢0(s)+1)ds=L2(0+ 1)ds=J;2ds=2t




2

t t
b, (t) =L2(¢1(s)+ 1)ds—f2(23+1)ds—z—]t2+2t

" t 2
P5(t) = f 2(p2(s) +1)ds = f 2 (—sz +2s+ 1) ds
0

(1]

3 22
s s Y "
3 Al o t* + 2t

3 2

t
¢4(t)=f 2(¢3(s)+1)ds—f (§t3+5t2+2t+1)d5

0

24 23 2
= % . 3 =y
4] e 3 e ; o tc + 2t

Maka barisan solusi persamaan diferensial adalah

22 23 24 21’1 i (zt)k

. A T 44 o T Y =

Pn(t) = 2t + Z't +— 3! 34+ 4!t + o 4 = t" = e
k=1

Untuk membuktikan persamaan di atas benar, maka akan dibuktikan
dengan prinsip induksi matematika.

Misalkan

2% 2 23 5 i " . - (2t)k
P(n)—¢n(t)—25+5t 3!t +Et + - +—t =Z
k:

(Zt)

1. Untuk n=1, maka P(1) = ¢,(t) = 2t dan = 2t. Dengan

demikian P(1) benar.

2 3 4
2. Andaikan P(n) benar, yaitu ¢,(t) = 2t +%t2 B %t3 - %—t" +

T =y l(zk?, akan dibuktikan P(n+1) benar, yaitu

(20)*
4100 = TRE3 =
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Perhatikan persamaan berikut

t

Pn+1(t) = Yo +f f(S ¢n(9)) ds

tg
dimana

f(s5,¢n(s)) = 2(pn(s) + 1)

’ n (Zs)k
2 7l A
k=1 :

n 2 = £
L)_)hﬁ-igk

= ( 9
_E: B k-

k=1

maka

t o (2)k+ll§.k
P41 (L) :f ( _ka +2) ds
o k=1 )
t

n t
N k+1 -
- (Z(LI){' )fsk ds + J 2ds

k=1 0 0

i‘(Z)FHl Ik+l
:Z i k+it
k=1

n

(2)k+1(f)k+1 )
—2 (k + 1)! i

n

" Z (2)7111'0 l([i)k‘i'\ + (2)(1+](t)(,1+]
- (k + 1)! 0+ 1)!

k=1

B s (2)k+1 (E)kﬂ
B (k + 1)!

k=0

Definisikan indeks j =k + 1 pada persamaan di atas,

yaitu

k=j—1. Untuk k=0, maka j=1. Dan untuk k =n, maka

j = n+ 1. Oleh karena persamaan di atas menjadi
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Keterangan :
Kurva warna merah : solusi
Kurva berwarna pink TP,
Kurva berwarna biru Dy
Kurva berwarna hitam  : ¢3

Kurva berwarna hijau  : ¢,

Contoh 3.2.2
Misalkan masalah nilai awal didefinisikan oleh
y'=t+t’ydengany(0) =0 ... (3.2.2.1)
Akan ditentukan solusi dari persamaan (3.2.2.1) dengan metode iterasi Picard,
yaitu sebagai berikut
Persamaan (3.2.1.1) dapat dinyatakan sebagai f(t,y) =t +t%y, t; =0 dan
Yo = 0.
1. Akan dibuktikan f(t,y) = t + t?y memenuhi kondisi Lipschitz.
Untuk sebarang y, < y,, maka ada bilangan & € (yy,y,) sedemikian
sehingga

fey)—flty) 8 2
Y2— 0N P ayf(t' e

Kemudian
fy) = fty) = 02 — y1)(t?)
If(ty2) — ft.y)l = 12 — y) ()]
< ly2 —nllEI
< 1y ~ vl | max (2|

astshb
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= bly, — yi]
Dengan demikian sarat Lipschitz terpenuhi yaitu |f(t,32) — F(t, ¥ <
Kly, — y1|, dimana konstanta Lipschitznya adalah b?, berarti persamaan

itu mempunyai solusi tunggal.

. Akan dicari barisan iterasi Picard, yaitu

$o(t) =y = 0.
Untuk memperoleh barisan solusinya maka ferlebih dahulu akan

ditentukan iterasi subbarisannya, yaitu

t t
B = o+ | F(59-1(9) ds = fo (s + 521 () ds

Maka

t t
¢ (t) = f (s +5%¢o(s)) ds = L (s)ds = %_tz
0

(1) = ’F(s + 5241 ()) ds = ft (s + 52 (-%sz)) ds
0 0

1 1
— g2 45
2 +10

#3(0) = fo (s + s2hy()) ds

£ 1 1
= 2Af R 5
fo(s+s (ZS' +—105 ))ds
1 1 1
==t?+=t5 +—t8

2 5 80

() = f (s + s%3(s)) ds
0

¢ 1 1 1
- 2223 > 5, " .8
L(s+s (ZS +105 +80S ))ds
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1 1 1 1
e D32 45 g 48 11
27 5" T80t Tas0
Dengan demikian, barisan fungsi dari persamaan (3.2.1.1) dapat ditulis

sebagai

— 2 a5 B g T 11
¢n(t)"'2t +5t +30t +880t + +2.5.8...(3n—1)

(t 3k—1
£:258..Bk~1)

Untuk membuktikan persamaan di atas benar, maka akan dibuktikan
dengan prinsip induksi matematika.

Misalkan

1. M. 1 1 G i
- P St S Nt VLI E ST
P(n) = ¢,(t) =55+ £ +ont® toont™ F b omo (Bn—1)

(t)3k-1
£:258..3k - 1)

1. Untukn =1, maka P(1) = ¢,(t) = %tz dan . Dengan demikian P (1)

benar.
2. Andaikan P(n) benar, yaitu ¢,(t) (L 3o ()31
" ' i ~ 2.5.8..(3n-1) k=13 58..(3k~1)
(t)3k—1

a . [ B O LIS e
Akan dibuktikan P(n + 1) benar, yaitu ¢4, (t) = Xpiq 258..6k-1)

Perhatikan persamaan berikut

bunr(® = [ (a4 576,®) ds

, 1 1 (S)Bn—l
_ 21= .2 —ch e
fo (s.+ s [2 S LT (3n— l)Dds

(t) 3n+2

1 1 1
=-t?+—t5+—t8+ -+

2 10 40 258..3n—1)(3n+2)




Dengan demikian ¢4, benar. Oleh karenanya, ¢, benar.

Selanjutnya, barisan iterasi Picard konvergen jika dan hanya jika deret

n 3k—-1
$(t) = Hm ¢,(c) = ,Etn;z 2.5.8(?(314 =1)
k=1

(t)3k—l
258..3k—1)
k=1

juga konvergen. Dengan menggunakan uji rasio, maka untuk setiap t,

T 2.58..(3k—1) t -
— — { — 00
2.58... 3k - 1)(3k + 2) (u‘f)3JH 3k+2 '
(U:ik—l

Sehingea ¥ ,———— konvergen untuk setiap t. Oleh karenanya,
BE k=13 58..(3k-1) &

solusi eksak (dengan menggunakan Maple) adalah

oo

(t)'jk~l
— 258 .53+ 1)

¢(0) =

k

51
6’3
10t(t3)1/3

W

t) + SWhittakerM(

250))

1 3)
e(a" )g2/3 (t3 WhittakerM (%

Dengan menggunakan Maple 7, kurva iterasi Picard dapat digambarkan

sebagai berikut:




Gambar 3.2.2 Kurva iterasi Picard ¢, ¢,, ¢3 untuk y = t + t?y

Keterangan :
Kurva warna merah : solusi
Kurva berwarna pink D Py
Kurva berwarna biru )2

Kurva berwarna hitam : ¢5




BAB IV

KESIMPULAN

4.1 Kesimpulan
Misalkan sebuah persamaan diferensial biasa dengan masalah nilai awal
yang didefinisikan oleh
y' = f(t,y) dengan y(t) = yo.
Maka persamaan diferensial di atas mempunyai solusi tunggal yang dapat
dihampiri dengan sebuah metode numerik yang dikenal dengan metode iterasi

Picard, yaitu dengan menentukan barisan aproksimasinya
$o(t) = yo dan
$r41(8) = Yo + . f(5.4n(s)) ds untuk n > 0
difmdna barisan aproksiiiiasiiya koiivefgeri ke sebuah fungsi ¢(t) yang

merupakan solusi eksak yang dapat diliampiri dengan ¢(t) = lim,_o P, (t).

4.2 Saran
Untuk penelitian selanjutnya, Penulis menyarankan agdt membahas
metode iterasi Picard untuk menentukan aproksimasi solusi persamaan diferensial

orde tinggi.
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LAMPIRAN

Contoh 3.2.1

>f = (t,y) —> 2*%(y+l);

>DE := diff(y(t),t) = £(t,y(t));

>Y[0] := £t -> 0=
>for n from 1 to 4
do

int(f(s,Y[n-1](s)) ,s=0..t):

Y[n] := unapply(%,t):

end do:

unassign('n') ;
>for n from 0 to 4 do y[n] (t) = ¥[n] (t) end do;
unassign('n') ;

[Solusi Eksak]
>sgoln := dsolve( {DE, y(0)=0} );

[Membuat Kurva Iterasi Picard]

>plot( [rhs(soln),¥[n](t)Sn=1..4}, t=-3..3, y=-2..7,
color=[red,pink,blue,black,green], thickness=[2,1%4])

>dsolve( {DE, y(0)=0}, y(t), type=series, order=9);




Contoh 3.2.2

=>£ = (t,y) => t+L22%y;
>DE := diff(y(t),t) = £(t,y(t));
>¥Y[0] :=t -> O:
>for n from 1 to 3
do
int(f(s,Y[n-1]1(s)), s= 0..t):
Y[n] := unapply(%,t):
end do:

unassign('n') ;
>for n from 0 to 3 do y[n](t) = Y[n] (t) end do;
unassign('n') ;

[Solusi Eksak]
>sgoln := dsolve( {DE, y(0)=0} );

>WhittakerM(1,2,0.5);

[Membuat Kurva lterasi Picard]

>plot( [rhs(soln),¥[n](t)$n=1..3], t=0..2,
y=0..5,color=[red,blue,green,black],
thickness=[2,153]) ;

>dsolve( {DE, y(0)=0}, y(t), type=series, order=7);




