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ABSTRAK

Misal diberikan suatu sistem persamaan linier Ax = b, dengan A matriks
n x n vang dominan diagonal secara tepat. Pada tulisan ini dijelaskan bagaimana
mencari solusi sistem persamaan linier di atas dengan menggunakan Metode it-
erasi Gauss Seidel dan Gauss Seidel Diperumum. Kemudian dari beberapa contoh
sistemn persamaan linier, diperoleh bahwa Metode Gauss Seidel Diperumum lebih
cepat konvergen (efisien) daripada Metode Gauss Seidel.

Kata kunci : Sistem persamaan linier, Dominan diagonal secara tepat, Gauss
Seidel, Gauss Seidel Diperumum.
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I PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah
Misal diberikan suatu Sistem Persamaan Linier (SPL)
Ax=Db

dengan A € R™" dan x,b € R™. SPL di atas dapat dicari solusinya dengan
menggunakan metode langsung dan dengan metode tak langsung atau metode
iterasi. Metode iterasi dimulai dengan terkaan awal dan kemudian diulangi sampai
mendapatkan taksiran solusi mendekati/terbaik, sesuai dengan batas galat yang
diperbolehkan. Dengan kata lain, besar galat akan dikendalikan sampai batas
yang bisa diterima. Salah satu metode iterasi tersebut adalah Metode Gauss
Seidel.

Metode Gauss Seidel dikenalkan oleh Johann Carl Friedrich Gauss (1777 -
1855) dan Philipp Ludwig von Seidel ( 1821 - 1896). Metode ini mernpakan mod-
ifikasi dari Metode iterasi Jacobi dan konvergensinya lebih cepat untuk terkaan
awal dan error yang sama.

Dalam penelitian ini Metode Gauss Seidel akan diperumum dengan mem-
perumum matriks- matriks vang terlibat dalam persamaan berdasarkan suatu
parameter. Dengan pemilihan nilai parameter tertentu, akan diperoleh iterasi

vang bentuknya analog dengan Metode Gauss Seidel namun memiliki konvergensi



vang lebih cepat daripada Metode Gauss Seidel. Proses iterasi dikerjakan dengan

menggunakan Matlab.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, vang menjadi masalah dalam penulisan
ini adalah bagaimana keefesienan Metode Gauss Seidel diperumum dibanding

Metode Ganss Seidel dalam penyelesaian sistem persamaan linier.

1.3 Pembatasan Masalah

SPL vang akan ditinjau dalam permasalahan ini adalah Ax = b untuk A

bersifat dominan diagonal secara tepat (DDST).

1.4 Tujuan Penulisan

Penelitian ini bertujuan untuk menunjukkan keefisienan Metode Gauss
Seidel diperumum dibanding Metode Gauss Seidel dari beberapa contoh yang

diberikan.

1.5 Sistematika Penulisan

Adapun sistematika penulisan skripsi ini vaitu Bab I merupakan pendahn-
luan yang berisikan: latar belakang masalah, perumusan masalah, pembatasan
masalah, tujunan, dan sistematika penulisan. Bab IT merupakan landasan teori

yang akan digunakan dalam menyelesaikan permasalahan pada skripsi ini. Bab 111



merupakan pembahasan yang berisi : Metode Gauss Seidel, perumuman Metode
Gauss Seidel, analisis konvergensinya, dan contoh untuk membandingkan Metode
Ganss Seidel dengan Metode Gauss Seidel Dipernmum. Bab IV merupakan
penutup yang berisi kesimpulan dari pembahasan dan saran untuk penelitian

selanjutnya.



II LANDASAN TEORI

Berikut adalah beberapa definisi dan teorema vang akan digunakan dalam

bab Pembahasan.

2.1 Sistem Persamaan Linier

Definisi 2.1.1. [1]

Sistem persamaan linier adalah suatu himpunan berhingga dari persamaan-
persamaan linier dalam peubah ., xo, - - - x,,, bukan merupakan hasil kali atau akar
peubah dan bukan sebagai argument fungsi trigonometri, fungsi logaritma atau

fungsi eksponensial.

Bentuk umum sistem persamaan linier ditulis sebagai berikut :
a1z + a1pTz + a13T3 + - + a1Zn = by
91T + A22T2 + A93T3 + + + - + AgpTy = bz

as1 Ty + agaTy + agaTs + - - - + Az, = by (2.1.1)

Gn1Z1 + Gn2T2 + Q33 + -+ - + QupZn = by.



Dengan memisalkan

a; a2 --- Qin I by

az1 az2 -+ Q2 T2 by
A= ) Be== b=

ap1 QAp2 -+ Opn In J bn

maka (2.1.1) dapat ditulis menjadi

Ax =b. (2.1.2)
2.2 Determinan
Definisi 2.2.2. [1]
Permutasi himpunan bilangan-bilangan bulat 1,2, ..., n adalah susunan bi-

langan - bilangan bulat ini menurut suatu aturan tanpa menghilangkan ataun men-
gulangi bilangan - bilangan tersebut. Sebuah invers dikatakan terjadi dalam per-
mutasi (j1, 0, ,jn) ketika sebuah bilangan bulat yang lebih besar mendahului

sebuah bilangan bulat yang lebih kecil.

Definisi 2.2.3. [1]
Sebuah permutasi dinamakan genap jika jumlah invers seluruhnya adalah
sebuah bilangan bulat yang genap dan dinamakan ganjil jika jumlah invers selu-

ruhnya adalah sebuah bilangan bulat yang ganjil.

Hasil kali elementer A adalah setiap hasil kali n entri A yang tidak be-
rasal dari baris atau kolom yang sama, sedangkan hasil kali elementer bertanda A

5



adalah hasil kali elementer a;;, . asj,. - - - ay;, dikalikan dengan +1 atau-1. Tanda +
digunakan jika (ji, j2, - - , Jn) adalah permutasi genap dan tanda - jika (71, j2, - - - , Jn)

adalah permutasi ganjil.

Definisi 2.2.4. (1]
Misalkan A adalah matriks n x n, n € N. Fungsi determinan dinyata-
kan oleh det, dan didefinisikan det(A) sebagai jumlah semua hasil kali elementer

bertanda dari A. Jumlah det(A) kita namakan determinan A.
Sifat-sifat determinan :

o det(kA) = k™det(A)

e det(AB) = det(A)det(B).

Teorema 2.2.5. [1]
Jika A adalah matriks segitiga segitiga n x n, maka det(A) adalah hasil kali

entri-entri pada diagonal utama, yakni det(A) = ayyags -+ - a,,.

Untuk matriks segitiga bawah yaitu matriks kuadrat yang semua entri di

atas diagonal utamanya adalah nol,

(551 0 0 0

as a9 0 0

Ap1 Qp2 - Opp

maka

d(’f(A) = (111092033 - - * Apn. (221)



2.3 Singularitas Matriks
Teorema 2.3.6. [1]

Misal A € R**" . A non singular jika dan hanya jika det (A) #0 .
2.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.4.7. [1]
Jika A matriks n xn , maka vektor taknol x di dalam R" dinamakan vektor

eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x; yakni,
Ax = Ax

untuk suatu skalar X. Skalar A dinamakan nilai eigen dari A dan x dikatakan

vektor eigen yang bersesuaian dengan A.

Nilai eigen dari matriks A adalah solusi dari persamaan karakteristik atau

akar dari polinomial karakteristik. Polinomial karakteristik dari A adalah
P()\) =detQDI—A)=0= A"+ C A" +... + Cp). (2.4.1)

Misalkan A;,i = 1,2,--- ,n merupakan akar-akar polinomial karakteristik,

maka P()) dapat ditulis sebagai
PA)=A=M)A=A) - (A= Ap)- (2.4.2)
Dari Persamaan (2.4.1) dan (2.4.2) diperoleh

P = det(M — A) = (A — A)(A = Aa) - - (A — An),



selanjutnya jika dimisalkan A = 0 dan
P(0) = (~M1)(—Az) -+ (—An) = det(—A)
(A1) (=A2) -+ (=An) = (—1)"det(A)

(=1)"(Mha - Ay) = (=1)"det(A).

karena (—1)" # 0, sehingga

n

det(A) = [ [ (2.4.3)

i1
Dari Persamaan (2.4.3) diperoleh bahwa A singular jika dan hanya jika det(A)=0.
Definisi 2.4.8. [8]

Himpunan dari semua nilai eigen dari A disebut spektrum dari A, dan

ditulis o(A).

Definisi 2.4.9. [8]
Misalkan A adalah matriks n x n. Spektral radius dari A didefinisikan

sebagai p(A) = max{|A| : A € o(A)}.

2.5 Lingkaran Georshgorin (Georshgorin’s discs)

Misal A matriks n xn. r; didefinisikan sebagai la;;| dan R; menun-

=L
jukkan koleksi titik-titik pada bidang komplek yang jaraknya ke a;; paling banyak

adalah r;. Georshgorin mengamati bahwa nilai eigen dari A terletak dalam gabun-

gan dari lingkaran R;.



Teorema 2.5.10. [10]

Sebarang nilai eigen dari suatu matriks A terletak dalam satu dari lingkaran-
n

lingkaran tertutup pada bidang kompleks dengan pusat a;; dan jari-jarir; =37, ., |ai;].

Dengan kata lain, VA € 0(A), i sedemikian sehingga | (A — ai) |< Y25 julaisl-

Bukti.

Perhatikan persamaan

agy

a2y

Qn1

Ax = Ax,

A1n

A2n

merupakan komponen dari x dengan jarak terbesar.

Qp2 Qpn

a1, + 41272 +

(91T + A20T2 +

0n1T1 + Gz + - -

Misal (A, x) adalah sebarang pasangan eigen dari A, dan misalkan z,,

] I
I I
2 I
=X
mﬂ In
c+ Gy Az
-+ G2nTx Ay
*+ QpnTn ALy

S ause;
j=1 aljmj

n - Y
—1 25T

J

)\Il

)\mg

Az,

Z_?:l Oy T4

|



dapat ditulis menjadi Az, = Z?:lamﬂj-

Perhatikan bahwa,
n
Ay = Zamjmj
=1
ATm = Qm1T1 + QmaTe + -+ + Am(m—1)Tm—1 + GpmTm + - -+ AmnTn

(A = amm)-'rm. = am1T1 + Qa2 + -+ Tm(m—1)Tm-1 +ve s+ Qnn

G T Z Qs T

J=1,i%m

karena z,, # 0, maka

N _ o e
()\ arru‘n) == ZJ:}J;&JH”""J B

Berdasarkan ketaksamaan segitiga diperoleh

T
| (A=) [ £ ) | amj || | (2.5.1)
j=lj#m i

Karena z,, = komponen dari x dengan jarak terbesar, sehingga | z; |<| x,, |,

maka Ef:l < 1 untuk tiap j. Akibatnya dari (2.5.1) diperoleh

n
| A = mm) IS ) |amil, (2.5.2)

j=1j#m
atau

{ LA = typa) | P

Dengan kata lain A terletak pada lingkaran R,,. Jika A terletak dalam satu
dari lingkaran-lingkaran, berarti A terletak dalam gabungan lingkaran-lingkaran.ll

10



Contoh 2.5.1 Misal matriks

maka lingkaran Georshgorin yang bersesuaian adalah : L(2,0), yaitu lingkaran
dengan pusat a;; = 2 dan jari-jari sama dengan 0, L(5,2), yaitu lingkaran dengan
pusat di ase = 5 dan jari-jari sama dengan 2, dan L(7,6), vaitn lingkaran dengan
pusat di azgg = 7 dan jari-jari sama dengan 6.

Nilai-nilai eigen dari matriks A tersebut akan berada dalam lingkaran-
lingkaran Georshgorin seperti yang terlihat dalam Gambar 2.5.1 dengan nilai

eigennya Ay = 2, Ao = 9, 315, dan A3 = 2, 685.

Gambar 2.5.1. Lingkaran Gerschgorin’s

2.6 Matriks Dominan Diagonal Secara Tepat

Definisi 2.6.11. [1]

Sebuah matriks kuadrat A dinamakan dominan diagonal secara tepat jika

11



nilai mutlak masing-masing entri pada diagonal, lebih besar dari jumlah nilai mut-

lak entri yang selebihnya pada baris yang sama , yaitu :

|ay | > aie |+ | as |+ + | agn |

| @ga | >| @1 | + | aga | +---+ | agn |

lﬂnn|>|“‘nl |+|an‘2|+"'+!an,n—l

atau dapat ditulis

n

| @i [> Z | ai | - (2.6.1)
=1,
- .
10¢°2. 5
Contoh 2.6.1. A=| 3 7 3
4°5 11
karena
110 >| 2|+ 5]
| 71>[3|+3]
|11 | >|4|+|5],

maka A adalah matriks DDST.

Teorema 2.6.12. [2]
Jika matriks A dominan diagonal secara tepat, maka matriks A adalah non

singular.

12



Bukti.

A adalah matriks DDST, sehingga dari Persamaan (2.6.1) diperoleh bahwa
jari-jari dari lingkaran georshgorin ke-i lebih kecil dari nilai mutlak pusatnya :
r; < |a;|. Hal ini berarti lingkaran tidak akan mengandung 0 atau A = 0 tidak
menjadi nilai eigen dari A, sehingga dari Persamaan (2.4.3) diperoleh det(A) # 0

atan berarti A adalah matriks non singular.l

2.7 Limit Barisan

Definisi 2.7.13. [3]

Misalkan X = (z,,) suatu barisan bilangan ril. Suatu bilangan x dikatakan
sebagai limit dari barisan (x,) jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat suatu bilangan asli
K(¢) sedemikian sehingga untuk semua n > K(c) berlaku | z, — 2 |< ¢. Jika x
merupakan limit dari barisan (x,,), maka barisan tersebut dikatakan konvergen ke
x atau memiliki limit x. Jika barisan tersebut tidak memiliki limit maka barisan

tersebut dikatakan divergen.

Teorema 2.7.14. [3]
Misalkan A = (a,,) dan X = (x,) dua barisan bilangan riil dan x € R. Jika
untuk suatu C > 0 dan semua n € N berlaku | z, — x| < C| a, | untuk n > m

dan jika lim (a,) = 0 maka lim (z,) = z.

e Jika 0 < b < 1, maka lim (b") = 0. P
S YT 1¢
upT PERPUSTAKARN

UNIVERSITAS ANDALAS

13



2.8 Ruang vektor

Definisi 2.8.15. [5]

Ruang vektor V atas lapangan F adalah suatu himpunan V', yang elemen -
elemennya disebut vektor, bersama operasi penjumlahan yang disebut penjumlahan
vektor dan perkalian skalar dari vektor-vektor dengan elemen F yang memenuhi

kondisi-kondisi berikut :
o Untuk semua u,v,w €V

1. u+vevV
2 0+v=v
S ut+v=v4+u

4. u+(v+w)=(u+v)+w

o Untuk semua u,v € Vdanr,s € F

1.meV
2 1lv="2v
8. w=0

4. r(u+v)=ru+rv
5 (r+shv=rv+sv

6. (rs)v = r(sv).

0 disebut vektor nol.
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2.9 Norm Vektor

Definisi 2.9.16. [8]
Misalkan V adalah ruang vektor di R . Sebuah fungsi || - ||: V — R adalah

norm vektor jika untuk semua z,y €V,
1. || x|[=0.
2. || x ||= 0 jika dan hanya jika x = 0.
3. || ax ||= |la| || x || untuk skalar a.

4o llx+ylilixli+ iyl

Definisi 2.9.17. (8]
Misalkan V adalah ruang vektor di R dan || - || adalah norm vektor dari V.
Maka barisan x®) dari V akan konvergen ke x jika dan hanya jika || x*) — x ||— 0

pada k — oo.

2.10 Konvergensi Metode Iterasi

Teorema 2.10.18. [6]

Misal A= M — N € R™" syatu matriks yang non singular dan b € R™!,
Jika M non singular dan jari-jari spektral dari M—'N memenuhi ketaksamaan
p(M'N) < 1, maka iterasi x*) yang didefinisikan oleh M, = N® 4 p

konvergen ke x = A~'b untuk sebarang terkaan awal x\).

Bukti.
Misalkan e*) = x*) — x menunjukkan error dalam iterasi ke k.
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Perhatikan bahwa :
Mx*) = Nx®) 4 b
= Nx® 4 Ax
= Nx® + (M - N)x
= Nx® + Mx — Nx
Mx®+) _ Mx = Nx® — Nx
MxEH _ x) = N(x® —x)

Melk1) = Ne®)

e+ = (M~IN)e®.
Dari (2.10.1) diperoleh
e® = (M~ 1N)e®
e® = (M1N)e
= (M IN)(MIN)e®
e® = (M~ IN)e®

= (M7'N)(MIN)(M~'N)e®,
schingga ek+1) = (M~1N)**'e© atau
e® = (M~1N)*e©®.

e Untuk kasus e® = 0, e®) konvergen ke 0.

e Untuk el® # 0,

16
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e® = (M1N)*e©.

Misalkan B — M~!N, maka

e®) = Bke®), (2.10.3)

Misalkan A adalah nilai eigen dari B sedemikian sehingga Bx =

Ax, x # 0. Maka dari (2.10.3) diperoleh e®) = X*e(©).
Dari sifat norm vektor diperoleh :
| e® || =l A*e@ ||
=X || @ || .
Perhatikan bahwa : jika k — oo dan 0 < A < 1 maka lim; ,,,A* = 0.

Akibatnya |\¥| — 0 sehingga || €*) || — 0 dan iterasi z*) akan konvergen

ke x = A~'b untuk sebarang terkaan awal z*).l
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IIT METODE ITERASI GAUSS SEIDEL
DAN PERUMUMANNYA DALAM
PENYELESAIAN SISTEM PERSAMAAN
LINIER

Dalam bab ini akan dipelajari tentang Metode iterasi Gauss Seidel dan

konvergensinya, serta perumuman Metode Gauss Seidel dan konvergensinya.

3.1 Metode Gauss Seidel dan Perumumannya

Sebelumnya telah dijelaskan Metode Gauss Seidel digunakan untuk men-
cari solusi suatu SPL (2.1.2) dengan A adalah matriks DDST. Adapun algoritma

Metode Gauss Seidel tersebut adalah sebagai berikut:

1. Tulis kembali SPL (2.1.1) menjadi

o by — (ay9Ta + ay3T3 + - - - + A1aTn) (3.1.1)
I = - B8 o8
am

el hg—(_ﬂ1].’rg+ﬂ]3:'l‘3+"'+ﬂ'}n-'7'n) (512)
i a2 o

by — (a1 + a9 + - - - + a1, 7,
W y — (an T 1(‘12 2 tnn) (3.1.3)
33
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b — (a To+--- ;
P 1 — (anxy + aypxe +a1nﬂ"n)_ (3.1.4)
[

2. Tetapkan error &.
3. Pilih terkaan awal x; = a:(lm,a: = :cg ) ez =20,

4. Substitusi terkaan awal

Substitusi terkaan awal zo = :r:g ), = x_-(so), LT :rg}) ke persamaan
(3.1.1) untuk memperoleh :r:gl).

(1)

Substitusi zj’ dan terkaan awal x3 = 1_(0) x

* 3 &p = ¥ ke persamaan
(3.1.2) untuk memperoleh xgl).

Substitusi a:g ), :1:2 , dan terkaan awal x4, = zgn), SRt Is.o) ke persamaan

(3.1.3) untuk memperoleh r&”.

Begitu selanjutnya sampai diperoleh s W dengan mensubstitusi 3;5”, zg) e (1)

1)
Iterasi 1
0
o by — (012-1”(2 ) 4 fhs.ﬂ”_(; L nr&))
' ayl
AV b — (anzd" + a1z + - + a1z
L

@22

(1) -+ 0123}% ) 4 0,13.1‘:(5 )

Grin

(1) b] — (au.’E O al,ﬂ—irn—l(l))
Ty »

5. Ulangi langkah 4 dengan menggunakan terkaan awal a:ﬁ”, ..";gl), T3 Deke: al,

s "
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[terasi 2

@ _ b — (0.12.1'2 + a13m(l) S Rt o al,,:rs,”)

a

. b — (@2 + a13z{" + - - + agazy)
@ =

a2

2@ — b — (0113’:‘1 *+ 01233( b 013-’5(2) g ﬂl,n—l-Tn—I(z))
Qpn

Sampai Iterasi ke- n

.’B(n) = bl (Ze (a12£§n‘1) + a3 m(ﬂ- 3 Arimin ot ﬂ-ln-’r(n l})
1 a1

20 o . (01121 ™ +a, :1:(" Dop s g™ 1))
2

22

(n) (n) (n)

+ (1121!?2 + 13T
Qnpn

2™ — by — (ﬂ-ll-T o e e o ai,n_lmn_l(“))
n = 3

(k+1)

6. Proses iterasi terus dilakukan sampai memenuhi |z; fk)| -2

Proses iterasi Gauss Seidel dinyatakan sebagai berikut

(k+1) (k)
m(k+1) b’ 23—10‘11 z_'; 1+1a‘lJ
i .

o (3.1.5)

Contoh 3.1.2. Diberikan SPL sebagai berikut:

dry — a0+ 23 =4

Ty + 6z + 223 =9
—&Ey — 2.’172 + 5.’123 =D,
Akan dicari solusi SPL di atas dengan menggunakan Metode Gauss Seidel.
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1. SPL di atas ditulis menjadi

1
—(4 + x3 — x3)

.’1.11:4

1
T = 6(9_ Ty — 213)

1
I3 = 5(2 +z + 21‘2)
2. Tetapkan galat = 0,0002.
3. Tentukan terkaan awal : J: =, :5(0) =) :cgu’ = 0.

4. Dari (3.1.5) diperoleh

e untuk k=10

M = (4+m(0) 2y = (4+0 0) = 1.

1
zd = —(9— 2" —2:{") = —(9 ~1-0)=4/3.

6
5(2 + 2 + 22y = (2 +1+8/3) = 17/15.
o untuk k =1
P = 211-(4 +z — M) = i(z; +4/3 —17/15) = 63/60.
) = %(9 2P — 2"y = é(g — 63/60 — 34/15) = 0, 9473,
2 = é(2 +22 4+ 2:%) = ;(2 + 63/60 + 0,9473) = 0, 9889.

begitu seterusnya sampai berlaku |r(k+1) (.k) | < 0,0002, sehingga proses iterasi

dihentikan sampai iterasi ke 6§ untuk 7 = 1,2, dan 3. (lihat Tabel 3.1.1).
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Iy

I

I3

0

0

0

0,1000 x 10!

0,1333 x 10!

0,1133 x 10

0,1050 x 10*

0,9473 x 10°

0,9889 x 10°

0,9896 x 10!

0,1005 x 10!

0,9999 x 10°

0,1001 x 10*

0,9999 x 10°

0,1000 x 10*

0, 1000 x 10"

0, 1000 x 10

0, 1000 x 10

Tabel 3.1.1. Hasil iterasi contoh

Selanjutnya matriks A pada (2.1.2) dapat diubah dalam bentuk
A=Dy—(La+Uy,), (3.1.6)

dimana D, adalah matriks diagonal, L4 adalah matriks segitiga bawah, dan U,

adalah matriks segitiga atas yang berturut-turut dapat dinyatakan sebagai :

ay, 0 0 0
iy, i=j; 0 ap 0 0
Dy=d;; = , Da=
R B B et
Q 0 0 e
0 0 et
—ij, o j, —(g 0 0 0
LA = l‘.T - e LA ==
0, i<j. 0 0
—0p1 —Qp2 0
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0 —ap —Q1n
—aij, 1<]J; 0 0 —Qy
UA ] "'ij = ’ UA =
0, i>j. 0 0 0
0 0 0 0
Selanjutnya dari (3.1.5) diperoleh
(64D b1—(a1225") +a13z )+ tainzly))
1 al
LD ba—(anz " ta2azl +-+agnzlt))
‘2 E a9
T(k+1} bn—(ﬂnllgk+l)+ﬂn21'(2k+1)+"'+ﬂn.n71If-,kj-]”)
Qnn

Kedua ruas dari (3.1.7) dikalikan dengan a;; sehingga diperoleh :

23

all;r:(lk“) by — (algmgk) - awmgk) M sl e alnm,(qk))

k k k k
‘1223352 i by — (‘12155(1 e + 0231‘;(; )) e bocle a?n-l'sq })
ann:rs.kﬂ) g = (amﬂ?(lkH) + %2335)”1) +er 4 an,nw—lxik:Lll)

)

(3.1.7)



atan

g

by

by
0
a2]$£k+l)
(ﬂ.n mgk*l} o Qn_ m(kJrU Bosss 4 g lm"(qk-iél))
k k k+1
(anla:i i i a.ngiL'g i o ik aﬂ,n—lmsljl ))

— (a1a®y

(a1025”

by —

(ﬂzsl‘g )

by —
(Br-1,025)) — (@n_azt
b, — (a,,lml sl e

(k) (k)

5= 0.13.'1'33

= (023$§k) = (

b 1_(an lnmn))

24

+ a13$:(3k) + -

--+a,,3:n))—a x;

-+ a1,Tn

©+ AonTn

+ana:$,))

(k+1)

l)+an .’E(k+1)+

(k+1)

(k+i)+ +ann 1zt

())

)

-+ a, ¥

)

(k+1)
n—2

)




021.'12]

(

(k+1)
@11y

kH) anmngrl)

k
ezt + anzmé g BT T
atan
(k+1)
ay 0 0 J"l
k+1
91 (92 0 :l’)g )
k41
Apy Qn2 Oyn L -Tl(ﬂ )
aq 0 0 0
0 ax 0 —a
0 0 0
0 0 Apn —n1

mglkfl)
0
0
0
! i
0 0
0 0
0
—Qn2

(_0121(2k) s ﬂm:ﬂgk) S ﬂ'ln‘rgzk)) + by
(—aggel® — - .. —ap2P) + by
L by
[ = - -
—ay2 —0, .I?Ek) bl
0 —Q2n .’I:gk) by
+
! 0 zn b
L i | i
0 chk“) § s o
0 :r:gkﬂ) 0 0 o,
0
of |« Wz ;
25" by
;l’tgk) b2
_l_
2y b,

Metode iterasi Gauss Seidel dalam bentuk matriks dan vektor kemudian

dapat dinyatakan sebagai berikut
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(DA = LA).IIEk+1) = UAIEk) + bi-,

selanjutnya dapat ditulis menjadi :

*) = (Dy — Lg) H(Uaz® +b)
(3.1.8)

= (Da—La) b+ (Dg— La) tUs2®.
Dari (3.1.8), matriks

Ga= (DA — LA)flUA (3.1.9)

disebut matriks iterasi Gauss Seidel.

Dalam memperumum Metode Gauss Seidel, matriks A ditulis menjadi:
A = Dp(m) = La(m) = Us(m), (3.1.10)
dengan 0 < m < n — 1 dan entri-entri matriks :

a;, == m;

0, i,j lainnya.
\

~=85 A= 7 < 0,
UA(’IH) = Ui = 4

0, i,j lainnya.

— @, ?,—j >m;

0, i,j lainnya.
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dimana matriksnya:

DA('H'L) =
[
a1 2 ek
a3 Q3,2
am A 2
i1l OCmy1,2
0
0 0
0 0
0 P 0

a1 m

a2 m

Ua(m) =

Ay m+1

az,m+1

Apn—m

0 —aimi2 —a1,
0 .
0 —On-m-1,n
0 0 0 0

0 0 0 0 ;
—Qm42,1 0

0

—Qn,1 —lpp-m-1 0

3

an—m+l,nﬁm+l

nn—m+1

27
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an—m+1,n—l

Ap_1n-1

an,nfl

An—mmn

Ap—m+1.n

an—l,n

an,n




Contoh 3.1.3. Misalkan

i 5
11 2 =1 4
3 .9 a4 -2
A=
2 19 416 -3
4 -2 -3 12

dengan pemilihan parameter 0 < m < n — 1 maka 0 <m < 3.

e untuk m =0,

14 405 +0:0 0 @ DD

7= 29=-8 0 -3 0 00
DA(0) = , La(0) =

3 A NG5 -2 =10 0 0

00 %0 12 -4 2 30

0 =21 '—4

0 0 -1 =2
Ua(0) =

i AY LRy =

R |

e untuk m =1
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D4(1) =

U.—l(l) .

11 2 0 0
3 9 1 0
0 10 16 3
g -8 13

e untuk m = 2

UA(Q) T

¥ %210
e Ea B
2 "Mt 3
0 —2 =3 12

e untuk m =3

, La(2) =

29




11 2 -1 4 0000 00

3 9 1 2 0000 0 0
Da(3) = La(3) = JUa(3) =
2 10 16 3 0000 00

4 -2 -3 12 0000 00

Dari pemilihan parameter 0 < m < n — 1 dapat dilihat :
1. Jika m=0, maka diperoleh hasil yang sama dengan Metode Gauss Seidel
awal dengan :
D 4(0) = matriks diagonal.
LA(0) = matriks segitiga bawah.

U4(0) = matriks segitiga atas.

2. Jika m= n- 1, maka
A = Dy(m) — (La(m) + Ua(m))
= D(m) — La(m) — Ua(m)

= (Da(m) = La(m)) = Uam.

dengan L4(m) dan Ux(m) adalah matriks nol,

sehingga

dimana A = Ds(m).
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3. Secara umum jika 0 < m < n — 1, prosedur yang digunakan sama de-
ngan Metode Gauss Seidel, perbedaannya terletak pada jumlah iterasi yang
berbeda karena matriks-matriks yang terlibat pada proses iterasi bersifat
umum. Metode ini yang dinamakan sebagai Gauss Seidel Diperumum de-

ngan persamaan iterasinya adalah
2*H) = (Dy(m) — La(m))b+ (Da(m) — La(m))'z®), (3.1.11)

dengan matriks

Ga(m) = (Da(m) = La(m))~'Ua

disebut matriks Gauss Seidel Diperumum.

3.2 Kekonvergenan Metode Gauss Seidel dan Metode Gauss

Seidel Diperumum

Menurut Teorema (2.10.18) , Misal A = M — N € R™*" adalah matriks non
singular. Jika M adalah matriks non singular dan jari-jari spektral dari M 'N
memenuhi ketaksamaan p(M~'N) < 1, maka iterasi x* konvergen ke x = A~ 'h
untuk sebarang terkaan awal x(©.

Dalam Metode Gauss Seidel M = (D4 — Ls) dan N = U,, dengan (D4 —
L,) adalah matriks non singular dan p(D4 — L4)C VU, < 1, maka iterasi z*)
pada Metode Gauss Seidel akan konvergen ke x = A-Vb untuk sebarang terkaan

awal.
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Lema 3.2.1. [2]
Untuk setiap X € R dengan | X\ | > 1, jika A adalah matriks DDST, maka

Ag(A) juga DDST.

Bukti.
Misalkan A adalah matriks DDST,maka | a; |> 37, ;| ai; |, jika | A| = 1,

maka untuk setiap i = 1,2,--- ,n

| Xaii [=| || a | >[A] Y |y

J=Lj#i

=AY ey [+ |ay]

J'-l j=i+l1

> mZmUL - Z a5

=i+l

'—Z| Aa; | + Z |aij]

j=i+l

>Z!at:r|+ Z ||

J=i+l1

S
J=1,j#i

maka Ag(A) juga matriks DDST. B

Teorema 3.2.2. [2]
Misalkan A = Dy — La—Uy, dan misalkan G4 = (Ds— L) "YU, matriks

iterasi Gauss Seidel. Jika A matriks DDST, maka :
1. D4 — L, adalah matriks non singular.

2. p(Da— Ls)VU, < 1 atau p(G4) < 1
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Bukti.

Misalkan A = Dy — Ly — Uy dan G4 = (Dg — L4)VU,.

1. Misal A adalah matriks DDST. Akan ditunjukkan D4 — L, adalah matriks

non singular.

Perhatikan bahwa

a1 0 ol 0
an ap -+ 0

Dy—Ly=
Lanl Ap2 ** Onpp

Dari persamaan (2.2.1) diperoleh det(D4 — La) = ay1ag2 - - - ap,. Karena A
matriks DDST, maka a; # 0,i=1,2,--- ,n. Akibatnya det(D, — L4) # 0,

sehingga dari Teorema (2.3.6) (D4 — L4) adalah matriks non singular.

2. Misal A adalah matriks DDST. Akan ditunjukkan p(G,) < 1.

Untuk menunjukkan p(G) < 1, terlebih dahulu definisikan matriks Ag(A),

dengan

Al e KDy — 14) — Tdl

Misalkan X nilai eigen dari matriks GG, maka A memenuhi persamaan Gx =

Ax dan det(A] — G) = 0.
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Perhatikan Bahwa :
det(\] = G) = det(\] = (D = La)'Ua)
= det(A\((Ds — La) ™) (Da—La) — (Da—La)'Ua)
= det((Da — La) "(MDa — La) — Ua))
=det((Ds — La) ")det(A(Ds — La) — Ua)
= det((Da — La) ")det(Ag()))
= 0.

Karena (D4 — L4) adalah matriks non singular, maka ada (D4 — L4)"
dengan det (Dg—L,)"Y) # 0. Agar det(\[=G) = 0, maka haruslah det(Ag(\)) =
0 atau Ag(\) adalah matriks singular.

Karena matriks A adalah matriks DDST, maka menurut Lemma (3.2.1),
jika [A| > 1, matriks Ag(A) juga bersifat DDST, dan menurut Teorema (2.6.12),
Ag()) adalah matriks non singular. Oleh karena itu dalam hal Ag()) bersifat
singular maka haruslah |A| < 1 yang menyebabkan p(G) < 1. Karena p(G) < 1,
maka Metode Gauss Seidel konvergen ke solusi x = AC-Yb untuk sebarang terkaan

awal .l

Teorema 3.2.3. Misalkan A = Da(m)— La(m)—U4(m) dan misalkan G 4(m) =
((Da(m))—La(m))"'Us(m) merupakan matriks iterasi Gauss Seidel Diperumum.
Jika A matriks DDST, maka (Da(m) — La(m)) nonsingular dan p(G(m)) < 1.
Bukti.

A adalah matriks DDST dengan a;; # 0, sehingga det(Ds(m) — La(m) # 0 dan

(Da(m) — La(m)) adalah matriks nonsingular. Selanjutnya misalkan A* adalah
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nilai eigen dari matriks iterasi Gauss Seidel Diperumum, maka A* memenuhi per-

samaan
Ga(m)x = A"x,
sehingga det (A*T — G4(m)) = 0.
Perhatikan bahwa :
det(\'T = G 4(m)) = det(\'T — (Da(m) — La(m)) Ua(m))
= det((Da(m) — La(m)) " (X" (Da(m) — La(m) — Ua(m))
= det((Da(m) — La(m))"'det(A"(Da(m) — La(m)) — Ua(m))
= det((Da(m) — La(m)))~det(Ac(m)(\))
E=ul;

Perhatikan bahwa Ag(m)(AX*) = A*(Da(m) — La(m)) — Ua(m), sehingga

Aay > Napp+--+Aaim H XN @ 1 Flmp2 + o F 1 g

Alag > Nayy + -+ XNagm + A'agmy1 +azmy2 + -+ azn1 + aon

Aan > XNana+ -+ Xpm + X Cnpn-m_1 + -+ Xan-1 + A%ana
Karena A adalah matriks DDST, maka menurut Lemma (3.2.1) Ag(m)(X*) juga
DDST dan berdasarkan Teorema (2.6.12) Ag(m)(A*) adalah matriks non singular.

Karena D4(m) — L4(m) adalah matriks non singular, maka ada (D4(m) -
La(m))™! dengan det(Ds(m) — La(m))™" # 0. Agar det(A\'] — Ga(m) = 0,
maka haruslah det(Ag(m)(A*)) = 0 atau Ag(m)(A*) sigular. Karena dalam hal
ini Ag(m)(\*) bersifat singular maka | A | < 1 yang menyebabkan p(G(m)) < 1.
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Karena p(G(m)) < 1, maka Metode Gauss Seidel Diperumum juga konvergen ke

solusi x = ACVb untuk sebarang terkaan awal.ll

3.3 Contoh

Berikut akan diberikan contoh untuk membandingkan Metode Gauss Sei-
del biasa dengan Metode Gauss Seidel Diperumum dengan tetapan error dan
terkaan awal yang sama untuk memperlihatkan keefisienan dari Metode Gauss

Seidel Diperumum.

Contoh 3.3.4. Misal diberikan suatu SPL sebagai berikut

101?1 + I+ 123 = 15
$1+5.’1‘22+.’B3:14

Ty + Ta +6$3 =721.
Sistem di atas akan dicari solusinya dengan menggunakan Metode Gauss

Seidel dan Metode Gaqss Seidel D_ipellumum dengan error 0,0002 dan terkaan

mgo) 0
awal yang sama yakni mgﬂ) =} 1
mgﬂ) 2

Penyelesaian :

1. Dengan metode Gauss Seidel :

SPL diatas dapat ditulis kedalam bentuk Az = b dengan
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A

L3

15

14

21

_10 0 0— - 0 0 01 _0 2
Di=1| o gfrla=| 1 0 0]+ Ya=}o 0
0 06 wy il 0 0

_ 1.5000- : 0 —0.1000

(Da—La)'b= | 25000 | » (Pa=La)™'Ua= |0 0.0200
2.8333 0 0.0133

—0.1000

—0.1800

0.0467

Dengan menggunakan Persamaan (3.1.8) diperoleh solusi dari SPL (lihat

Tabel 3.3.2)

Tabel 3.3.2. Hasil contoh 1 dengan iterasi Gauss Seidel

I

I

UR]

1.2000

2.1600

2.9400

0.9900

2.0140

2.9993

0.9987

2.0004

3.0002

3

0.9999

2.0000

3.0000

4

1.0000

2.0000

3.0000
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Karena |m(5)—m§4)| < 0.0002,i = 1,2, 3 maka proses iterasi dihentikan setelah

iterasi sebanyak 5 kali.

2. Dengan Gauss Seidel Diperumum

Sesuai dengan syarat 0 < m < n — 1 maka m=1. Dengan menulis A =

Da(1) — La(1) — Ua(1) diperoleh

10 10 0 00 6 0 =1
Da(l)=|11 5 0|-La=]| 0 00|, Ua=]l00 0
i =1 0.0 Looo

1.3053

(Da(l) = La(1)) o= | 1.9474 |,

2.9579

0 0 —0.1018

(Da(1) =La(1))"'Wa(1)=| 0 0 0.0175

0 0 0.0140

Dengan menggunakan Persamaan (3.1.11) diperoleh solusi SPL (lihat Tabel

3.3.3)
Karena |:c§3)—:r:§2)| < 0.0002,7 = 1,2, 3 maka proses iterasi dihentikan setelah

iterasi sebanyak 4 kali.

Analisa Contoh : Dari contoh diatas terlihat bahwa proses iterasi dengan

Metode Gauss Seidel sebanyak 5 kali dapat diturunkan menjadi 4 kali dengan
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k Ty To T3

0 | 1.1018 | 1.9825 | 2.9860
1| 1.0014 | 1.9998 | 2.9998
2 | 1.0000 | 2.0000 | 3.0000
3 | 1.0000 | 2.0000 | 3.0000

Tabel 3.3.3. Hasil contoh 1 dengan Iterasi Gauss Seidel Diperumum

menggunakan Metode Gauss Seidel Diperumum dimana error serta terkaan

awal yang digunakan sama.

Contoh 3.3.5. Misal diberikan suatu SPL sebagai berikut

Try — 2z + 23+ 224 =3

21 + 8z + 323 + 14 = —2

Sistem di atas akan dicari solusinya dengan menggunakan Metode Gauss

Seidel dan Metode Gauss Seidel Diperumum dengan error 0,0002 dan terkaan

20

awal yang sama yakni

Penyelesaian :

-2+ 923+ 24 =05

200 — 23+ x4 = 4.

0

0
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1. Dengan Metode Gauss Seidel

SPL diatas dapat ditulis kedalam bentuk Az = b dengan

T =g ol w2 T 3

2 % g1 T2 -2
‘4 = , L = + b =

=] N a2 T3 5

0 2 -1 4 Iy 4

70 09 0O 0 00 02 —1 -2
0 -8 000 -2 0 00 00 -3 -1
DA: ] LAZ ] UA:

0 050 1 g 0 0 00 0 -2
00D 4 L 0 -2 10 00 0 0
L 4 E L

0.4286

—0.3571

(Da—La) b= y
1.0857
1.4500
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0 0.2857 —0.1429 —0.2857

0 —0.0714 —0.3393 —0.0536
(Da—=La) 'Ua =

0 0.0571 —0.0286 —0.4571

0 0.0500 0.1625 —0.0875

L .

Dengan menggunakan Persamaan (3.1.8) diperoleh solusi SPL (lihat Tabel

3.3.4)

k I Ia I3 Xy

0| 0.4286 | -0.3571 | 1.0857 | 1.4500

11]-0.2429 | -0.7777 | 0.3714 | 1.4817

2| -0.2700 | -0.5070 | 0.3533 | 1.3418

3 | -0.1501 | -0.5127 | 0.4332 | 1.3647

4 | -0.1697 | -0.5406 | 0.4202 | 1.3754

5| -0.1789 | -0.5348 | 0.4141 | 1.3709

6 | -0.1751 | -0.5329 | 0.4166 | 1.3706

7 |-0.1748 | -0.5339 | 0.4168 | 1.3711

8 | -0.1753 | -0.5339 | 0.4165 | 1.3711

9 |-0.1752 | -0.5338 | 0.4165 | 1.3710

Tabel 3.3.4. Hasil contoh 2 dengan iterasi Gauss Seidel

Karena |2"” — 2¥| < 0.0002,i = 1,2,3 maka proses iterasi dihentikan

i

setelah iterasi sebanyak 10 kali.

2. Dengan Metode Gauss Seidel Diperumum
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Sesuai dengan syarat 0 < m < n — 1 dapat dipilih m=1 dan m=2.

e Dengan menulis A = D4(1) — La(1) — Ua(1) diperoleh

§ b L ]
7 =2 0 0 0O 0 00
s 3 0 ) o Sl A
Da(1) = , La(l) =
B 8 2 SO0 0
g 0 -1 4 0 =2 0 0
= . . -
00 -1 -2
Y T O
Ua(1) =
18- =10 0
00 0 0
0.2829
—0.5098
(Da(1) — La(1)) "=
0.5042
1.3810
0 0 —0.1317 —0.2941
0 0 0.0392 —-0.0294
(Da(1) = La(1))"'UAQ1) =
0 0 —0.0168 —0.0588
0 0 —0.0238 0
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Dengan menggunakan Persamaan (3.1.11) diperoleh solusi SPL (lihat

Tabel 3.3.5).
k T To T3 Ty
0| 0.2829 | -0.5098 | 0.5042 | 1.3810
1 |-0.1896 | -0.5306 | 0.4145 | 1.3689
2 | -0.1743 | -0.5338 | 0.4167 | 1.3711
3 |-0.1752 | -0.5338 | 0.4165 | 1.3710
4| -0.1752 | -0.5338 | 0.4166 | 1.3710

Tabel 3.3.5. Hasil contoh 2 dengan iterasi Gauss Seidel Diperumum

Karena |m§5) - m§4)| < 0.0002,i = 1,2, 3 maka proses iterasi dihentikan

setelah iterasi sebanyak 5 kali.

e Dengan menulis A = D4(2) — La(2) — Ua(2) diperoleh

T2 1 0 0000
2. K. 3 1 0000
D4(2) = , La(2) = :
-1 0 5 2 0000
Qi@ =1 4 0000
000 =2
000 0
Ua(2) =
000 O
058500
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(Da(2) — La(2))"'b

(Da(2) — La(2))'Ua(2) =

Dengan menggunakan Persamaan (3.3.2) diperoleh solusi SPL (lihat

0 0 0 —0.2576

0.0825

0 0 0 —0.0318

0 0 0 —0.0492

Tabel 3.3.6)
k Ty Ty T3 Ty
0 | 0.1780 | -0.6469 | 0.4602 | 1.4385
1|-0.1926 | -0.5282 | 0.4144 | 1.3677
2 | -0.1743 | -0.5341 | 0.4167 | 1.3712
3 | -0.1752 | -0.5338 | 0.4165 | 1.3710
4 |-0.1752 | -0.5338 | 0.4166 | 1.3710

Tabel 3.3.6. Hasil contoh 2 dengan iterasi Gauss Seidel Diperumum

Karena |m§5)—m§4)| < 0.0002,7 = 1,2, 3 maka proses iterasi dihentikan setelah

iterasi sebanyak 5 kali.

Analisa Contoh : Dari contoh diatas terlihat bahwa proses iterasi dengan

Metode Gauss Seidel sebanyak 10 kali dapat diturunkan menjadi 5 kali de-
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ngan menggunakan Metode Gauss Seidel Diperumum dengan pemilihan pa-
rameter m=1 dan m=2 dan dengan menggunakan error serta terkaan awal

yang sama.

Contoh 3.3.6. [Perhitungan Distribusi Suhu|. Perhatikan pelat datar dengan
sisi-sisi pelat dijaga pada suhu tetap 0° C dan 100° C. Distribusi suhu di dalam
pelat dapat diaproksimasikan pada sembilan titik simpul internal dengan memakai
persamaan Laplace pada setiap titik simpul. Hasil ini ditaruh dalam kumpulan

persamaan yang dinyatakan dalam bentuk matriks Ax = b :

_—4 1. 8.1 - 426 0 0 .@ T —TUW ——100-
] -4 1 9 =006 0.0 T3 —100
§ § <4 OFSEEYH. 6 0 T —200
I 60 <9y oa ke ¢ 0
i i & 4 -Ww-8 19 T | =] 0
0 01 0 T¥ =40 O 0% ; W —100
8 D 1U80 4 178 Tis 0
O 0 0 0 1 0 1 —4 1 Tis 0
OO0 Gl 8 1 o Tss —100

Sistem di atas akan dicari solusinya dengan menggunakan Metode Gauss
Seidel dan Metode Gauss Seidel Diperumum dengan error 0,0005 dan terkaan

awal yang sama yakni
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0] o
Ty 0
7 0
Y ¢ 0
o | =|'o
| |
i 0
| fo

g I O

Penyelesaian :

Terlihat bahwa sistem resultan dari persamaan-persamaan adalah dominan
diagonal secara tepat dan oleh sebab itu kompatibel dengan Metode Gauss Seidel.
Dalam hal ini konvergensinya terjamin karena persamaan (2.6.1) terpenuhi.

1. Dengan Metode Gauss Seidel

Dengan menulis A = Dy — (La + Ua), diperoleh
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0

=1

-1

-1

-1

0

-1

—1

Dy=

Ly=
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— 0
0
0
0
Us=10
0
0
0
0
selanjutnya
— —0.2500 0
—0.0625 —0.2500
—0.0156 —0.0625
—0.0625 0
—0.0313 —0.0625
—0.0117 —-0.0313
—0.0156 0
—0.0117 —0.0156
—0.0059 -0.0117

-1 0 -1 0
0 -1 0 -1
o 0 0 0
0 0 0 -1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

(Da — LA)™!

0 0

0 0
—0.2500 0

0 —0.2500

0 —0.0625
~0.0625 —0.0156

0 —0.0625

0 —00313
~0.0156 —0.0117
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0

0

—0.2500

—0.0625

0

—0.0625

—0.0313

0

0

—0.2500

0

0

—0.0625

0

—0.2500

—0.0625

—0.0156

0

—0.2500

—0.0625

0

—0.25




0

0.2500

0.0625

0.0156

0.0625

0.0313

0.0117

0.0156

0.0117

0.2500

0.0625

0.0625

0.0313

0

0.0156

i 0 0.0059 0.0117

(Da—La) WUa=

0.2500

0.0625

0.0156

0.0625

0.0313

0.0117

0.0156

0.0117

0

0.2500

0.0625

0.2500

0.1250

0.0469

0.0625

0.0469

0

0

0.2500

0.2500

0.1250

0

0.0625

0.0059 0.0234 0.0469

0

0

0.2500

0.0625

0.0156

0.0625

0.0313

0.0117 0.0469 0.1250

0

0

0.2500

0.0625 0.2500

0.2500

0.1250 0.2500

0

0

0

Dengan menggunakan Persamaan (3.1.8) maka diperoleh solusi SPL (lihat

Tabel 3.3.7).

Karena |;]'J£m) - .’L‘EIB)| < 0,0005,7=1,2,3,--+,9, maka proses iterasi

dihentikan setelah iterasi sebanyak 19 kali.

2. Dengan Metode Gauss Seidel Diperumum

Dengan menulis A = D4(2) — (La(2) + Ua(2)), diperoleh
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Tll

Th2

Tis

To

Ty

Tos

T

T3,

Tss

25.0000

31.2500

57.8125

6.2500

9.3750

41.7969

1.5625

2.7344

36.1328

34.3750

50.3906

73.0469

11.3281

26.5625

58.9355

3.5156

16.5527

43.8721

40.4297

60.0098

79.7363

17.6270

38.2813

65.4724

8.5449

22.6746

47.0367

44.4092

65.6067

82.7698

22.8088

44.1406

68.4868

11.3708

25.6371

48.5310

47.1039

68.5036

84.2476

25.6538

47.0703

69.9622

12.8227

27.1060

49.2671

48.5394

69.9643

84.9816

27.1081

48.5352

70.6960

13.5535

27.8389

49.6337

49.2681

70.6962

85.3480

27.8392

49.2676

71.0623

13.9195

28.2052

49.8169

49.6339

71.0624

85.5312

28.2052

49.6338

71.2455

14.1026

28.3883

49.9084

49.8169

71.2455

85.6227

28.3883

49.8169

71.3370

14.1942

28.4799

49.9542

49.9084

71.3370

85.6685

28.4799

49.9084

71.3828

14.2399

28.5257

49.9771

10

49.9542

71.3828

85.6914

28.5257

49.9542

71.4057

14.2628

28.5485

49.9886

11

49.9771

71.4057

85.7028

28.5485

49.9771

71.4171

14.2743

28.5600

49.9943

12

49.9886

71.4171

85.7086

28.5600

49.9886

71.4228

14.2800

28.5657

49.9971

13

49.9943

71.4228

85.7114

28.5657

49.9943

71.4257

14.2829

28.5686

49.9986

14

49.9971

71.4257

85.7129

28.5686

49.9971

71.4271

14.2843

28.5700

49.9993

15

49.9986

71.4271

85.7136

28.5700

49.9986

71.4279

14.2850

28.5707

49.9996

16

49.9993

71.4279

85.7139

28.5707

49.9993

71.4282

14.2854

28.5711

49.9998

(4

49.9996

71.4282

85.7141

28.5711

49.9996

71.4284

14.2855

28.5712

49.9999

18

49.9998

71.4284

85.7142

28.5712

49.9998

71.4285

14.2856

28.5713

50.0000

Tabel 3.3.7.

Hasil contoh 3 dengan iterasi Gauss Seidel
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D4(2) =

L(2)

—4

1 -4

0

0

0

0

0

0

0

- 0 0
0 0
0 0
s 9
g -1
a8
0 0
0 0
0 0
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selanjutnya

(Da(2) - LA2)) "0 =

37.5000 -‘
50.0000
62.5000
16.5179
28.5714
47.7679
9.1040

19.8980

41.9165




00 0 0.2679
00 0 00714
00 0 0.0179
00 0 00772
(Da(2)~La(2)'Ua(2=| 0 0 0 0.0408
0 0 0 0.0147
00 0 0.0238

0 0 0 0.0182

0 0 0 0.0082

0.0714

0.2857

0.0714

0.0408

0.0918

0.0408

0.0182

0.0321

0.0182

0.0179

0.0714

0.2679

0.0147

0.0408

0.0772

0.0082

0.0182

0.0238

0.2679

0.0714

0.0179

0.0772

0.0408

0.0147

0.0714

0.2857

0.0714

0.0408

0.0918

0.0408

Dengan menggunakan Persamaan (3.1.11) diperoleh solusi SPL (lihat Tabel

3.3.8)

Karena |3:(12) - IE“’| < 0,0005,7 =1,2,3,---,9, maka proses iterasi

i

dihentikan setelah iterasi sebanyak 12 kali.

Analisa Contoh : Dari contoh diatas terlihat bahwa proses iterasi dengan Metode

Gauss Seidel sebanyak 19 kali dapat diturunkan menjadi 12 kali dengan menggu-

nakan Metode Gauss Seidel Diperumum dengan pemilihan parameter m=2 dan

dengan menggunakan error serta terkaan awal yang sama.
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0.0179

0.0714

0.2679

0.0147

0.0408

0.0772




Tll

Thz

Tis

Ty

T

Tos

T

Ts,

Ts3

37.5000

50.0000

62.5000

16.5179

28.5714

47.7679

9.1040

19.8980

41.9165

44.8182

62.7551

77.6307

24.2677

43.1487

65.6740

12.5408

25.8955

47.8924

48.2551

68.7526

83.6066

27.1791

47.9205

69.8549

13.7361

27.7654

49.4051

49.4504

70.6226

85.1194

28.1406

49.3759

70.9751

14.1176

28.3300

49.8263

49.8319

71.1871

85.5405

28.4407

49.8132

71.2950

14.2350

28.4992

49.9485

49.9493

71.3563

85.6628

28.5321

49.9441

71.3889

14.2705

28.5498

49.9847

49.9848

71.4070

85.6990

28.5596

49.9833

71.4167

14.2811

28.5650

49.9954

49.9954

71.4221

85.7097

28.5679

49.9950

71.4250

14.2843

28.5695

49.9986

49.9986

71.4266

85.7129

28.5704

49.9985

71.4275

14.2853

28.5709

49.9996

49.9996

71.4280

85.7139

28.5711

49.9996

71.4283

14.2856

28.5713

49.9999

10

49.9999

71.4284

85.7142

28.5713

49.9999

71.4285

14.2857

28.5714

50.0000

11

50.0000

71.4285

85.7142

28.5714

50.0000

71.4285

14.2857

28.5714

50.0000

Tabel 3.3.8. Hasil contoh 3 dengan iterasi Gauss Seidel Diperumum
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IV PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan uraian dari Bab III, dapat diberikan kesimpulan sebagai berikut.
Misal diberikan sistem persamaan linier Az = b dengan A bersifat diagonal dom-

inan secara tepat maka :

1. Iterasi Gauss Seidel konvergen untuk sebarang terkaan awal dengan syarat

jari-jari spektral matriks iterasi Gauss Seidel lebih kecil dari 1.

2. Matriks-matriks yang terlibat dalam metode iterasi Gauss Seidel dapat
Diperumum berdasarkan paramater 0 < m < n — 1. Metode iterasi Gauss

Seidel yang demikian dinamakan Metode Gauss Seidel Diperumum.

3. Iterasi Metode Gauss Seidel Diperumum juga konvergen kesebarang terkaan

awal x dengan syarat jari-jari spektralnya lebih kecil dari 1.

4. Beberapa contoh yang telah diberikan menunjukkan bahwa dengan pemil-
ihan parameter yang sesuai, iterasi Gauss Seidel Diperumum lebih efisien
daripada iterasi Gauss Seidel dengan penetapan error dan terkaan awal yang

sama untuk kedua metode.
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4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya penulis menyarankan untuk meneliti iterasi Gauss
Seidel dengan matriks A yang simetrik definit positif, karena jika A matriks
simetrik definit positif, maka iterasi Gauss Seidel juga akan konvergen dengan
sebarang terkaan awal. Dan juga disarankan untuk menyelidiki tentang pemili-

han parameter m agar diperoleh iterasi Gauss Seidel yang lebih efisien.
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LAMPIRAN

Lampiran ini berisikan langkah — langkah pengerjaan semua contoh yang terdapat
didalam Bab Pembahasan dengan menggunakan Matlab.

1. Contoh 1
e [angkah — langkah pengerjaan dengan Metode Gauss Seidel

»A=[1011;151;116]
»Da=[1000:050:006]
» La=[0 0 0:-1 0 0;-1 -1 0]
»Ua=[0-1-1:00-1:000]
»b=[151421]
»x=[012]
» (Da — La)~**b'
» (Da — La)~1 xUa
» x1 = (Da — La)~'*b' + (Da — La) " *Ua*x’
x1 =1.2000

2.1600

2.9400
» X2 = (Da — La)~1*b' + (Da — La)~"*Ua*x1
x2 = 0.9900

2.0140

2.9993

» X3 = (Da — La)~*b' + (Da — La) " 1*Ua*x2
x3 = 0.9987

2.0004

3.0002
» x4 = (Da — La)~**b' + (Da — La)"'*Ua*x3

x4 = 0.9999



2.0000
3.0000
» x5 =(Da— La)~'*b' + (Da — La)"**Ua*x4
x5 = 1.0000
2.0000
3.0000
e langkah — langkah pengerjaan dengan Metode Gauss Seidel Diperumum
»DI=[1010:151;016]
» L1=[000:000:-100]
» UlL=[00-1:000:000]
»b=[151421]
»x=[012]
» (D1 — L)™'y
» (D1 —L1)"' *Ul
»x1=(D1—=L1) b + (D1 — L1) MUa*x
xl = 1.1018
1.9825
2.9860
» x2= (D1 — L1)"*b' + (D1 — L1)"*Ua*x]
x2=1.0014
1.9998
2.9998
» x3= (D1 — L1)"*b'+ (D1 — L1) " Ua*x2
x3 = 1.0000
2.0000
3.0000

» x4= (D1 — L1)"™*b' + (D1 — L1)~1*Ua*x3




x4= 1.0000
2.0000
3.0000

2. Contoh 2
e Langkah — langkah pengerjaan dengan Metode Gauss Seidel

»A=[7-2122831;-1052;02-14]
»b=[3 -2 5 4]
»x=[0000]
» Da=[7000:0800:0050:0004)
»Ua=[02-1-2:00-3-1:000-2:000 0]
»1a=[0000:2000:1000:0-210]
» (Da — La)~**b'
» (Da — La)~! «Ua
» x1 = (Da — La)™'*b' + (Da — La) " *Ua*x’
x1 =0.4286
-0.3571
1.0857
1.4500
» x2 = (Da — La) ¥*b' + (Da — La) " 1*Ua*x]1
x2 = -0.2429
-0.7777
0.3714
1.4817
» x3 =(Da — La)~¥*b' + (Da — La) " *Ua*x2
x3 =-0.2700
-0.5070

0.3533



1.3418
» x4 = (Da — La)~*b' + (Da — La)"**Ua*x3
x4 = -0.1501
-0.5127
0.4332
1.3647
» X5 = (Da—La)~1*b' + (Da — La) " **Ua*x4
x5 =-0.1697
-0.5406
0.4202
1.3754
» X6 = (Da — La)~1*b' + (Da — La)"**Ua*x5
x6= -0.1789
-0.5348
0.4141
1.3709
» X7 = (Da — La)~*b' + (Da — La) " *Ua*x6
x7= -0.1751
-0.5329
0.4166
1.3706
» x8 = (Da — La)1*b' + (Da — La) '*Ua*x7
x8 =-0.1748
-0.5339
0.4168

1.3711




» X9 = (Da — La)~"¥*b' + (Da — La) " **Ua*x8
x9= -0.1753
-0.5339
0.4165
1.3711
» x10 = (Da — La)~**b' + (Da — La) **Ua*x9
x10=-0.1752
-0.5338
0.4165
1.3710
e Langkah — langkah pengerjaan dengan Metode Gauss Seidel Diperumum
»DI1=[7-200:2830:0052;00-14]
»LI=[0000:0000:1000:0-200]
»Ul=[00-1-2;000-1:0000:0000]
»x=[00 06]
»b=[3-254]
» (D1 — L1~ *Y
» (D1 —L1)"1 Ul
» x1=(D1—-L1)"1*b'+ (D1 — L1)"*U1*x’
xl1= 0.2829
-0.5098
0.5042
1.3810
»x2=»x1=(D1—-L1)""b' + (D1 - L1)"™Ul*xI
x2 =-0.1896
-0.5306

0.4145




x2 =-0.1896
-0.5306
0.4145
1.3689
»x3 =»x]=(D1—L1)""b'+ (D1 -—L1)"*Ul*x2
x3 =-0.1743
-0.5338
0.4167
1.3711
» x4 =»x1=(D1-L1)"%b' + (D1 —L1)"*U1*x3
x4 = -0.1752
-0.5338
0.4165
1.3710

» x5 =»x1 = (D1—L1)"*b'+ (D1 —L1)**U1*x4

x5=-0.1752
-0.5338
0.4166
1.3710

3. Contoh 3

e Langkah — langkah pengerjaan dengan Metode Gauss Seidel

»Da=[-400000000;0-40000000,00-4000000;,000-400000,0000-400
00,00000-4000,000000-400,0000000-40,00000000-4]

» La=<[000000000,-100000000,0-10000000,-100000000,0-10-10000
0,00-10-10000;000-100000,0000-10-100,00000-10-10]

» Ua=[0-10-100000,00-10-10000,00000-1000,0000-10-100;00000-10
-10,00000000-1,0000000-10,00000000-1,000000000]

» b =[-100 -100 -200 0 0 -100 0 0 -100]




»x=[000000000]

» (Da —La)™*b'

» (Da —La)™? *Ua

» x1 = (Da—La)™*b' + (Da — La) *Ua*x’

x1 = 25.0000
31.2500
57.8125

6.2500
9.3750
41.7969
1.5625
2.7344
36.1328

» x2 = (Da —La) " "b' + (Da — La) *Ua*x1
X9 =

34.3750
50.3906
73.0469
11.3281
26.5625
58.9355

3.5156
16.5527
43.8721

» x3 = (Da—La)™*b' + (Da — La) *Ua*x2
x3 =

40.4297
60.0098
79.7363
17.6270
38.2813
65.4724

8.5449
22.6746
47.0367

» x4 = (Da —La)"b' + (Da — La) MUa*x3

x4 =



44,4092
65.6067
82.7698
22.8088
44.1406
68.4868
11.3708
25.6371
48.5310

» x5=(Da — La) " *b' + (Da — La)” *Ua*x4
x5 =

47.1039
68.5036
84.2476
25.6538
47.0703
69.9622
12.8227
27.1060
49.2671

» x6 = (Da—La)""*b' + (Da — La) M*Ua*x5
x6 =

48.5394
69.9643
84.9816
27.1081
48.5352
70.6960
13.5535
27.8389
49.6337

» x7 = (Da—La)™*b' + (Da — La) ™Ua*x6
X7 =

49.2681
70.6962
85.3480
27.8392
49.2676
71.0623




13.9195
28.2052
498169

» x8=(Da — La) "*b' + (Da — La)” *Ua*x7
x8 =

49.6339
71.0624
85.5312
28.2052
49.6338
71.2455
14.1026
28.3883
49.9084

» x9= (Da — La) " *b' + (Da — La)~*Ua*x8
x9=

498169
71.2455
85.6227
28.3883
498169
71.3370
14.1942
28.4799
49.9542

» x10 = (Da —La)~*b' + (Da — La) **Ua*x9
x10=

49,9084
71.3370
85.6685
28.4799
49.9084
71.3828
14.2399
28.5257
499771

» x11= (Da— La)™™b' + (Da — La) " **Ua*x10

xll =



49.9542
71.3828
85.6914
28.5257
499542
71.4057
14.2628
28.5485
49.9886

» x12=(Da — La)™*b' + (Da — La) *Ua*x11
x12=

499771
71.4057
85.7028
28.5485
499771
71.4171
14.2743
28.5600
49.9943

» x13= (Da—La)~"*b' + (Da — La) *Ua*x12
x13 =

49.9886
71.4171
85.7086
28.5600
499886
71.4228
14.2800
28.5657
49.9971

» x14= (Da —La)™*b' + (Da — La) "“Ua*x13
x14 =

49.9943
71.4228
85.7114
28.5657
49.9943
71.4257



14.2829
28.5686
49.9986

» x15= (Da—La)™*b' + (Da — La) *Ua*x14
x15=

49.9971
71.4257
85.7129
28.5686
49.9971
71.4271
14.2843
28.5700
49.9993

» x16 = (Da —La)~¥b' + (Da — La) **Ua*x15
x16 =

49.9986
71.4271
85.7136
28.5700
49.9986
71.4279
14.2850
28.5707
49.9996

» x17 = (Da —La)~"b' + (Da — La) *Ua*x16
x|7 =

49.9993
71.4279
85.7139
28.5707
49.9993
71.4282
14.2854
28.5711
49.9998

» x18 = (Da —La)~*b' + (Da — La) **Ua*x17

x18 =




49.9996
71.4282
85.7141
28.5711
49.9996
71.4284
14.2855
28.5712
49.9999

» x19=(Da —La)™*b' + (Da — La) *Ua*x18
x19 =

49.9998
71.4284
85.7142
28.5712
49.9998
71.4285
14.2856
28.5713
50.0000

e Langkah — langkah pengerjaan dengan Metode Gauss Seidel Diperumum

»D2=[-410000000,;1-41000000,01-4000000,000-410000,0001-410
00,00001-4000,000000-410,0000001-41,00000001 -4]

» U2=[000-100000,0000-10000,00000-1000,000000-100,0000000-1
0,00000000-1,000000000,000000000,000000000]

» L2=[000000000,000000000,000000000,-100000000,0-1000000
0,00-1000000,000-100000;0000-10000;00000-1000]

» b=[-100 -100 -200 0 0 -100 0 0 -100]
»x=[000000000]

» (D2 —L2)"*b

» (D2 —L2)"*+U2

»x1 = (D2 —L2)™"b' + (D2 — L2) *U2*x’
x]l =

37.5000
50.0000



62.5000
16.5179
28.5714
47.7679

9.1040
19.8980
41.9165

» x2 = (D2 —L2Z)™™b' + (D2 — L2) " *U2*x1
X2 =

448182
62.7551
77.6307
24.2677
43.1487
65.6740
12.5408
25.8955
47.8924

» x3 = (D2 = L2)7*b' + (D2 — L2) "U2*x2
x3 =

48.2551
68.7526
83.6066
27.1791
47.9205
69.8549
13.7361
27.7654
49.4051

» x4 = (D2 —L2)™ ' + (D2 — L2) " 1*U2%x3
x4 =

49.4504
70.6226
85.1194
28.1406
493759
70.9751
14.1176
28.3300
49.8263



» x5 = (D2 —L2)™ ' + (D2 — L2) "2*U2*x5
x5=

498319
71.1871
85.5405
28.4407
49.8132
71.2950
14.2350
28.4992
49.9485

» x6 = (D2 —L2)™*b' + (D2 — L2) " U2*x5
x6 =

49.9493
71.3563
85.6628
28.5321
49.9441
71.3889
, 14.2705
28.5498
49.9847

» x7 = (D2 —L2)"¥b' + (D2 — L2) " U2*x6
x7=

49,9848
71.4070
85.6990
28.5596
49.9833
71.4167
14.2811
28.5650
49.9954

» x8 = (D2 —L2)™™b' + (D2 — L2) " *U2*x7
x8 =

499954
71.4221




85.7097
28.5679
49.9950
71.4250
14.2843
28.5695
49.9986

» X9 = (D2 —L2)™¥b' + (D2 — L2) " *U2*x8
x9 =

49.9986
71.4266
85.7129
28.5704
49.9985
71.4275
14.2853
28.5709
49.9996

» x10 = (D2 —L2)™*b' + (D2 — L2) *U2*x9
x10=

49.9996
71.4280
85.7139
28.5711
49.9996
71.4283
14.2856
28.5713
49.9999

» x11= (D2 —L2) ' + (D2 — L2) " MU2*x10
xl1 =

49.9999
71.4284
85.7142
28.5713
49.9999
71.4285
14.2857
28.5714
50.0000
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