© HAK CIPTA MILIK UNIVERSITAS ANDALAS

Hak Cipta Dilindungi Undang-Undang
1. Dilarang mengutip sebagian atau seluruh karya tulis ini tanpa mencantumkan dan menyebutkan sumber:
a. Pengutipan hanya untuk kepentingan pendidikan, penelitian, penulisan karya ilmiah, penyusunan laporan, penulisan
kritik atau tinjauan suatu masalah.
b. Pengutipan tidak merugikan kepentingan yang wajar Unand.
2. Dilarang mengumumkan dan memperbanyak sebagian atau seluruh karya tulis ini dalam bentuk apapun tanpa izin Unand.

METODE DEKOMPOSISI ADOMIAN UNTUK MENYELESAIKAN
PERSAMAAN LAPLACE

SKRIPSI

NIVERSITAS ANDAL =

<
1
N

NURUL ARIFIN NST
07134015

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS ANDALAS
PADANG
2012



TANDA PERSETUJUAN SKRIPSI

Dengan ini dinyatakan bahwa:

Nama : NURUL ARIFIN NST

No. Buku Pokok : 07 134 015

Jurusan :  Matematika

Bidang :  Matematika Terapan

Judul Skripsi : Metode Dekomposisi Adomian untuk Menye-

lesaikan Persamaan Laplace
telah diuji dan disetujui skripsinya sebagai salah satu syarat untuk memperoleh
gelar Sarjana Sains (S.Si) melalui ujian sarjana yang diadakan pada tanggal
6 Januari 2012 berdasarkan ketentuan yang berlaku.

Pembijmbing, Pengu_u,
1.
. ot )
Dr. Muhafzan Budi Rudianto, M.si
NIP. 19670602 199302 1 001 NIP. 132 169 920
2 2:
e
Dr. Lyra Yulianti Narwen, M.si
NIP. 19750706 199903 2 003 NIP. 19870410 199702 1 001
' 3. "

ulakmal, M.Si
NIP. 19671108 199802 1 001

( §8 55 Mengeta.hm
'@-_Kétua Jurusan M'a:tematlka FMIPA Unand

'Q' ; E

A\ Y Cn ¥ ' fl
A AW, ) 2

k""‘ ¢ &2 : g

S "Dr Syafnza,l Sy
"NIP. 19670807 199300 1 001

N



Allah, tidak ada Tuhan (yang berfiak disembah) melainkan dia
yang hidup kekal lagi terus menerus mengurus (makhiluk-Nya} tidak mengantuk dan tidak tidur
Kepunyaan-Nya apa yang di langit dan di bums.
tiada yang dapat memberi syafa'at 4i sisi Allak tanpa izin-Nya?
Allah mengetahus apa-apa yang di hadapan merekg dan di belakang mereka,
dan merekg tidak mengetahiui apa-apa dari sfmu Allah melainkan apa yang dikehendaks-Nya.
Kursi* Allah meliputi langit dan bumi. dan Allak tidak merasa berat memelifiara keduanya,
dan Afllah Maha Tinggi lagi Maha besar (Qs AL - Bagarah: 255)

Subhanallah, Maha Suci Allah SWT yang telah memberikan nikmat-Nya sehingga saya dapat
menyelesaikan tugas akhir ini. Shalawat dan salam senantiasa dicurahkan kepada Nabi

Muhammad SAW yang telah membawa umatnya dari alam kebodohan ke alam yang penuh
dengan ilmu pengetahuan.

Berjuta-juta terima kasih yang tak hingga kepada yang sangat berjiwa besar Papa, yang
terkasih Mama, yang telah memberikan pengertian dan pengorbanan tak terhingga, pa, ma iin
tamat juga,,, dan Adik-adik-q tersayang(pasukan ranger) Ratma(ibu bidan), aSwan(pak guru),
haBib(calon pak dokter, amin), n ridWan(calon pak arsitek, amin), semgat ya ndung,,,,,,

Keluarga besar q nenck(iin dah S.si nek, in berhasil jadi boru panggoaran ma pahoppu
panggoaran nek),uwak,bou,uda,makasi untuk semua dukungannyaselama mni.  Satulagi buat uwak
sidakal, makasi y wak dahsabar obati n terapr mn sefarna 1 sakit, Athamdulillah sekarang kaki in dah
normal wak...

DosenPembimbing Bapak Dr.Muhafzan dan Ibu Dr.Lyra, beribu terimakasih atas bimbingan,
saran dan waktunya dalam membimbing nurul selamamenyelesaikan tugas akhir ni,hehehehehe.

DosenPenguji, Bapok Budi rudianto,M.Si, Bapak Narwen, M.Si, don Baopak Zulakmal,M.Si
ataspengarahandan saran dalampenyelesaiantugasakhirini.

Dosen-dosen Jurusan Matematika,Pak Syafrizal, Pak Werman, Pak Made, Pak Dodi, Pak Yudi, Pak
Jon, Pak Syafruddin, Pak Efendi, Pak Admi, Pak Igbal, Bu Yozza, Bu, Gema, Bu Ayu, Bu Iza, Bu Monik,
Bu Sil, Bu Nova, Bu Riri, dan Bu Maiyastri. Terima kasih atas ilmunya yang berharga.

Staf dan Pegawai Jurusan Matematika, Mama Cun, Bu Eli, Pak Syamsir, kak opi, Ibu pustaka dan
ibu CS.

Asisten Laboratorium Statistika dan Komputasi, Winda,S.si, Icut,S.si, Melis,S.si, Revi,S.si,
Novri,S.si, Aulia, Puput,S.si, Dedet, Iin, Kevan, Nela, Hime, YulS.si i, Et,
Hasan, Mimi, Maul, Ami, Azmi, Rendi, dan Devis. Terima kasih atas
kerjasamanya. Serta terima kasih kepada Pak Budi Rahmadya selaku
koordinator Labor.

Teman-teman Jobar g Lili n zwai (ibu guru matemalska),,, temsn dak
tamat g,,, Klian doma,,,nida n linda (ibu bidan)ayo ftemin bagil gaji bidan



LPTTnya, hakakahahaha,,,, kemek? gla ns, frisca(sbu dokter) kog makin sombong
kw temsnf Ntah lak,,,

Keluarga besar HIMATIKA, semangat dan perjuangan bersama-sama selalu menjadi kenangan
di kemudian hari yang tak terhingga nilainya. Selalu bangga menjadi bagian dari kalian.

Teman-teman kos gG. saKinalh tikungan, nisa(teman sekamar g)makassh untuk
Aebersamaannya selama ns, maaf ya bule’ ningssh Ku bule’ nurun cerewetsn
bule’ ja,,,, hehehele,, finnong ga s5 nulur nama g fin tp Nurul beges,, yants
(selat dope etek kanf)

Kel. Besar BP 015, da angga, da Q-donk, ni Fatma, ni ade(Hardes), ni Fanum, ni Citra, ni
Yose, sobep revi, rahmi, bey, n vivi. Hahahaoo.... seperti tak ada dunia tanpa kalian....terima
kasih atas kekompakannya, semoga kita bisa sama-sama lagi dalam keadaan sukses.

Teman-teman angkatan 2007 McZoven, Wewes,Ssi, Desma,Ssi, Lia,Ssi, Dian KSsi
PuputSsi , AgustiaSsiaq Ssi juga bu... hehehehe) Lina,Ssi, Winda,Ssi (maminya
qta semua, ibu Bni) MerSsi, Dian A(doenk, kama Iw? Manga menghilang?)
RestS.si, Putri Hime(semangat hime,,) Yulian S.Si (calon Msi cieeeee) SobriS.si
Yona H, Ririn SSi JessiSsi Vivi SSi, NovriSsi (semanagt aku,,) Melisa,Ssi (suik
jan berang2 jo lai, takuik urang caliaknyo, heheheheheh), Yona MSsi Imel S.5i (ibu
Bni), LegiSsi, lcut Ssillbu Mandiri, undangan angga ma icut ditunggu ya,, hehehehe)
Tika S.Si (ibu Bri) Aulia, Ayu,Ssi (selalu ceria, hahahhaaaa) Ferdi k' Oja,Newton ,
Joko, Dian ciap, Rahmi, NoviSsi, MeliSsi, Fitria,S.si, ReviSsi(sobep) , Asita (cepat
sembuh),Rida,S.si(sdr sebimbingan) AmiSsi, isnaini Riri DyaSsi, Widya, Anggun,
Ipat, Ane(sabar saying,,, hanya menunggu waktu), Pia, acha,S.si.

Uda-uda dan Uni—uni senior Matematika, terimakasih atas pengalaman n
berbagi ilmunya selama ni da ni,,, unr fani05, ni vamO6, uni lusi, uni rahma, da danil,
da irsal, da jonk, semuaZnya makasih y uda, uni q--..

Adik-adik junior Matematika, Erik, Tama, Lindo, Bayu, Yolwi, Virza,S.si(sdr sebimbingan), Eiza,
cipi,S.si, Mezi, Eris, Ana,ica(capek la cha,, karajoan TA tu lai,,), Zaki, Anggi, Rahmat,Lucky, Suci(bu
sekretaris,, semangat PSB nya y ci,,)panzulrina, catrin dkk, n masih banyak maaf tidak bisa
disebutkan satu persatu. Terima kasih atas semangatnya.

Dan Terakhir buat seseorang yang terindah yang selalu menemani q baik
dalam senang maupun susah, Mas q. Ridho Iki. Terima kasih atas segala

pengorbanan dan curahan segenap jiwa dan raga. Walaupun qta jauh semangat yq
mas berikan sangat berarti bt iin(semangat ndung....).

terimaKasih semunya

Nurul Arsfin Nt



KATA PENGANTAR

Alhamdulillah, puji syukur penulis sampaikan kehadirat Allah SWT karena
berkat ridho dan izin-Nya jualah penulis dapat menyelesaikan skripsi ini dengan
judul ?"Metode Dekomposisi Adomian untuk Menyelesaikan Persamaan

Laplace”. Salawat dan salam tidak lupa penulis kirimkan kepada junjungan
kita Nabi Muhammad SAW yang telah membawa umat manusia dari zaman ke-
bodohan ke zaman yang penuh ilmu pengetahuan. Skripsi ini merupakan salah
satu syarat untuk memperoleh gelar Sarjana Sains di Jurusan Matematika Fakul-
tas Matematika dan [lmu Pengetahuan Alam Universitas Andalas Padang.
Selanjutnya, penulis mengucapkan terima kasih kepada semua pihak yang

telah membantu dalam penyelesaian skripsi ini, terutama kepada :

1. Bapak Dr.Muhafzan selaku Pembimbing I yang telah membantu mengarahkan
penulis dalam menyelesaikan penulisan skripsi ini. Serta ilmu, ide, saran dan
nasihat yang telah diberikan selama proses bimbingan tugas akhir maupun

selama penulis menjalani perkuliahan.

2. Ibu Dr.Lyra Yulianti selaku Pembimbing II yang telah membantu penulis

dalam penyempurnaan penulisan skripsi ini.



3. Bapak Budi Rudianto,M.si, Bapak Narwen,M.si, dan Bapak Zulakmal M.si
selaku penguji yang telah membaca, memberi masukan dan saran kepada

penulis dalam penyempurnaan penulisan skripsi ini.

4. Bapak Prof.Dr.I Made Arnawa selaku Pembimbing Akademik yang telah

membantu penulis dalam urusan akademik terutama dalam merancang studi

agar dapat selesai pada waktunya. Serta nasihat dan ilmu yang telah

diberikan selama penulis menjalani proses studi.

5. Bapak Dr. Syafrizal Sy selaku Ketua Jurusan Matematika Fakultas Matematika

dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Andalas Padang.

6. Bapak/Ibu dosen dan karyawan/i Jurusan Matematika FMIPA UNAND
yang telah membagi ilmunya kepada penulis dan membantu penulis selama

perkuliahan.

7. Sahabat-sahabatku mahasiswa angkatan 2007 Fmipa Unand, Tia, Doenk,
Lisuik, Etha, Cimut, dan semua yang tidak dapat disebutkan satu persatu,

tetap semangat.

8. Anggota HIMATIKA, terimakasih untuk semua hal yang mampu memben-

tuk sikap dan kepribadian penulis selama menjalani kehidupan kampus.

9. Semua pihak yang turut membantu hingga selesainya skripsi ini yang tidak

dapat penulis sebutkan satu persatu.

Terima kasih kepada ayahands Muhammad Arifin Nst dan ibunda Minarni

Caniago di padangsidimpuan, karena dengan kasih sayang, doa, dorongan dan se-

iii



mangat beliau, penulis dapat menyelesaikan tugas akhir ini tepat pada waktunya.
Untuk adikku Ratna Sari Nst, Muhammad Aswan Nst, Ahmad Habibun Nst, dan

Ridwan Sabilih Nst terima kasih untuk segala hal yang telah kita lalui bersama,

tetap semangat.
Akhir kata, semoga skripsi ini bermanfaat untuk sivitas akademik Universi-

tas Andalas khususnya dan masyarakat umumnya. Amin.

Padang, Januari 2012

Penulis

iv



ABSTRAK

Persamaan Laplace merupakan suatu persamaan diferensial parsial yang diberikan
oleh uzz + uyy =0, a < z, y > b. Metode dekomposisi Adomian merupakan
suatu metode yang mendekomposisikan fungsi yang tidak diketahui u(x,y) ke
dalam sejumlah tak hingga komponen yang didefinisikan oleh deret u(z,y) =
Yoo o talz,y), dimana himpunan u,(z,y),n > 0 adalah fungsi yang akan diten-
tukan. Penyelesaian persamaan Laplace dapat ditentukan dengan metode dekom-
posisi Adomian, yaitu dengan menggunakan operator diferensial dan invers, sub-
stitusikan kondisi batas, dan uraikan fungsi tersebut ke dalam dekomposisi Ado-
mian. Hasil yang diperoleh adalah solusi dalam bentuk fungsi eksplisit.

Kata kunci: Persamaan Laplace, Metode Dekomposisi Adomian.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Metode dekomposisi Adomian merupakan suatu teknik yang digunakan un-
tuk mengaproksimasikan suatu fungsi dengan menggunakan suatu bentuk deret
tak hingga. Dalam [3] dikatakan bahwa metode dekomposisi Adomian dapat digu-
nakan untuk menyelesaikan persamaan differensial biasa atau parsial baik linear
maupun nonlinear, serta persamaan integral linear dan nonlinear. Dalam skripsi
ini akan didiskusikan tentang penggunaan metode dekomposisi Adomian dalam
menyelesaikan persamaan Laplace, khususnya dimensi dua. Suatu persamaan

Laplace dimensi dua diberikan oleh
Uz + Uy =0,0<2<a, 0<y<b, (1.1)

dimana u,, = g—:’g’, Uy = 32—# Jika syarat batas yang bersesuaian diberikan pada
persaniaan (1.1), maka solusi eksplisit dari (1.1) dapat ditentukan dengan metode

Adomian.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka perumusan masalah tugas akhir
ini adalah bagaimana menyelesaikan persamaan Laplace dengan menggunakan

metode dekomposisi Adomian.



1.3 Pembatasan Masalah

Pada tugas akhir ini permasalahan dibatasi pada penyelesaian persamaan

Laplace berdimensi dua dengan syarat batas Dirichlet, Neumann, dan Robin.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah menyelesaikan persamaan Laplace dengan
kondisi batas Dirichlet, Neumann, dan Robin serta menentukan solusinya dengan

menggunakan Metode Dekomposisi Adomian.

1.5 Sistematika Penelitian

Sistematika penulisan tugas akhir ini terdiri dari Bab I, Bab II, Bab III,
dan Bab IV. Bab I Pendahuluan berisi latar belakang, perumusan masalah, pem-

batasan masalah, tujuan penelitian, dan sistematika penulisan. Bab II Landasan
Teori berisi teori-teori yang digunakan dalam Bab III Pembahasan. Bab III berisi
pembahasan dan hasil dari penelitian ini. Tugas akhir ini diakhiri dengan kesim-

pulan yang termuat dalam Bab IV Penutup.



BAB II
LANDASAN TEORI

Dalam bab ini diberikan teori-teori yang digunakan untuk menyelesaikan

persamaan Laplace orde dua dengan menggunakan metode dekomposisi Adomian.

2.1 Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial adalah persamaan diferensial dimana fungsi
yang tak diketahui tergantung kepada beberapa variabel bebas, sehingga turunan-
nya merupakan turunan parsial. Bentuk umum dari persamaan diferensial parsial
adalah

F(xa U, Uy, UQy «eny Upy Uzyzay -oey uz,-...zk) = 0) (2'1)

dimana x = (z;,2, ..., Z,) adalah variabel bebas, u = u(z, 7, ...,T,) adalah
variabel tak bebas, u,, = a%,- dan ug;,; = #ﬁ;‘:}, dengan i = 1,2,3,---, j =
1,2,3,---

Persamaan diferensial parsial dikatakan linier jika semua variabel tak bebas
dan setiap turunan parsial memiliki polinomial berderajat satu, serta koefisien
dari variabel tak bebas dan koefisien setiap turunan parsial adalah konstan atau
variabel bebas.

Persamaan diferensial parsial dikatakan homogen jika setiap suku dari per-
samaan diferensial parsial memuat variabel tak bebas u atau salah satu dari

turunannya. Dalam hal sebaliknya jika setiap suku dari persamaan diferensial



parsial tidak memuat variabel tak bebas u atau salah satu dari turunannya maka

persamaan tersebut dikatakan persamaan diferensial parsial nonhomogen.

2.2 Persamaan Laplace

Persamaan Laplace merupakan suatu bentuk khusus dari persamaan differ-

ensial parsial linier homogen orde dua, yang berbentuk sebagai berikut:
Uz + Uy =0, 0<2z<a, 0<y<b (2.2)

Dalam [3] disebutkan bahwa terdapat tiga syarat batas yang mungkin terjadi

untuk persamaan Laplace (2.2), yaitu:

1. Syarat batas Dirichlet, yaitu kondisi batas yang menspesifikasikan fungsi

u(z,y) pada batas.

. 2. Syarat batas Neumann, yaitu kondisi batas yang menspesifikasikan turunan

u(z,y) terhadap batas.

3. Syarat batas Robin, yaitu kondisi batas yang menspesifikasikan hubungan

linier antara u(z,y) dan turunan u(z,y) terhadap batas.

2.3 Metode Dekomposisi Adomian

Metode dekomposisi Adomian pertama kali diperkenalkan oleh George Ado-
‘mian.  Metode dekomposisi Adomian merupakan suatu teknik yang digunakan

~ untuk menyelesaikan persamaan fungsi dalam bentuk u(z,y) yang diuraikan ke



dalam suatu bentuk deret tak hingga ke dalam komponen u,(z,y), yang didefi-
nisikan oleh

u(xv y) = i un(z, ), (2.3)

n=0

dimana komponen u,(z,y),n = 0 merupakan fungsi yang akan ditentukan. Pe-
nentuan dapat dilakukan melalui relasi rekursif yang biasanya melibatkan integral
sederhana.

Diberikan suatu persamaan diferensial parsial dalam bentuk operator linier

sebagai berikut
Liu+Lu=g, (2:4)
dimana
5° 52
Lz b 'é"m—a dan L” = B_yﬁ' (2-5)
Selanjutnya misalkan
L) = / / (.)dzdz
0 Jo (2.6)

L' ()= /o ’ fo " ()dydy

menyatakan operator integral linier. Dengan menggunakan operator integral linier

terhadap kedua sisi pada (2.4), maka diperoleh
w=f - L'(Lyu) (2.7

dimana f merupakan suatu fungsi yang muncul akibat pengintegralan suku non-

homogen. Dengan mensubstitusikan (2.3) ke dalam (2.7), maka diperoleh

St =~ LN(E 3 ) (28)
n=0 n=0



Persamaan (2.8) dapat ditulis dalam bentuk

uo+u1+u2+“'=f—L;1(Ly(u0+u1+U2+“')) ( )
2.9

=f- L;lLy(“O) - L;ILy(“l) —e.
Untuk mengkonstruksi hubungan rekursif yang diperlukan dalam menen-
tukan komponen-komponen wug, uy, us, - - -, metode dekomposisi Adomian me-
nyarankan bahwa komponen ke nol ug, didefinisikan oleh fungsi f yang muncul

pada persamaan (2.7). Secara formal hubungan rekursif didefinisikan sebagai ber-

ikut
up = f,
(2.10)
e = —L7' (Ly(ue)), k20,
yang ekuivalen dengan
uy = f,
u = —L7*(Ly(uo)),
up = =L (Ly(w)),
(2.11)

Up = _L;l (Ly(u’n—l))’

Dengan mensubsitusikan (2.11) ke dalam (2.3), maka diperoleh solusi dari masalah
(2.4) dalam bentuk deret. Dalam [6] dikatakan bahwa jika terdapat suatu solusi

eksak untuk masalah (2.4), maka deret (2.3) konvergen ke solusi eksak tersebut.



2.4 Deret Taylor

Misalkan f dan semua turunannya, f', f”, f, ---, berada pada selang [a, b|
dan zo € [a,b], maka untuk nilai-nilai = di sekitar zo dan z € [g, b), f(z) dapat
diekspansi ke dalam deret Taylor :

(.’B - mo)"

5 F®(zo) + -+

(2.12)

@) = flao) + E= T piag) + EZT iy 4

Jika fungsi diperluas di sekitar zo = 0, maka deret tersebut dinamakan deret

Maclaurin yang merupakan deret Taylor baku.



BAB III
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan diuraikan mengenai penentuan solusi persamaan Laplace

dengan menggunakan metode dekomposisi Adomian.

3.1 Metode Dekomposisi Adomian untuk Menyelesaikan

Persamaan Laplace Orde Dua

Diberikan suatu sistem persamaan Laplace dua dimensi pada daerah persegi

panjang dengan syarat batas Dirichlet sebagai berikut:
Ugz + Uy =0, 0<2<0, 0<y<b,

dengan
(3.1)

u(0,y) = hH(), u(a,y) = fa(y),
u(z,0) = g:1(z), u(z,b) = go(x)-

Situasi permasalahan di atas dapat digambarkan sebagai berikut:

b

u(xb)=g,(x)

w9 = £0) .’1-“, =0 u(u)-ﬁ(!)

(xDmgld) ®

Gambar III.1. Syarat batas persamaan Laplace



Tulis persamaan (3.1) dalam bentuk operator linier, yaitu:

Lyﬁ.(iﬂ, y) = "Lmu(mﬁ y)ﬁ (32)
dimana
H? 0?
Lz = 5},‘—2 dan Ly = a—ya (33)

Invers dari operator (3.2) adalah integral lipat dua berikut

20 = [ [ (oo

(3.4)
i v oy
iy f f ().
o Jo
Dengan menerapkan operator invers L;l ke dalam persamaan (3.2) maka
L, Lyu(z,y) = —L;" Lau(z, y), (3.5)
dimana
L7 Lou(z,y) fyfy32dd
= ulz,y) = a5 ayay
v o Jo Oy
]
=f u(z,y) — uy(z,0)dy (3.6)
0
= ’LL(CE, y) - u(ma 0) - yuy(ma O)s
sehingga persamaan (3.5) menjadi
L' Lyu(z,y) = —L; ' Lyu(z, y)
u(z,y) — u(z,0) — yuy(z,0) = —L;' Lyu(z, y) (3.7)
u(z,y) = u(z,0) + yu,(z,0) — L;lLIu(z, y)-
Dengan menggunakan syarat batas pada persamaan (3.7) maka diperoleh
u(z,y) = i(y) + yh(z) — L, Lau(z, y), (3.8)

9 s



dimana
h(z) = u,(z,0) (3.9)
adalah syarat batas yang akan ditentukan.

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, metode Adomian mendefinisikan

solusi u sebagai deret tak hingga dari komponen-komponen

u(z, y) = Z 'U.,,(-T, y) (310)

Substitusikan (3.10) ke dalam persamaan (3.8), diperoleh
o0 o
Y un(2,) = g1(y) +yh(z) — L L (D un(z,))- (3.11)
n=0 n=0

Dengan mengekspansi persamaan (3.11) diperoleh

U+ t+ux -t = gl(y) +yh(.’l)) - L;le(uO(mvy) + ul(xa y) + )a
(3.12)
= g1(y) + yh(z) = Ly La(o) — Ly  La(wa) — - .

Untuk mengkonstruksi hubungan rekursif dalam menentukan ug, u, g, -,
perlu diperhatikan bahwa dalam metode dekomposisi Adomian, suku ke ug diper-
oleh dari fungsi yang muncul dari kondisi batas. Komponen lain dari u(z,y)
ditentukan dengan cara rekursif sedemikian sehingga masing-masing komponen
ditentukan dengan menggunakan komponen sebelumnya. Dengan demikian, un-

tuk menentukan komponen u,(z,y),n > 0, himpunan skema pengulangannya

adalah sebagai berikut

uo = 91(y) + yh(z),
(3.13)

Uk4r = —'L;l'Lz('U.k), k > 01

10



yang ekuivalen dengan

uo(z,y) = o1 (y) + yh(z),

1 14

u1(a,9) = ~ L5 Le(uo) = —gy9°h" (@),

ua(z,) = ~L; Lafir) = g4*HO(@),
: (3.14)

1
= 71 = (=1 20+l (2n)
un(m’y) Ly Lz(un—l) ( 1) (2,n+1)!y h (x)’
Persamaan (3.14) dapat ditulis kembali ke dalam bentuk
1 3 ” l 5 (4)
w2, y) =g1(y) + yh(2) — ;5" (@) + gy RO (2) = -+
: : (3.15)
1
_1\n 2n+1p (2n)
D Gy @

Solusi dax;i (3.15) diperoleh dengan menggunanakan kondisi batas yang nonho-
mogen. Untuk persamaan Laplace dua dimensi pada daerah persegi panjang
dengan syarat batas Neumann dan Robin, dimana syarat batas memuat turunan
terhadap z atau y, maka (3.15) diturunkan terhadap = atau terhadap y tergantung
kepada syarat batas yang diberikan.

Berikut ini diberikan beberapa contoh penggunaan metode Dekomposisi
Adomian untuk menyelesaikan persamaan Laplace dengan syarat batas Dirich-

let, Neumann, dan Robin.
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Contoh 1

Diberikan persamaan Laplace homogen dua dimensi dengan syarat batas

Dirichlet sebagai berikut

Upz +Uyy =0, 0<z, y<m,

dengan
(3.16)
u(0,y) =siny, u(m,y) = coshwsiny,
u(z,0) =0, u(z,7)=0.
Persamaan (3.16) dapat ditulis ke dalam bentuk
L.u(z,y) = —Lyu(z,y), (3.17)

dimana L. = :—:, dan L, = g—;—,;?. Dengan menerapkan invers L;! ke dalam (3.17)

dan menggunakan syarat batas maka diperoleh
u(z,y) = siny + zg(y) — L7 Lu(z,y), (3.18)

dimana,
9(y) = u(0, y)- (3.19)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.10) ke dalam persamaan (3.18), maka

diperoleh

Y un(z,y) = siny + z9(y) — L' Ly(D_ ua(z,3)), (3.20)
n=0 n=0

sehingga diperoleh hubungan rekursif sebagai berikut

uo(z,y) = siny + zg(y),

1, . 1 . o»
ui(z,y) = —L7 Ly(up) = ﬁa«" siny — 52°g" (y), (3.21)

1 . 1
us(@,9) = ~L Ly(m) = gatsiny + £2° @),

12



untuk suku-suku u,, berikutnya

1 n_: n n
un(z,y) = (2—11)'3:2 siny + (—1) a2 g (), (3.22)

(2n +1)!
Substitusikan persamaan (3.21) ke persamaan (3.20) sehingga diperoleh solusi

dalam bentuk deret sebagai berikut

_ 1., 1 B s
u(z,y) =Smy(1+-2—,w2+5$4+---)+w9(y)—gw3g (y)+5w"’y“’(y)—--- , (3.23)

yang ekuivalen dengan

_ (e 1
u(z,y) = coshzsiny +2g(y) — 552°9" () + 5159(“’(?;) —e (3.24)

Untuk menentukan g(y), gunakan syarat batas u(m,y) = coshwsiny ke dalam

persamaan (3.24), sehingga diperoleh

9(y) =0, (3.25)

dengan demikian

u(z,y) = coshzsiny. (3.26)

Contoh 2
Diberikan persamaan Laplace nonhomogen dua dimensi dengan syarat batas

Dirichlet sebagai berikut
Upr + Uy =2, 0<2, y<m,
dengan
(3.27)
u(0,y) = coshy, u(m,y)= —coshy,

u(z,0) = cosz, u(z,m) = coshn. _—

"
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Persamaan (3.27) dapat ditulis ke dalam bentuk

Lyu(z,y) = —Lyu(z,y), (3.28)

dimana L, = gg dan L, = %;2. Dengan menerapkan invers L;! ke dalam (3.28)

dan menggunakan syarat batas maka diperoleh
u(z,y) = coshy +zg(y) — L7} (Lyu(z,y) - 2), (3.29)

dimana
9(y) = u:(0, y). (3.30)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.10) ke dalam persamaan (3.29), maka

diperoleh
Y ua(z,y) = coshy + zg(y) + L2 — L7'Ly(} " un(z,v)), (3.31)
n=0 n=0

sehingga diperoleh hubungan rekursif sebagai berikut

uo(z,y) = coshy + zg(y) + 22,

1 1
ui(e,y) = —L; Ly (uo) = —:2? coshy — =2¢" (y), (3.32)

2! 3!
_ 1 1
uy(z,y) = —Lle,,(ul) = ;ﬁ-"f‘ coshy + 5-”1‘59(4)(?/),

untuk suku-suku u, berikutnya

(@) = () [ma™ eshy + o™ G (339)

Substitusikan persamaan (3.32) ke persamaan (3.31) sehingga diperoleh solusi

dalam bentuk deret sebagai berikut

u(s,y) = coshy(1- o+ g2t~ )+t +2g(y) ~ 3.2 (1) + 529D (4) —
(3.34)
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yang ekuivalen dengan
u(z,y) = coshycosz + 22 + zg(y) — a: g (y) +z :1: g(4) (y)—---. (3.35)

Untuk menentukan g(y), gunakan syarat batas u(r,y) = coshmcosz ke dalam

persamaan (3.35), sehingga diperoleh

9(y) =0, (3.36)

dengan demikian
u(z,y) = cosz cosh y. (3.37)
Contoh 3

Diberikan persamaan Laplace homogen dua dimensi dengan syarat batas

Neumann sebagai berikut

Uzz + Uy =0, 0<2z, y<m,

dengan
(3.38)
u;(0,y) = coshy, wus(m,y) = —coshy,
uy(z,0) =0, uy(z,7)=sinhwsinz.
Persamaan (3.38) dapat ditulis ke dalam bentuk
L,u(z,y) = —Lyu(z,y), (3.39)
dimana L, = 25 dan L, = Z5. Dengan menerapkan invers L;' ke dalam per-
samaan (3.39) dan menggunakan syarat batas maka diperoleh
u(z,y) = g(y) + zcoshy — L' Lyu(z,y), (3.40)
dimana
9(y) = u(0,). (3-41)
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Dengan mensubstitusikan persamaan (3.10) ke dalam persamaan (3.40), maka
diperoleh

Zun(m y) = g(y) + zcoshy — L7 lLy(Z ua(Z,9)), (3.42)

n=0 n=0

sehingga diperoleh hubungan rekursif sebagai berikut
ug(2,y) = g(y) + zcoshy,
ui(2,y) = —L7 Ly(uo) = —5:2%¢ " (y) - —w ® coshy, (3.43)

’U.Q(.’E,y) —L lLy(ul) = —:’L‘ g(d)(y) + IE COShy,

untuk suku-suku u, berikutnya
1
n____p2n,(2n) . T3 |
Substitusikan persamaan (3.43) ke persamaan (3.42) sehingga diperoleh solusi

dalam bentuk deret sebagai berikut

1. 1
u(z,y) = cosh .1/(9:—§ﬂv‘°’+5 o+ )+g(y)— =1’g (y)+—z 19 (y)—---, (3.45)

yang ekuivalen dengan

u(s,9) = cosbysinz + o(y) — 2%’ () + 7ogOW) = . (349)

Untuk menentukan g(y), gunakan syarat batas u,(z,7) = sinhzsinz ke dalam

persamaan (3.46), sehingga diperoleh

uy(z,7) =sinhwsinz + g () — 1 2g () +3 a: 498 (1) —
(3.47)
= sinhwsinz.

Dengan demikian, hal ini menunjukkan bahwa

9(y) =0, (3.48)
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sehingga diperoleh
u(z,y) = sinz coshy. (3.49)
Karena kondisi batas yang digunakan pada penentuan solusi u(z,y) adalah tu-
runan u terhadap y, maka terdapat suatu Cp pada solusi dari permasalahan (3.38),
sehingga
u(z,y) = Co + sinz coshy. (3.50)
Contoh 4

Diberikan persamaan Laplace nonhomogen dua dimensi dengan syarat batas

Neumann sebagai berikut

Uzz + Uy = cosz, 0<2, y<m,

dengan
(3.51)
u-(0,9) =0, uz(my) =0,
uy(z,0) = cosz, uy(z,m)=€’cosz.
Persamaan (3.51) dapat ditulis ke dalam bentuk
Lyu(z,y) = cosz — L u(z,y), (3.52)

dimana L, = 3";2; dan L, = 335;. Dengan menerapkan invers L;l ke dalam per-

samaan (3.52) dan menggunakan syarat batas maka diperoleh
u(z,y) = f(z) + ycosz + L, cosz — L, Lu(z,y), (3.53)

dimana

f(z) = u(z,0). (3.54)
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Dengan mensubstitusiken persamaan (3.10) ke dalam persamaan (3.53), maka

diperoleh
Zun(m y) = f(z) +ycosz+ L cosz — L IL,,(Eu,, z,y)), (3.55)
n=0 n=0

sehingga diperoleh hubungan rekursif sebagai berikut
w0(z,3) = /(@) + yeoss + oy cos,
1 1
u(z,y) = —L; " La(uo) = ——?JQf (z) + §y3 cosz + Zy" Cos Z, (3.56)

i 1 1
uz(2,y) = —L; Lo(w1) = ;ﬁy“f“"(w) + 5y’ cos T + <y° cosz,

untuk suku-suku u, berikutnya

2n+2

*+lecosz + COS Z.

1
@n+2)”

tn(2:) = (1) Gt ™ (@) + ™

(3.57)
Substitusikan persamaan (3.56) ke persamaan (3.55) sehingga diperoleh solusi

dalam bentuk deret sebagai berikut

u(z,y) =f(z) + ycosz + ! =y’cosz — y”f (x) + y cosz + ly COS T
2 2 3! 4l (3.58)

1 1
+ Iydf“)(fv) + ays cosz + —6—!y6005x +oen,
Untuk menentukan f(z), gunakan syarat batas u,(z,7) = cosze? ke dalam per-

samaan (3.58), sehingga diperoleh

B _1- l ) l 3 r(4)
u,,(x,'rr)—cosm(1+1r+2'1r +3.7r +o) 7 (@) + a0 (2) + (3.59)

= cos ze”,

dengan demikian, hal ini menunjukkan bahwa
f(z) =0, (3.60)

sehingga diperoleh

u(z,y) = cosze’. (3.61)



Karena kondisi batas yang digunakan pada penentuan solusi u(z,y) adalah tu-
runan u terhadap y, maka terdapat suatu Cy pada solusi dari permasalahan (3.51),
sehingga

u(z,y) = Cp + cos ze?. (3.62)
Contoh 5

Diberikan persamaan Laplace homogen dua dimensi dengan syarat batas

Robin sebagai berikut
Upr + Uy =0, 0<2, y<m,
dengan
(3.63)
u-(0,y) = cosy, ug(m,y) = coshmcosy,
u(z,0) =sinhz, u(z,7)= —sinhz.
Persamaan (3.63) dapat ditulis ke dalam bentuk
L.u(z,y) = —Lyu(z,y), (3.64)

dimana L, = % dan L, = %g. Dengan menerapkan invers L' ke dalam per-

samaan (3.64) dan menggunakan syarat batas maka diperoleh
u(z,y) = g(y) + zeosy — L' Lyu(z,y), (3.65)

dimana
9(y) = u(0,y)- (3.66)
Dengan mensubstitusikan persamaan (3.10) ke dalam persamaan (3.65), maka

diperoleh

> un(z,y) = g(y) + zcosy — L7 Ly () ua(2,3)), (3.67)

n=0 n=0
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sehingga diperoleh hubungan rekursif sebagai berikut
uo(z, y) = g(y) + z cosy,
i (z,) = ~ L7 Ly (o) = —59%0"(4) — 3:2° cosy, (3.68)

- 1
un(2,9) = —L Ly(w) = Zx4g<4>(y) ¥ 5z5 cosy,

untuk suku-suku u, berikutnya

1

mz +1 cosy). (3.69)

un(2,9) = (- 1)"[(2 T g (y) +

Substitusikan persamaan (3.68) ke persamaan (3.67) sehingga diperoleh solusi

dalam bentuk deret sebagai berikut

u(s,9) = cosy(z— ga®+ 2 +.) +gy) - 500 W)+ 2t~ , (370)

yang ekuivalen dengan
u(z,y) = cosysinz + g(y) — z g (v)+ 4,21 19 (y) — (3.71)

Untuk menentukan g(y), gunakan syarat batas u,(z,7) = sinwsinz ke dalam

persamaan(3.71) , sehingga diperoleh

uy(z,7) =sinwsinz+g (1r) la; 2g (1r) .|. a: g(s)(w) -

(3.72)
= sinnsinz,
dengan demikian, hal ini menunjukkan bahwa
9(y) =0, (3.73)
sehingga diperoleh
u(z,y) = sinzcos y. (3.74)
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Karena kondisi batas yang digunakan pada penentuan solusi u(z,y) adalah tu-
runan u terhadap y, maka terdapat suatu Cp pada solusi dari permasalahan (3.60),
sehingga

u(z,y) = Cp +sinzcosy. (3.75)
Contoh 6

Diberikan persamaan Laplace nonhomogen dua dimensi dengan syarat batas

Robin sebagai berikut
Ugy + Uy =cosz, 0<z, y<m,
dengan
(3.76)
u,(0,y) = coshy, wu.(m,y) = —coshy,
u(z,0) =sinz, u(z,7) = coshrsinz.
Persamaan (3.76)dapat ditulis ke dalam bentuk
L.u(z,y) = cosz — Lyu(z,y), (3.77)

dimana L, = g, dan L, = a%;' Dengan menerapkan invers L;! ke dalam per-

samaan (3.77) dan menggunakan syarat batas maka diperoleh
u(z,y) = g(y) + zcoshy — cosz — L' L,u(z,y), (3.78)

dimana
9(y) = u(0,y). (3.79)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.10) ke dalam persamaan (3.78), maka

diperoleh
Zun(a:, y) = 9(y) + Tcoshy — cosz — L;IL,,(Z ua(z, 7)), (3.80)
n=0 n=0
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sehingga diperoleh hubungan rekursif sebagai berikut

ug(z,y) = g(y) + T coshy — cos z,

1::: 3 coshy, (3.81)

- 1 "
’U.l(.’l), y) = —Lle?!(uO) = ——2)29 (y) 3l

21
7-"2(‘7:, y) = _L;]Ly(’lld) = 51‘49(4)(21) + 5.’35 cosh Y,

untuk suku-suku u,, berikutnya

(@) = (Dm0 + G oyl @82)

Substitusikan persamaan (3.81) ke persamaan (3.80) sehingga diperoleh solusi

dalam bentuk deret sebagai berikut

1
-a’g (y)+ =290 (y)—

1 1
u(z,y) = coshy(m——a: + =2+ )+g(y)—cos:1:—2

51
(3.83)

yang ekuivalen dengan

13 l
u(z,y) = coshysinz + g(y) — cosz — % g (y) + 5290 -+ (3:89)

Untuk menentukan g(y), gunakan syarat batas u(z,n) = coshwsinz ke dalam

persamaan (3.84), diperoleh

u(z,m) = coshwsinz + g(r) — cosz — la: 29 (1r)+ i 49@) (1) —

(3.85)
= coshwsinz
sehingga
9(y) =0, (3.86)
dengan demikian
u(z,y) = sinz coshy. (3.87)
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BAB IV
KESIMPULAN

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh pada bab pembahasan sebelum-
nya, dapat disimpulkan bahwa langkah-langkah untuk menyelesaikan persamaan
Laplace dengan menggunakan metode dekomposisi Adomian adalah sebagai ber-

ikut:

1. Ubah bentuk persamaan diferensial parsial pada persamaan Laplace ke

dalam bentuk operator diferensial.

2. Gunakan invers dari operator tersebut pada kedua sisi persamaan diferensial

parsial yang telah ditulis dalam bentuk operator.

3. Subsitusi kondisi batas ke persamaan diferensial yg telah diproses pada

langkah dua.

4. Definisikan fungsi u(z,y) yang tidak diketahui menjadi jumlah komponen

tak hingga yang ditulis dengan

u(z,y) = Y ua(2,9) (4.1)
n=0
Substitusikan persamaan (4.1) ke dalam hasil persamaan yang diperoleh

dari langkah 3.

5. Tentukan komponen ug(z,y) dari kondisi awal yang diberikan dan hasil in-

tegral dari fungsi yang diberikan.
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6. Tentukan komponen-komponen u;4,, k > 0 dengan menggunakan hubungan
rekursif sedemikian sehingga masing-masing komponen ditentukan dengan

menggunakan komponen sebelumnya

7. Substitusikan hasil komponen-komponen tersebut ke dalam persamaan (4.1).

8. Dari hasil langkah tujuh diperoleh fungsi u(x,y) dalam bentuk deret,gunakan

ekspansi Taylor untuk menyederhanakan solusi dari persamaan Laplace.
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