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ABSTRAK

Misal terdapat graf G = (V(G), E(G)). Fungsi bijektif g : V(G) U E(G) —
{1,2...|V(G)|+|E(G)|} dikatakan sebagai pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib jika
himpunan bobot sisi W = {w(zy)|w(zy) = g(z) + g(y) + g(zy),Vzy € E(G)},
dapat dituliskan sebagai

W ={a,a+d,..,a+ (|E(G)| — 1)d}.
Pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib g dikatakan super jika
9(V(G)) = {1,2,..,[V(G)]}

Pada skripsi ini telah dikaji bahwa graf kipas F, mempunyai pelabelan total
(a,d)-sisi antiajaib super dengan batasan pada d dan n, yaitu 2 < n < 6 dan
d € {0,1,2}.

Kata kunci : Graf kipas, pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib.

v




ABSTRACT

Let G = (V(G), E(G)). Then a bijection function from g : V(G)U E(G) —
{1,2, ., |V(G)| + |E(G)|} is called an (a, d)-edge antimagic total labeling of G if
the set of edge weight from of all edge of G, W = {w(zy)|w(zy) = g(z) + g(y) +
g(zy),Vzy € E(G)},can be denoted by

W ={a,a+d,..,a+ (|[E(G)| — 1)d}
An (a,d)-edge antimagic total labeling g is called super if
9((G)) ={1,2,.., [V(G)[}

In this paper, it has been shown that a fan graph with n vertices has a super (a, d)-
edge antimagic labeling with restrictions on d and 2 < n <6 and d € {0, 1, 2}.
Keyword : Fan graph, Super (a, d)-edge antimagic total labeling.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek kajiannya
berupa graf yang secara umum dipresentasikan oleh titik dan sisi serta himpunan
bagian bilangan cacah yang disebut label. Pelabelan pertama kali diperkenalkan
oleh Sedlacek (1964), kemudian Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970).

Misalkan terdapat graf G = (V, F), dimana V adalah himpunan titik dan
E adalah himpunan sisi. Pelabelan graf pada suatu graf G adalah suatu fungsi
satu-satu yang memetakan elemen-elemen graf G ke himpunan bilangan bulat
non negatif yang disebut label. Elemen-elemen graf yang dipetakan dapat berupa
himpunan titik atau himpunan sisi. Jika domain dari fungsi tersebut adalah
himpunan titik atau himpunan sisi, maka pelabelan disebut sebagai pelabelan
titik atau pelabelan sisi. Jika domain dari fungsi tersebut adalah himpunan titik
dan himpunan sisi, maka pelabelan tersebut dinamakan pelabelan total.

Pada tugas akhir ini hanya dilakukan pengkajian tentang pelabelan total,
khususnya pelabelan total sisi antiajaib pada graf kipas IF,,. Suatu pelabelan total
sisi antiajaib pada suatu graf dengan banyaknya titik p dan banyaknya sisi ¢
adalah pemetaan satu-satu f : V(G)UE(G) — {1,2..., p+q}, sedemikian sehingga

himpunan dari bobot sisi W = { f(z) + f(y) + f(zy),Voy € E(G)} dapat ditulis




sebagai W = {a,a +d,....a+ (¢ — 1)} untuk a > 0 dan d > 0. Graf siklus C,,
adalah graf terhubung sederhana yang setiap titiknya berderajat dua. Graf roda
W,, adalah graf yang diperoleh dengan cara menambahkan satu titik diluar C,
dinamakan z, kemudian menghubungkan titik tersebut dengan semua titik di C,,.
Graf kipas IF,, adalah graf yang diperoleh dengan cara menghapus satu sisi di C,,

yvang terdapat pada W,,.

1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam tugas akhir ini adalah bagaimana
cara melabeli suatu graf sehingga graf tersebut memiliki pelabelan total (a,d)-
sisi antiajaib super, dimana a adalah bobot sisi minimum pada pelabelan dan d

adalah selisih dari dua bobot sisi yang berurutan.

1.3 Pembatasan Masalah

Dalam tulisan ini permasalahan dibatasi untuk menentukan apakah graf

kipas IF,,,n > 2 mempunyai pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib super.

1.4 Tujuan

Adapun tujuan dari tugas akhir ini adalah untuk menunjukkan bahwa graf
Kipas F,, mempunyai pelabelan total (a,d)- sisi antiajaib super untuk 2 <n< 6

dan d € {0,1, 2}.




1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan dalam tugas akhir ini terdiri dari empat bab yang diawali de-
ngan Bab I, yang menguraikan tentang latar belakang, perumusan masalah, pem-
batasan masalah, tujuan penelitian, dan sistematika penulisan. Bab II sebagai
landasan teori berisi tentang konsep dasar dari teori graf berupa definisi dan ter-
minologi, jenis-jenis graf, pelabelan pada graf dan pelabelan anti ajaib, sedangkan
pada Bab III berisi tentang pembahasan dan permasalahan. Penulisan ini diakhiri

dengan kesimpulan dari pembahasan masalah.




BAB II

LANDASAN TEORI

Untuk menjelaskan tentang pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib super pada
graf kipas, perlu adanya beberapa teori dasar untuk menunjang pembuktian dan
mempermudah pemahaman. Bebarapa dasar teori meliputi definisi graf, beberapa

jenis graf, pemetaan dan pelabelan graf.

2.1 Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Suatu graf G [3] terdiri dari himpunan tak kosong yang berisikan himpunan
V' yang disebut dengan himpunan titik dan himpunan E yang berisikan elemen
himpunan bagian dari V' yang disebut sisi. Dapat dituliskan G = (V(G), E(G)).
Banyaknya titik-titik dalam G disebut dengan order yang dinotasikan dengan
|V(G)| dan banyaknya sisi-sisi disebut size yang dinotasikan dengan |E(G)|. Se-

bagai ilustrasi perhatikan Gambar 2.1 berikut.

Gambar 2.1. Graf G dengan |V(G)| = 7 dan |E(G)| = 13.



Misal terdapat G = (V(G), E(G)). Maka subgraf dari graf G adalah graf H
dengan V(H) C V(G) dan E(H) C FE(G). Sebagai ilustrasi perhatikan Gambar

2.2 berikut.

Gambar 2.2. Graf G dan sub graf H dan sub graf F.

Gambar 2.2 merupakan gambar graf G dengan himpunan titik V(G) =
{w,u,v,z,y} dan himpunan sisi E(G) = {wv, uv, vz, zy, wy}. Sedangkan subgraf
H dan subgraf F' | yang merupakan subgraf dari graf G.

Misal terdapat G = (V(G), E(G)) dengan u,v € V(G). Titik u« dan v
dikatakan bertetangga (adjacent) jika terdapat sisi e = wv € E(G). Untuk se-
barang sisi ¢ = uv, sisi e dikatakan terkait (incident) dengan titik u dan v. Dera-
jat titik v, dinotasikan dengan deg(v), adalah banyaknya sisi yang terkait dengan
o

Suatu jalan (walk) u — v pada graf G [3] adalah titik-titik yang beruurutan
di G, dimulai dengan u dan diakhiri di v, sedemikian sehingga titik-titik yang

berurutan bertetangga. Dapat ditulis,

W st =9, Uy, vens U =0,



Dimana k > 0, v; dan v;;, adalah bertetangga untuk i = 0,1,2,...k — 1. Setiap
titik, v;(0 < i < k) dan setiap sisi v;v;41(0 < i < k — 1 terletak dalam W. Suatu
jalan yang setiap sisinya berbeda maka jalan disebut dengan jejak (trail). Suatu
jejak yang setiap titiknya berbeda dinamakan lintasan (path). Sebagai ilustrasi

dapat dilihat pada Gambar 2.3.

g = Uy

v ey 2 vy

Gambar 2.3. Graf G

Dari ilustrasi pada Gambar 2.2 dilihat bahwa pada graf G terdapat jalan,
trail, dan lintasan sebagai berikut.
Jalan : vy, e7, vy, €6, U3, €5, s, €1, Vg
Trail : vg, ey, vs, €2, V4, €3, Vs, €5, U3, €6, Vo

Lintasan : vy, eg, vg, €1, Vs, €3, V4, €4, U3, €6, Vo

2.2 Jenis-jenis graf

Berikut diberikan beberapa jenis graf.

1. Graf Lengkap
Graf lengkap adalah graf terhubung yang setiap titiknya mempunyai sisi ke
semua titik lainnya. Graf lengkap dengan n buah titik dilambangkan dengan

K,. Pada Gambar 2.4 diperlihatkan contoh graf lengkap.



ARe§

Ky

Gambar 2.4. Graf lengkap K,, dengan 1 < n < 6.

2. Graf Lintasan
Graf lintasan adalah graf dengan dua titik ujung berderajat satu dan n — 2
titik berderajat dua, dinotasikan dengan P,. Pada Gambar 2.5 terdapat

ilustrasi dari graf lintasan P,.

Gambar 2.5. Graf Lintasan P,.

3. Graf Siklus
Graf siklus adalah graf terhubung sederhana yang setiap titiknya berderajat
dua. Graf siklus dengan n titik dilambangkan dengan C,. Pada Gambar

2.6 diperlihatkan contoh graf siklus C,,.



Gambar 2.6. Graf Siklus C,,.

4. Graf Roda
Misal terdapat graf C,. Graf W, diperoleh dengan cara menambahkan
satu titik diluar C,,, dinotasikan dengan z dan menambahkan sebanyak n
sisi yang menghubungkan = dengan semua titik di C,. Pada Gambar 2.7

diperlihatkan contoh graf Roda W,,.

Gambar 2.7. Graf Roda W,,.



5. Graf Kipas (Fan)
Graf kipas F,,, n > 2 adalah graf yang diperoleh dengan cara menghapus
satu sisi di (;, yang terdapat pada graf W,,. Pada gambar 2.8 diperlihatkan

contoh dari graf kipas IF,,.

Gambar 2.8. Graf Kipas F,,

2.3 Pemetaan

Pemetaan [5] adalah suatu fungsi f dari himpunan A ke himpunan B adalah
suatu relasi yang memasangkan setiap elemen dari A secara tunggal dengan ele-
men pada B. Ditulis f : A — B, yang mana A adalah daerah asal (domain) dan
B adalah daerah kawan (kodomain). Apabila f memetakan suatu elemen z € A
ke suatu y € B, dikatakan bahwa y adalah peta dari = oleh f dinotasikan f(z),
sedangkan r biasanya disebut prapeta dari f(z).

Pemetaan yang dibahas pada tugas akhir ini adalah,

: .-"A
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1. Pemetaan Satu-Satu (injektif)
Misalkan fungsi f menyatakan A ke B maka fungsi f disebut suatu fungsi
satu-satu (injektif), apabila setiap dua elemen yang berlainan di A akan
dipetakan pada dua elemen yang berada di B. Dapat dikatakan bahwa
[ : A — B adalah fungsi injektif apabila f(a) # f(a’) atau ekuivalen jika

f(a) = f(a’) berakibat a = a’.

|
.2
.3
.4
.5
.6
;)
.8

Gambar 2.9. contoh gambar pemetaan satu-satu (injektif)

2. Pemetaan Pada
Misalkan suatu fungsi f memetakan A ke B maka daerah hasil f(A) dari
fungsi f adalah himpunan bagian dari B atau f(A)C B, fungsi ini dikenal
dengan fungsi into (kedalam). Jika f(A) = B, yang berarti setiap elemen di
B pasti merupakan peta dari sekurang-kurangnya satu elemen di A, maka

dikatakan f adalah suatu fungsi surjektif.
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Gambar 2.10. contoh gambar pemetaan pada (surjektif)

3. Pemetaan Korespondensi Satu-Satu

Suatu pemetaan f : A — B sedemikian serupa schingga f merupakan fungsi

yang injektif dan surjektif sekaligus .

b. /

Gambar 2.11. contoh gambar pemetaan korespondensi satu-satu (bijektif)

2.4 Pelabelan Pada Graf

Pelabelan pada suatu graf [6] adalah pemetaan (fungsi) bijektif yang memasangkan
unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat. Jika domain dari fungsi
adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik. Jika domain adalah sisi,

maka disebut pelabelan sisi, dan jika domainnya titik dan sisi, maka disebut pela-
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belan total.
Pada tahun 1963, Sedlacek [1] memberikan beberapa tipe pelabelan graf

sebagai berikut.

e Pelabelan Ajaib
Pelabelan ajaib adalah pemetaan terhadap himpunan sisi pada graf ke
himpunan bilangan riil non negatif, sehingga jumlah label sisi disekitar titik

dalam graf G adalah sama.

e Pelabelan Antiajaib
Jika pemberian label pada sebuah graf memberikan nilai yang merupakan

deret aritmatika dengan nilai awal @ dan beda b.

Pada [4], diberikan beberapa jenis pelabelan antiajaib pada suatu graf se-

bagai berikut.

e Pelabelan sisi (a, d)-titik anti ajaib
Graf G dikatakan mempunyai pelabelan sisi (a, d)-titik anti ajaib jika ter-
dapat bilangan bulat @ > 0,d > 0 dan f, : E(G) — {1,2, ..., q}, sedemikian
schingga himpunan bobot titik dari semua titik di G, yang dinotasikan
dengan W) = {w(z)|lw(z) = Y fi(zy),z € V(G)}, dapat ditulis sebagai

Wi={a,a+d,a+2d,..,a+ (p—1)d}.

e Pelabelan titik (a,d)-sisi anti ajaib
Graf G dikatakan mempunyai pelabelan titik (a, d)-sisi anti ajaib jika ter-

dapat bilangan bulat a > 0,d > 0 dan f, : V(G) = {1,2, ..., p}, sedemikian
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sehingga himpunan bobot sisi dari semua sisi di G, yang dinotasikan de-
ngan Wy = w(zy)|w(zy) = fo(z) + foly), zy € F(G) , dapat ditulis sebagai

Wy=a,a+d,a+2d,....,a+ (qg—1)d.

e Pelabelan total (a,d)-titik anti ajaib.
Sebuah fungsi bijeksi f; : V(G)UE(G) — {1, 2, ..., p+q} dikatakan pelabelan
total (a,d)-titik anti ajaib pada graf G jika himpunan bobot titik untuk
semua titik di G yang dinotasikan dengan W3 = {w(z)lw(z) = fi(z) +
> falzy),zy € E(G)} , dapat ditulis sebagai W3 = {a,a +d,a+ 2d, ...,a +

(p — 1)d} untuk suatu a > 0 dan d > 0.

e Pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib.
Sebuah fungsi bijeksi fy : V(G)UE(G) — {1, 2, ..., p+q} dikatakan pelabelan
total (a, d)-sisi anti ajaib pada graf G jika himpunan bobot sisi untuk semua
sisi di G yang dinotasikan dengan W, = {w(zy)|w(zy) = fi(z) + falzy) +
fa(y), zy € E(G)}, dapat ditulis sebagai Wy = {a,a+d,a+2d,,a+(q—1)d}

untuk suatu a > 0 dan d > 0.

Suatu pelabelan total dikatakan super jika ¢(V) = {1,2,...,p} dan g(E) = {p +

L,p+2,...,p+4¢}.

|  UPTPERPUSTAKAAN
|  UNIVERSITAS ANDALAS |




BAB III
PELABELAN TOTAL (a,d)-SISI ANTIAJAIB SUPER

PADA GRAF KIPAS F,

Dalam Bab III akan dibahas langkah-langkah dalam mengkonstruksi pela-
belan total (a,d)-sisi anti ajaib super pada graf F,,. Himpunan titik dari graf
F, adalah V(F,) = {c,z;,22,...,2,} dan himpunan sisi E(F,) = {cz;, 1 <
i < n}U{zz; + 1|1 <i < n-—1}). Banyaknya titik dan sisi dari F,, adalah
|[V(F,)| = n+1 dan |E(F,)| = 2n — 1, sehingga |V (F,) U E(F,)| = 3n. Tlustrasi

graf kipas F,, dapat dilihat pada gambar berikut.

Gambar 3.1. Graf kipas F,,

Teorema 3.1. [2] Jika graf kipas F,, n > 2 adalah graf dengan pelabelan total
(a,d)- sisi antiajaib maka d < 3.
Bukti.

Misalkan bahwa graf kipas F,,, n > 2 mempunyai pelabelan total (a, d)-sisi
anti ajaib super f : V(F,) U E(F,) — {1,2,...,3n}. Himpunan bobot sisi dari

14
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IF,, dapat ditulis sebagai berikut.
W = {w(w)w(uw) = f(u) + f(uv) + f(v),Vuv € E(F,,)}
= {a,a+d,a+2d,..,a+ (¢—1)d}

= {a,a+d,a+2d,....,a+ (2n— 1) — 1d}

= {a,a+d.a+2d,...a+ (2n—2)d}

Jumlah bobot sisi dari F,, adalah :

Y w(ay)

TYE E(Fn)

a+(a+d)+(a+2d)+ ...+ (a+ (2n — 2)d)
= 2n—-1)a+(14+2+43+...+(2n—2))d

- (2n—1)a+d.%(2n—2).(2n—2+1)d

— @n—1)a+ d.%(Zn —9)(2n—1)d

= 2n—1a+@m—-1)(2n—1)d (3.1)

Pada penjumlahan dari bobot sisi pada graf IF,, seperti Gambar 3.1, label
titik pusat digunakan sebanyak n kali, label titik z; dan z,, digunakan dua kali,
dan label titik-titik pada {z;|2 < i < n — 1} digunakan sebanyak tiga kali. Maka

diperoleh:

Z w(my) = nf(c)Jer(-rl)+3f(172)+-'-+3f($n_l)+2f($n)

zyeE(Fyn)
+ Z f(uv)
)

uvEE(Fn

= nf(c) +2(f(z1 + fza)) + 3(f(z2) + ... + fzn — 1))

+ Z f(uv)

uwveE(F,)
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= Q)+ 20w+ @) +3Y S+ Y fw)

uweE(F,)

= nf(e) +2(f(x1) + f(za)) +3D_ f(=x;) = 3(f (1) + f(za) + £(C))

j=1
+ Z fuv)
wweE(Fp)
= (n=3f() — (f(@) + fl@) +3D_fl)+ > fluv)
3=1 weE(Fy)
= 3) fl=)+ Y. flw)+m—3)f(c) = f(z1) - f(zn). (3.2)
j=1 uwveE(Fy)
Karena
3 flay) = 32 (33)
j=1
dan
Z fluv) = M (3.4)
uv€ E(F,) 2
maka diperoleh
8?'122—2 +6+9721+n2 _ %(11n2+9n+4). (3.5)

Sehingga (3.2) menjadi

D wlzy) = 3Zf(-'€j)+ Y () +(n—3)f(c) - f(z1) - f(zn)

zyeE(Fn) uveE(F,)

= %(11732 +9n+4) + (n—3)f(c) — f(z1) — f(za) (3.6)
Dari (3.1) dan (3.6) didapatkan :
%(11n2+9n+4) +(n=3)f(c)= f(xz1) = f(zn) = (2n—1)a+d(2n—1)(n—1) (3.7)

Bobot sisi minimum yang mungkin adalah @ = 1+ 2 + n + 2. Selanjutnya,

karena banyaknya titik pada graf kipas F,, adalah n + 1 maka nilai f(c) <n+ 1
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dan f(z,) + f(z,) > 3. Akan diperolch batas atas dari parameter d, yaitu :

d2n—-1){n-1)= %(11712 +9n +4) +(n —3)f(c) — f(z1) — f(zn) — (2n — 1)a

(11n% +9n +4) + 2(n — 3) f(c) — 2(f(z,) — f(z,)) — (2n—1)a
22n—1)(n—1)

= (3.8)

Jika f(c) = n+1dan f(21)+ f(z,) = 3, maka bobot sisi minimum adalah 5+n <
a. Subsitusikan nilai-nilai tersebut kedalam persamaan (3.8),maka diperoleh batas

atas untuk d:

92 —13n + 2
22n —1)(n—1)

Karena n > 2, maka jelas bahwa

" 9.22 — 132+ 2
= RE=1=1
-
_ 36-26+2 _ a9
231

Akibatnya d < 2 atau dapat ditulis d < 3 untuk n > 2.

Lema 3.2. [2/ Graf kipas F,, mempunyai pelabelan titik (3,1)-sisi antiajaib jika

dan hanya jika 2 < n < 6.

Bukti. (<) Misal 2 < n < 6. Akan dibuktikan F,, mempunyai pelabelan titik
(3.1)-sisi antiajaib.

Misalkan f : V(F,) — {1,2,...,n+ 1} adalah pelabelan titik (a, 1)-sisi anti
ajaib. Nilai minimum dari bobot sisi dalam pelabelan titik (a, 1)- sisi anti ajaib
adalah 1+ 2. Sehingga haruslah a > 3. Bobot nilai maksimumnya dari bobot sisi

adalah n + (n + 1) = 2n + 1. Maka haruslah :

a+(g—1)d < 2n+1
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Karena
Qi(z’ +1)=n*+3n (3.12)
i=1
dan
(n+$+{n+@4m“+@n+1%:Eﬁ%;:j (3.13)
maka diperoleh:
f@)+ f(z,) = n*+3n+ ?m2—+2n:_4
- “—5’;2&2. (3.14)

Karena bobot sisi minimum 5 dan bobot maksimum 2n + 1, maka 5 <
f(z1) + f(zn) < 2n + 1. Berdasarkan asumsi bahwa 2 < n < 6, maka dari (3.12)

dilakukan pengujian untuk nilai f(z;) + f(z,) dengan 2 < n < 6.

1. Jika n = 2, maka diperoleh

flx1) + f(x2) =5

2. Jika n = 3, maka diperoleh

f() + f(z3) =5

3. Jika n = 4, maka diperoleh

f(@) + fza) =4

4. Jika n = 5, maka diperoleh

f(z1) + f(zs) = 2
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5. Jika n = 6, maka diperolch
f(@1) + f(ze) = —1

Dapat dilihat bahwa nilai 5 < f(z;) + f(z,) < 2n + 1 terpenuhi untuk
n = 2 dan n = 3. Sementara untuk n € {4,5,6} nilai f(z,)+ f(x,) berada diluar
selang [5,2n + 1].

Jika n = 2, maka fi(c) = 1,fi(x) = 2,fi(x2) = 3, dan untuk n = 3, kita

labeli fa(c) = 1,fa(x1) = 3, fa(z2) = 4,f2(x3) = 2.

‘o

Gambar 3.2. Pelabelan titik (3,1)-sisi antiajaib pada F,.

Gambar 3.3. Pelabelan titik (3,1)-sisi antiajaib pada Fs.

Diperoleh bahwa pelabelan titik f; dan f, adalah pelabelan titik (3, 1)-
sisi anti ajaib untuk n = 2 atan n = 3, dengan f(c) = 1. Gambar untuk pelabelan

f(z1) dan f(z,) dapat dilihat pada Gambar 3.2 dan Gambar 3.3.
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Kasus 2.

Jika f(c) = n + 1 maka himpunan bobot sisi dari sisi {cz;|1 < i < n}
adalah {n+2,n+3,...,2n+ 1} dan himpunan bobot sisi dari sisi {z;z;,1|1 <1i <
n — 1} adalah {3,4,...,n + 1}. Bobot-bobot sisi 3,4, ...,n + 1 diperoleh dari hasil
penjumlahan dua label titik yang berbeda dalam {1,2,...,n}, dimana label titik
x;, 2 <1 < n— 1 digunakan dua kali, sementara label titik z; dan z, digunakan

satu kali.

f(x1) +2(f(z2) + f(z3) + ... + f(zn-1)) + (@) = 3+4+..+(n+1)

fug+f@g+ﬂ§:r—ﬂﬂmj+ﬂnm = 3+4+..+(n+1)

=2
2) j—(B+4+..+m+1) = flz)+ f(z) (3.15)
=1
karena
2) j=nt+n (3.16)
j=1
dan
2
—4
3+4+“A{n+1%:£;2?—— (8.17)
maka diperoleh
2 +3n—4
f(@1) + f(zn) =Tf+n—2—j;——
2+ 2n*—n®-3n+4
a 2
2 _
- F—nid (3.18)

2
Karena bobot sisi minimum adalah 3 dan bobot sisi maksimum adalah n+(n—1) =

2n — 1, maka diperoleh batas untuk nilai f(z,) + f(z,), yaitu

3< f(z) + f(zn) <2n—1 (3.19)
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Berdasarkan asumsi 2 < n < 6 maka berdasarkan (3.19), dilakukan pengujian

untuk nilai f(z;) + f(z,),2 <n <6.

1. Jika n = 2, maka diperoleh

f(z1) + f(z2) =3

2. Jika n = 3, maka diperoleh

f(x) + f(z3) =5

3. Jika n = 4, maka diperoleh

f@)+ f(za) =6

4. Jika n = 5, maka diperoleh

f(@1) + f(zs5) = 12

5. Jika n = 6, maka diperoleh

fl@) + flag) = 17.

Dapat dilihat bahwa nilai 3 < f(z) + f(z,) < 2n — 1 terpenuhi untuk
n =2 dan n = 3. Sementara untuk n € {4,5,6} nilai f(z;) + f(z,) berada di

luar selang [3,2n — 1].
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Gambar 3.4. Pelabelan titik (3,1)-sisi antiajaib pada F,.

Gambar 3.5. Pelabelan titik (3,1)-sisi antiajaib pada Fs;.
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Kasus 3.

Jika f(c) = k,1 < k < n+ 1, maka label himpunan titik {z;|1 < i < n},
dapat dipartisi ke dalam dua himpunan yang saling lepas yaitu S; = {1,2, ..., k—1}
dan S; = {k+1,k+2,...,n+1}. Dengan demikian terdapat salah satu sisi z;z;,
sedemikian sehingga bobot sisinya adalah w(z;z;41) = 2k = s, + s,, dimana
51 € S; dan sy € S,.

Tulis himpunan bobot sisi sebagai berikut.
Wi = {3,4,...k}
Wo = {n+k+2n+k+3,...,2n+1}

Wy = {w(ez):1<i<n}={k+1.k+2,...,n+k+1}/{2k}

Pada penjumlahan dari seluruh nilai dalam himpunan S, nilai s; dan f(z,)
digunakan satu kali, sementara nilai lainnya digunakan dua kali. Hasil ini adalah

sama dengan hasil penjumlahan dari bobot sisi dalam himpunan W, yaitu

20142, +k=1)]+ f(z1)+51 = 344+ .. +k

k-1 k
2Y i+ fla)ts = Y g
i=3 =3
k k-1
Zj = 22i+f($1)+51—2(f($1)+31)
Jj=3 =1
k k—1
doi = 2) i—f(m) - s
=3 i=1
Maka diperoleh
k-1 k

fl@)+s = 221‘—2;‘ (3.20)



Karena
k-1
2y i = k(k—1) (3.21)
i=1
dan
k
K+k—6
2y =t i (3.22)
=3

maka diperoleh

E+k—6 k*—3k+6

f(il’)l) + 8 = k(k = 1) == 5 2 (323)

Diketahui bobot sisi minimum adalah 3 dan bobot sisi maksimum adalah
(k—2)+(k—1) =2k—3. Maka 3 < f(z1)+ s; < 2k — 3. Dari persamaan (3.20),

dilakukan pengunjian untuk 2 < k < 6 dimana k adalah bilangan bulat.

1. Jika k = 2, maka diperoleh

k2 —3k+6
1)+ = 9
B ¥ —-3246
B 2
4
2
= 2
2. Jika k = 3, maka diperoleh
K2-3k+6
flz))+s = 5
B 32-33+6
h 2
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3. Jika k = 4, maka diperolch

k* — 3k +6
flz)) +s1 = —
_ 42_-34+6
B 2
= 5
4. Jika k = 5, maka diperoleh
k* — 3k +6
f(z1))+a = a5
_ 52-35+6
B 2
= 8
5. Jika k = 6, maka diperoleh
k? —3k+6
fl@1)+s = R
 6°-36+6
- 2
= 12,

Untuk k = 3 atau k = 4, nilai f(x,)+ s, termasuk ke dalam selang f(z;)+
s1 < 2k — 3, sementara untuk k € {2,5,6}, nilai f(z;) + s; tidak termasuk
kedalam selang f(z,) + s; < 2k — 3. Dengan demikian nilai k¥ yang memenuhi
dari persamaan (3.23) adalah k = 3 dan k = 4.

Pada penjumlahan semua titik dalam himpunan S,, nilai s, dan f(z,)

digunakan satu kali dan nilai lainnya digunakan dua kali. Hasilnya akan sama
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dengan penjumlahan bobot sisi dalam himpunan W,, vaitu

Ak + 1)+ (k+2)+...+(n+1) = —sa—f(x)+(n+k+2)+...+(2n+1)
n+1l
2 i [n+k+2)+..+@2n+1)] = s+ f(zn)
i=k+1
maka diperoleh
n+l1
sat+f(an) = 2) i—(n+k+2)+...+(2n+1). (3.24)
i=k+1
Karena
k+1)+(k+2)+...+(n+)]=n—k+1(n+k+2) (3.25)
dan

n—k

n+k+2)+(n+k+3)+...+(2n+1) = 3

(Bn+k+3) (3.26)

maka diperoleh

(Bn+k+3)(n—k)
2

S2+ flza)=(n—k+1)(n+k+2)—( % (3.27)

Karena bobot sisi minimum adalah k + 1+ k + 2 = 2k + 3, dan bobot maksimum

adalah n + (n + 1) = 2n + 1, maka diperoleh
2k+3 < s+ f(zn) <2n+1. (3.28)

Dari Persamaan (3.24), diperoleh k = 3 atau k = 4. Maka dilakukan pengujian
untuk nilai » yang memenuhi (3, 28).

Uji untuk k = 3, sehingga diperoleh

3n+6)(n—3)

s+ f(za) = (n+5)(n ) - E2+0

(3.29)
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1. Jika n = 2, maka diperolech

s2 + f(z2) = 6

2. Jika n = 3, maka diperoleh

Sz+f($3)=g

3. Jika n = 4, maka diperoleh

s+ f(z4) =9

4. Jika n = 5, maka diperoleh

s2+ f(z5) =9

5. Jika n = 6, maka diperoleh
sz + f(zs) =8
Untuk n € {2,3,6}, nilai s, + f(z,) tidak termasuk kedalam selang [2k +
3,2n + 1] sedangkan untuk n € {4,5}, nilai s, + f(z,) termasuk kedalam [2k +
3.2n + 1]. Dengan demikian nilai n yang memenuhi adalah n = 4 atau n = 5.
Uji untuk k£ = 4 dan 2 < n < 6, dengan selang 2k + 3 < sy + f(z,) < 2n + 1,

diperoleh

(3n+7)(n —4)
2

$2+ f(2n) = (n+6)(n— 3) — (3.30)

dengan selang 2k + 3 < sy + f(22) <2n+1

untuk n = 2, diperoleh

82+f($2) = 5

untuk n = 3, diperoleh

sy + f(zg) = 8
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untuk n = 4, diperoleh

so+ f(xa) = 10
untuk n = 5, diperoleh

s2+ f(xs) = 11
untuk n = 6, diperoleh

sa+ f(zs) = 11

Nilai so+ f(2,) untuk n € {2, 3,4} tidak berada dalam selang [2k+3, 2n+1],
sedangkan untuk n € {5, 6} berada dalam selang [2k+3, 2n+1]. Dengan demikian
nilai n yang memenuhi adalah n = 5 atau n = 6.

(=) Misal F,, mempunyai pelabelan titik (3.1)-sisi antiajaib. Akan dibuktikan
2<n<B

Untuk k£ = 3,n = 4 dan n = 5, dapat dikonstruksikan pelabelan titik (3, 1)-
sisi antiajaib f3 dan f;. Untuk & = 4,n = 5 dan n = 6, dapat pula dituliskan
pelabelan titik (3, 1)-sisi antiajaib f; dan fs, seperti pada Gambar (3.6) dan (3.7)
dibawah ini.

Dari persamaan Gambar 3.6 dan 3.7, dapat dilihat f3(c) = fi(c) = 3,
fa(z1) = fa(m) = 1, fs(z2) = fa(22) = 2, fa(z3) = fa(zs) = 4, fs(za) = 5,
fa(z4) = 6, fa(zs) =5, fs(c) = fo(c) = 4, fs(z1) = fo(z1) = 2, fs(x2) = fo(z2) =

L, fs(xs) = fo(zs) = 3, fs(z4) = fo(z4) = 5, fs(z5) = 6,fs(z5) =7, fo(z6) =6. M
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(a) (b)

Gambar 3.6. Pelabelan titik (3, 1)-sisi antiajaib pada F; dan F5 dengan k = 3.

{a) (b) °

Gambar 3.7. Pelabelan titik (3, 1)-sisi antiajaib pada F5 dan Fg dengan k = 4.
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Figueroa-Centeno et al [7] telah menunjukkan bahwa graf kipas F,, adalah
pelabelan sisi ajaib super (pelabelan (a,0)-sisi antiajaib super) jika dan hanya jika
2 < n < 6. Maka berdasarkan Lema 3.2 dan fakta bahwa F,, adalah graf sisi ajaib

untuk 2 < n < 6, diperoleh Teorema berikut.

Teorema 3.3. [2/ Graf kipas F,,, n > 2 memuat pelabelan total (a. d)-sisi antiajaib
super jika 2 <n <6 dan d € {0,1,2}.
Bukti.

Dari Lema 3.2 sebelumnya telah diperoleh bahwa graf kipas F,,,2 < n < 6
mempunyai pelabelan titik (3. 1)-sisi anti ajaib. Misalkan g : V(F,,) — {1,2,...,n+
1} adalah pelabelan titik (3, 1)-sisi anti ajaib pada graf kipas F,,,2 < n < 6 dan
W, = {wy(e;) = 2+ 14,1 < i < 2n — 1} adalah himpunan bobot sisi dari sisi
e; € E(F,).

Definisikan pelabelan g; dengan g; : E(F,) = {n+2,n+3, ..., 3n} menjadi
pelabelan sisi dari graf kipas F,, untuk j € {1,2,3} dan 2 < n < 6. Dalam hal ini

gi(e;)) =3n+1—14,jikal <i<2n-—1

2n+2— %1 jika i adalah ganjil 1 <i<2n - I;

92(€¢)=

3n+1—3%, jika i adalah genap 2 <i < 2n —2.

gs(e;) =n+1+ijikal<i<2n-1

Dengan menggabungkan pelabelan titik g dan pelabelan sisi g;, j € {1,2, 3},
maka diperoleh pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super dengan d = j — 1, di-
mana W; = {wy(e;) + gj(e;) : 1 < i < 2n—1},j € {1,2,3} adalah himpunan

bobot sisi.
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Karena 1 <i < 2n — 1, maka diperoleh W, = {2+i,1 <i < 2n— 1} dapat
ditulis sebagai W, = {3,4,...,2n + 1}. Akan dihitung g, (e;),g2(e;), dan gs(e;).

gi(ei) =3n+1—1, untuk 1 < i < 2n — 1 adalah sebagai berikut:
giler) = 3n

gl(eg) = 3n—-1

gi(e3) = 3n—2

gl(e2n—2) = n+3

gi(ean_1) = n+2

Diperoleh himpunan Wi = {n+2,n+3,...,3n — 1,3n}

2n+2— 421, jika i adalah ganjil, 1 <i < 2n—1
g2(ei)=
3n+1—3, jikai adalah genap, 2 <i < 2n—2.

1. jika i adalah ganjil, 1 <i < 2n — 1.

2n +1

g2(e1)

ga(es) = 2n

g2(eam1) = n+2
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2. jika 7 adalah genap , 2 <i < 2n — 2.

g2(es) = 3n

g2(e4) = 3n—1

g2(em-2) = 2n+2
diperoleh himpunan
Wy = {n+2,.,2n+1}U{2n+2,...,3n}
= {n+2,..,2n4+1,2n+2,...,3n}
gsler) =n+1+ijikal <i<2n-—1.

93(61) = n+2

gs(es) = n+3

ga(ﬂzn—l) = 3n
diperoleh himpunan W3 = {n + 2,n + 3, ..., 3n}.
Kemudian disubstitusikan ke W; = {w,(e;) + gj(e;) : 1 <i < 2n— 1}

1. Untuk 0 (E.‘)

W = {wy(e;) +gi(e;): 1<i<2n-—1}
= {wq(er) + gi(er), wy(ea) + gi(ea)...wy(€2n—1) + gi(eam-1)}
= {3+3n,44+3n-1,54+3n—-2,...2n+1+n+2}

= {3n+3,3n+3,3n+3,..,3n+ 3}
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Didapatkan {3n + 3,3n + 3, ..., 3n + 3}, schingga diperoleh nilai a = 3n + 3
dan d = 0.
2. Untuk gs(e;)
W = {wy(e;) + gafe;) : 1 <i < 2n—1}
= {wy(e1) + ga(e1), wq(ez) + ga(ea). wyles) + ga(e3)...wg(ean—2) + ga(ezn—2),
wy(e2n — 1) + ga(e2n-1)}
= {2n+4,3n+4,2n+53n+5,...,4n+2,3n + 3}
= {2n+4,2n+5,..,3n+3,3n+4,3n +5, ..., 4n + 2}
Didapatkan {2n +4,2n +5,...,3n + 3,3n + 4,3n + 5, ..., 4n + 2}, sehingga
diperoleh @ = 2n + 4 dan d = 1.
3. Untuk gs(e;)
Wi = {wgle)) +gs(e):1<i<2n-1}
= {wy(er) + gs(er), wy(e2) + g3(ea), wy(e3) + gs(es)... wg(ean—1) + ga(€an_1)}
= {n+5n+7,n+9,. 5n+1}
Didapatkan {n+5,n+7.n+9...,5n+ 1}, sehingga diperoleh a = n+5 dan d = 2.
Dari hasil di atas dapat disimpulkan bahwa

1. jika j = 1, maka untuk pelabelan total (a,j — 1)-sisi anti ajaib super dipe-
roleh d = j —1=1-1=0. Sehingga didapatkan pelabelan total (a, 0)-sisi

anti ajaib super dengan a = 3n + 3.

2. Jika j = 2, maka untuk pelabelan total (a,j — 1)-sisi anti ajaib super dipe- |

roleh d = j —1=2—1= 1. Sehingga didapatkan pelabelan total (a, 1)-sisi
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anti ajaib super dengan a = 2n + 4.

3. Jika j = 3, maka untuk pelabelan total (a,j — 1)-sisi anti ajaib super dipe-
roleh d = j —1 =3 —1 = 2. Sehingga didapatkan pelabelan total (a,2)-sisi

anti ajaib super a = n + 5.

Diperoleh bahwa graf kipas F,, mempunyai pelabelan total (a,d)-sisi anti
ajaib super jika 2 <n <6 dande€ {0,1,2}. B
Berikut adalah ilustrasi dari Teorema 3.3, yaitu:
Tlustrasi 3.1

Akan ditunjukkan bahwa graf kipas F5 mempunyai pelabelan total (a, 1)-

sisi anti ajaib super dengan langkah-langkah berikut.

1. Menurut Lema 3.2, terdapat pemetaan g : V(Fs) — {1,2,3,4,5,6} yang
merupakan pelabelan titik (3, 1)-sisi antiajaib.

3

Gambar 3.8. Pelabelan titik (3, 1)-sisi antiajaib pada Fs.

2. Cari himpunan bobot sisi pada pelabelan titik (3, 1)-sisi anti ajaib.

Menurut Teorema 3.3 himpunan bobot sisi adalah Wy(e;) = {241,1 <1 <




2n—1}. Karenan=>5 maka1<i<9.

wg(er) = 3,wy(ez) = 4,wy(e3) = 5, wy(eq) = 6,wy(es) =7,

wy(es) = 8wy(er) =9, wy(es) = 10, wy(ey) = 11
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3. Karena d = 1, maka menurut Teorema 3.3, maka label sisi didefinisikan

sebagai berikut :

2n+2— 1 untuk i ganjil, 1 <i <9

2
92(81‘):

n+1—1%

4. Labeli sisi berdasarkan definisi go(e;). Sehingga diperoleh:

(a) Untuk ¢ ganjil, 1 <2< 9

g2(€1)
ga(es)
ga(es)
92(e7)

g2(e9)
(b) Untuk 7 genap, 2 <i<8
’ 92(e€2)

92(64)

‘ 92(¢e5)

} 92(88)

3> untuk 7 genap, 2 <i < 8.

1
2.5+2—%1=11

1
9349 3+1

Il
—
o

1
95+2-2F1 _g

2.7+2—7—;l=8

1
2.9+2—9%-=7

2
. —==1
3.2+1 2 5
4
34+1—--=14
2
6
3. l1-=-=1
6+ 2 3
3.8+1—§:12
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Sehingga gy(e;) = {7,8,9,10,11,12,13.14. 15}

5. Himpunan bobot sisi pada pelabelan (a.d)-sisi anti ajaib super adalah W =

{wg(e;) + g;(ei) : 1 <i<2n—1} dimanad=j—1,d =2 —1= 1. Karena

d = 1, maka diperoleh pelabelan total (a, 1)-sisi anti ajaib super.

Wa = {wgler) + ga(er), wy(e2) + gale2), wyles) + ga(es), wy(es) + ga(es),
wy(es) + ga(es), wy(eq) + g2(es), wy(e7) + ga(er), wy(es) + ga(es),
wy(€9) + ga(eg) }

= {3+11,4+155+10,6+14,7+9,8+ 13,9+ 8,10 + 12,11 + 7}
= {14,19,15,20,16,21,17, 22,18}

= {14,15,16,17,18,19, 20,21, 22}

Dapat dilihat pada gambar dibawah ini pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib super

pada graf F5

Gambar 3.9. Pelabelan total (14,1)-sisi antiajaib super pada F;.

Jadi himpunan bobot sisi adalah {14,15,16,17,18,19,20,21,22}. Dapat

dilihat bahwa a = 14 dan d = 1.




BAB 1V

KESIMPULAN

4.1 Kesimpulan

Misal G = (V,E) dengan |V(G)| = p dan |E(G)| = q. Suatu pelabelan
g:VUE — {1,2,...,p+ q} dikatakan total (a,d)-sisi antiajaib jika himpunan
bobot sisi W = {w(zy)|w(zy) = g(x) + 9(y) + g(zy),Vzy € E(G)} dapat ditulis
sebagai W = {a,a +d,a+ 2d, ...,a + (e — 1)d}. Suatu pelabelan total dikatakan
super jika

9(V)={1,2,..,p}
9(E)={v+1,....,p+q}

Graf Kipas F, adalah graf yang diperoleh dari penghapusan satu sisi di
siklus yang ada pada graf Roda. Banyaknya titik pada F, adalah n + 1 dan
banyaknya sisi 2n — 1.

Pada tulisan ini telah ditunjukkan bahwa graf kipas IF,, mempunyai pela-

belan total (a, d)-sisi antiajaib super jika 2 < n < 6 dan d € {0, 1,2}
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