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ABSTRAK

Sirkuit elektronik (electrical circuit) merupakan kumpulan dari unsur elek-
tronik yang saling berhubungan, seperti resistor, kapasitor, induktor, dioda, tran-
sistor, tabung elektron, saklar, aki, trafo, delay line, power source dan lain seba-
gainya. Skripsi ini membahas mengenai penerapan metode graf multi-transformasi
pada penyelesaian sirkuit elektronik. Dalam tulisan ini masalah aliran listrik dari
sirkuit elektronik diselesaikan dengan metode graf multi-transformasi dan di eval-
uasi dengan Mason’s gain formula. Untuk melengkapi pemahaman mengenai graf
transformasi dan rumus Mason, diberikan beberapa contoh sebagai ilustrasi.
Kata kunci : Mason’s gain formula, metode graf transformasi, sirkuit elektronik,

Coates gain formula, MC-graph.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf muncul pertama kali pada tahun 1736 ketika Euler menyele-
saikan kasus jembatan Konigsberg. Meskipun pada awalnya graf diciptakan un-
tuk diterapkan dalam penyelesaian masalah rute terpendek, namun graf telah
mengalami perkembangan yang sangat luas di dalam teori graf itu sendiri. Per-
soalan yang melibatkan teori graf kemudian banyak muncul dalam berbagai disi-
plin ilmu pengetahuan seperti dalam bidang rekayasa (engineering), bidang kom-
putasi, fisika, kimia, ekonomi, dan bahkan pada bidang sosial.

Salah satu aplikasi teori graf adalah dibidang rekayasa, diantaranya dibidang
listrik. Aplikasi makro pada pengembangan jaringan listrik, sedangkan dibidang
mikro pada komponen-komponen elektronika. Pada tahun 1847, G. R. Kirch-
hoff (1824-1887) mengembangkan teori aplikasi ¢ree pada jaringan listrik (electri-
cal network) dan dikembangkan oleh Maxwell, pada tahun 1892. Kemudian de-
ngan memperluas metode Kirchhoff dan Maxwell, W.S. Percival berhasil mengem-
bangkan analisis graf teoritik pada electrical network.

Pengasosiasian graf dengan sistem persamaan linier pertama kali diperke-

nalkan oleh Mason pada tahun 1953, graf ini kemudian dikenal dengan nama

signal flow graph. Arternatif lain dari pengasosiasian ini kemudian dijelaskan




oleh Coates pada tahun 1959.

Electrical circuit dapat direpresentasikan dengan menggunakan teori graf
atau lebih tepatnya dengan menggunakan graf aliran sinyal (signal flow graph).
Signal flow graph terdiri dari beberapa loop dan satu atau lebih lintasan (path)
yang menghubungkan masukan dan keluaran.

Pada aplikasi di bidang mikro, electrical network atau lebih dikenal sebagai
electrical circuit, sebuah titik verter akan mewakili node dan sebuah sisi edge akan
mewakili branch. Electrical circuit merupakan kumpulan dari unsur elektronik
yang saling berhubungan, seperti resistor, kapasitor, induktor, dioda, transistor,
tabung elektron, saklar, aki, trafo, delay line, power source dan lain sebagainya.

Penyederhanaan electrical circuit dengan menggunakan perubahan bentuk
signal flow graf dikenal sebagai metode graf transformasi, penyederhanaan ini
menjadi lebih menarik ketika dapat digunakan dalam rancangan diagram sirkuit

yang nilai alirnya dapat ditentukan dengan penerapan teori graf.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang dibahas dalam tu-
gas akhir ini adalah bagaimana peranan dan proses penerapan metode graf trans-

formasi untuk menyelesaikan aliran sirkuit elektronik.

1.3 Pembatasan Masalah

Dalam pembahasan tugas akhir ini permasalahannya terbatas pada per-

anan dan proses penerapan metode graf multi-transformasi untuk menyelesaikan




aliran sirkuit elektronik, yang dievaluasi dengan menggunakan Mason’s gain for-

mula.

1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penulisan ini adalah untuk mengetahui dan mema-
hami penggunaan, peranan dan penerapan metode graf multi-transformasi untuk
menyelesaikan sirkuit elektronik, serta memahami penerapan Mason’s gain for-

maula.

1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan ini dibagi menjadi empat bab. Bab I berisi latar belakang masalah,
perumusan masalah, pembatasan masalah, tujuan penelitian dan sistematika penulisan.
Pada Bab II dijelaskan mengenai definisi dan terminologi dalam teori graf, ma-
triks keterkaitan dan matriks ketetanggaan pada graf berarah dan berbobot, serta
konsep tentang sirkuit elektronik dan signal flow graph. Bab III memuat pem-
bahasan mengenai penerapan metode graf multi-transformasi pada penyelesaian
sirkuit elektronik. Kemudian diakhiri dengan Bab IV yang berisi kesimpulan dan

saran bagi peneliti berikutnya.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini dikemukakan beberapa konsep dan dasar-dasar teori yang
berkaitan dengan permasalahan yang terkandung dalam Bab I. Definisi dan ter-
minologi dalam teori graf disajikan pada Subbab 2.1. Matriks keterkaitan dan
matriks ketetanggaan pada graf berarah dan berbobot diuraikan pada Subbab
2.2. Pada Subbab 2.3 diuraikan mengenai graf Coates. Kemudian, konsep ten-
tang teori dasar mengenai sirkuit elektronik dan terminologinya disajikan pada

Subbab 2.4. dan pada Subbab 2.5 dikemukakan teori mengenai signal flow graph.

2.1 Teori Graf

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan terurut (V(G), E(G)), dengan
V(G) adalah himpunan tak kosong titik-titik (simpul atau vertices atau node)
dan E(G) adalah himpunan tak kosong sisi-sisi (edges) yang menghubungkan
titik-titik pada G. Suatu sisi pada graf G yang titik ujungnya sama atau berimpit
disebut self loop atau loop. Graf H dikatakan subgraf dari G (ditulis H C G) jika
V(H) C V(G) dan E(H) C E(G). Jika H merupakan subgraph dari G, maka
G disebut supergraph dari H. Spanning subgraph H dari graf G adalah suatu

subgraf dari graf G dengan V(H) = V(G).

Derajat (degree) dari suatu titik v di G adalah banyak sisi yang terkait




dengan v di G dan dinotasikan dengan dg(v), setiap loop dihitung sebagai dua sisi.
Suatu graf G dikatakan k-regular jika dg(v) = k untuk setiap veV(G). Derajat
keluar Qut-degree dari suatu titik v di G adalah banyak sisi dengan tail v atau
banyak sisi yang menempel pada titik v dengan arah keluar (edge incident out)
dinotasikan dengan d*(v). Derajat masuk (in-degree) adalah banyak sisi dengan
head v atau banyak sisi yang menempel pada titik v dengan arah masuk (edge
incident into) dan dinotasikan dengan d~(v).

Suatu jalan (walk) pada graf G didefinisikan sebagai barisan bergantian
terbatas titi-titik dan sisi-sisi yang diawali dan diakhiri dengan titik, sedemikian
sehingga setiap sisi berkaitan dengan titik sebelum dan sesudahnya. Pada walk
tidak terdapat sisi yang muncul dua kali baik yang melalui maupun mengakhiri
walk, namun suatu titik boleh muncul lebih dari satu kali. Sebagai contoh,
vy avgbvscvgdugevs fvs merupakan walk yang ditunjukkan oleh garis tebal pada

Gambar 2.1.1.

Gambar 2.1.1. walk dan path pada graf G

Titik yang merupakan awal dan akhir dari suatu walk disebut titik terminal

(terminal vertices). Titik v; dan vs merupakan titik terminal dari walk yang




terdapat pada Gambar 2.1.1. Suatu walk boleh jadi diawali dan berakhir pada
titik yang sama, dan disebut walk tertutup (closed walk). Suatu Walk dikatakan
tidak tertutup (open walk) apabila memiliki titik terminal yang berbeda. Open
walk yang tidak memuat titik yang muncul lebih dari satu kali disebut lintasan
(path atau simple path atau elementary path). panjang dari suatu path (lenght of
path) menyatakan banyaknya sisi pada suatu path, sehingga suatu sisi yang bukan
merupakan self-loop disebut path yang memiliki panjang 1 sisi.

Pada teori graf, suatu sirkuit (circuit) adalah closed walk yang tidak memuat
titik yang muncul lebih dari satu kali, kecuali titik awal (initial vertezr) dan titik
akhir (final vertez), atau sirkuit dapat dikatakan sebagai suatu walk tertutup tak
beririsan. Graf berarah (directed graph atau digraph) G adalah suatu pasangan
terurut (V(G), A(G)), dengan V(G) adalah himpunan tak kosong titik-titik pada

graf berarah G dan E(G) adalah himpunan tak kosong sisi-sisi berarah pada G.

2.2 Matriks Keterkaitan dan Matriks Ketetanggaan

Suatu graf G dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks. Salah satu
bentuk representasi matriks dari graf adalah matriks keterkaitan (incidence ma-

triz).

Definisi 2.2.1. Misalkan graf G mempunyai n buah titik vy, vy, vs,...v, dan m

buah sisi ey, ez, €3,...6p, untuki =1,2,3,...n dan j = 1,2,3,...m, maka ma-

triks keterkaitan dari graf G ditulis M(G) = [my;], dengan




1, jika e; terkait dengan v;
TTL.'J' =

0, lainnya.
Untuk suatu graf berarah G, matriks keterkaitannya didefinisikan sebagai

berikut.

Definisi 2.2.2. Misalkan graf berarah G mempunyai n buah titik vy, vy, vs, ... v,
dan m buah sisi ey, ey, €3,...€,, dan misalkan graf G tidak memuat self loop,
maka untuk i = 1,2,3,...n dan j = 1,2,3,...m matriks keterkaitan dari graf

berarah G ditulis M(G) = [my;], dengan

4

1,  jika e; incidence out dengan v;;

mi; = { —1, jika e; incidence into dengan v;;

0, lainnya.

Bentuk matriks lainnya yang digunakan untuk merepresentasikan graf ataupun
graf berarah adalah matriks ketetanggaan (adjacency matriz), adapun matriks

ketetanggaan dari graf G dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.2.3. Misalkan graf G = (V(G), E(G)) merupakan graf berarah, misal-
kan V = {vy,v9,v3,...v,}. Matriks ketetanggan dari graf G adalah suatu matriks
berukuran n x n yang didefinisikan sebagai A(G) = [a;;], untuk i = 1,2,3,...n

dan j = 1,2,3,...n, dengan

1, jika (v;,v;)eE(G)
a;; =

0, lainnya.

Matriks ketetanggaan pada graf berarah dari Gambar 2.2.1 adalah




Definisi 2.2.4. Suatu 1-factor dari graf berarah G adalah spanning subgraph dari

graf G yang setiap titiknya mempunyai in-degree dan out-degree yang bernilai 1.

Suatu self-loop pada suatu titik akan mempunyai in-degree dan out-degree
yang bernilai 1. Suatu I-factor pada graf G dapat memuat beberapa self-loop.
Sebagai contoh, perhatikan Gambar 2.2.3 berikut yang menunjukkan tiga bentuk
1-factors yang terdapat pada graf G pada Gambar 2.2.2.

Misalkan graf berarah dan berbobot G adalah graf berarah yang setiap
sisinya yaitu (v;,v;) mempunyai bobot w;;, sehingga matriks ketetanggaan dari

graf G didefinisikan sebagai A = [a;;], dengan

wij, jika wi; = (vi,v;)eE(G)

ai; =
0, lainnya.




(a) (b) {c)

Gambar 2.2.3. Tiga buah I-factor dari graf G

2.3 Graf Coates (Coates flow graph)

Diketahui suatu persamaan linier Ax = bz,,.;. Vektor x merupakan vektor
kolom yang memuat variabel-variabel tak diketahui yaitu z;, z9, x3, ... z,, vektor
b adalah vektor kolom yang elemen-elemennya adalah by, by, bs, ... b,, dan z,.,
merupakan variabel input.

Graf Coates (Coates flow graph) Gc(A') yang diasosiasikan dengan ma-
triks A’ merupakan graf berarah dan berbobot yang matriks ketetanggaannya
adalah transpos dari matriks A’, dengan A’ diperoleh dengan menambahkan
—b pada bagian kanan A dan menambahkan satu baris nol pada bagian bawah
matriks hasil. Dalam hal ini Go(A’) mempunyai n + 1 titik, yaitu titik-titik
T1,%2,T3,...Tns1. Jika aj; # 0, maka Go(A') mempunyai sisi berarah dari z;
ke z; yang berbobot aj;. Dengan demikian, graf Coates G¢(A) merupakan fraf

berarah dan berbobot yang diasosiasikan dengan matriks A dan dapat diperoleh

dari graf Go(A’) dengan menghapus titik z,.;.
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Gambar 2.3.4. Coates graph G¢o(A')

Gambar 2.3.5. Coates graph G¢(A)
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Matriks A dan matriks transposnya, yaitu A’ yang merupakan representasi
dari graf Go(A) memiliki determinan yang sama dan A adalah transpos dari

matriks ketetanggaan graf G¢(A').

Teorema 2.3.5. Jika A adalah matriks nonsingular, maka

det(A) = (-1 Y (~1)*"w(H) (2.3.1)
H

dengan H adalah 1-factor dari Go(A), w(H) adalah bobot dari H dan Ly adalah

banyak sirkuit berarah pada H.

Bukti.

Misalkan A adalah matriks ketetanggan dari G¢(A), dan misalkan A adalah ma-
triks nonsingular, sehingga det(A) # 0, A dapat dibalik. Sehingga berdasarkan
definisi fungsi determinan dari suatu matriks buursangkar A yang menyatakan
bahwa, det(A) didefinisikan sebagai jumlah dari semua hasilkali elementer bertanda

dari A, diperoleh
det(A) = Z :{:aljl 42,0353 - - - Anj,
Bentuk ayj, asj,as;, - . . anj, sama dengan himpunan sisi

(vlavjl): (U21vj2)s ('U3, Ujs)) sesy (Uﬂavjn)

Pada himpunan ini setiap titik muncul tepat dua kali, yaitu sebagai titik awal
dan titik akhir dari suatu pasangan sisi. Oleh karena itu, setiap titik pada I-
factor dari graf G¢(A) mempunyai in-degree dan out-degree yang masing-masing

bernilai 1, sehingga I-factor dari graf G¢(A) sama dengan bentuk taknol dari
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@1j,02j,03js - - - Gnj, yang mempunyai L sirkuit berarah. Misalkan w(H) adalah
hasil perkalian dari bobot-bobot semua sisi pada H (I-factor dari graf Go(A)),

sehingga

det(A) = Yy (-1)"rw(H)
=Y a(-1)"(-1)*w(H)
=(-1)" T y(-1)irw(H). B

Suatu I-factorial connection H;; dari titik z; ke z; pada graf G¢(A) didefi-
nisikan sebagai suatu spanning subgraph dari G yang memuat lintasan berarah P
dari titik z; ke z;. Gambar 2.3.6 berikut ini menunjukkan I-factorial connection
yang terdapat pada graf Go(A’) yang memuat lintasan berarah dari titik x4 ke

I3.

Gambar 2.3.6. I-factorial connection Hy3 pada graf Go(A')



13

2.4 Sirkuit Elektronik

Sirkuit elektronik (electrical circuit atau electrical network) merupakan
kumpulan dari unsur elektronik yang saling berhubungan, seperti resistor, ka-
pasitor, induktor, dioda, transistor, tabung elektron, saklar, aki, trafo, delay line,
power source dan lain sebagainya. Sirkuit elektronik dapat direpresentasikan de-
ngan graf (signal flow graph). Suatu komponen elektrik (electrical element) pada
sirkuit elektronik direpresentasikan dengan suatu sisi dan terminal direpresen-
tasikan dengan titik pada graf.

Suatu sirkuit elektronik pada graf adalah graf berarah G yang setiap sisi-
sisinya ditandai dengan dua komponen, yaitu v,,(s) dan i,(s), dengan s adalah
variabel bebas yang diasosiasikan dengan setiap sisi dari graf G. v,,(s) disebut
sebagai branch voltage yang menyatakan tegangan dan dipandang sebagai cross
variable karena berada di titik-titik pada kedua ujung sisi. i,,(s) disebut seba-
gai branch current yang menyatakan arus yang mengalir. Gambar 2.4.7 berikut
menunjukkan komponen elektrik dan representasinya sebagai suatu sisi pada graf
berarah, dengan tegangan positif selalu berada pada ekor dari anak panah aliran

arus.

iyt

—— — e .

+ vy (1) -

Electrical branch
Gambar 2.4.7. Komponen elektrik dan representasinya dalam graf

Misalkan graf berarah mempunyai titik dan sisi. Nilai dari arus yang men-

‘ AT [t
\ UPT PERPUST AKAAN
UNIVERSITAS ANDALA

\ e e
e —————
e
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galir melalui sisi-sisi tersebut direpresentasikan dengan vektor kolom yang disebut

sebagai vektor arus cabang (branch current vector), yaitu

11(3)

iz(s)

§(s) =

im ()

- -

dan nilai tegangan pada sisi-sisi tersebut dipresentasikan dengan vektor kolom

yang disebut vektor tegangan cabang (branch voltage vector), yaitu

| vy ()
v(s)

v(s) =

Upn(8)

Operational amplifier (op-amp) adalah suatu sirkuit rumit yang memuat
resistor, kapasitor, dan transistor, yang sering digunakan dalam rangkaian pen-
guat sensor. Dalam analisis suatu sirkuit yang memuat op-amp, suatu op-amp
dipandang sebagai komponen tunggal yang menghubungkan tegangan pada out-

| put terminal ke tegangan pada input terminal.

2.5 Signal Flow Graph

Signal flow graph merupakan graf terhubung, berarah dan berbobot yang
terdiri dari beberapa loop dan satu atau lebih lintasan (path) yang menghu-

bungkan masukan dan keluaran. Pada signal flow graph, titik-titik yang menya-
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e

Qv

N
e

Gambar 2.4.8. Simbol operational amplifier (op-amp)

jikan variabel atau sinyal disebut juga simpul atau node, sedangkan sisi yang meru-
pakan segmen garis yang menghubungkan dua simpul disebut cabang (branch).
Loop merupakan lintasan yang berawal dan berakhir pada simpul yang sama.
Lintasan dari simpul masukan ke simpul keluaran dan tidak melalui lebih dari
satu simpul disebut lintasan maju (forward path). Sirkuit elektronik (electrical
circuit) dapat direpresentasikan dalam signal flow graph. Gambar 2.5.9 berikut

menunjukkan representasi sirkuit elektronik dalam signal flow graph.

22

Gambar 2.5.9. Sirkuit elektronik dan representasinya dalam siganl flow graf




BAB III
PENERAPAN METODE GRAF
MULTI-TRANSFORMASI PADA
PENYELESAIAN SIRKUIT ELEKTRONIK

Sebelum membahas mengenai penerapan metode graf multi-transformasi
pada penyelesaian sirkuit elektronik, terlebih dahulu akan dibahas mengenai at-
uran transformasi graf dan teorema-teorema mengenai Coates’ gain formula dan
Mason’s gain formula yang digunakan untuk mengevaluasi nilai alir transfer voltase

pada sirkuit elektronik.

3.1 Transformasi Graf

Pada bagian ini transformasi graf digunakan untuk menyederhanakan signal
flow graf guna mendapatkan representasi dan nilai dari aliran sinyal electrical
circuit. Aturan dari transformasi graf pada electrical circuit yang terdiri dari
gabungan komponen elektronik yang saling berhubungan dan memiliki aliran arus

dan tegangan, dinyatakan dalam definisi berikut.

Definisi 3.1.1. Misalkan av adalah cabang dari transfer tegangan, a’ adalah
cabang dari transfer arus, V' adalah tegangan dan I adalah arus, maka nilai dari

hasil transformasi Y, dapat ditulis

16
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dengan o = £1. Jika branch ditransformasikan ke branch atau loop ditransfor-
masikan ke loop, maka o = 1. Jika loop ditransformasikan ke branch atau branch

ditransformasikan ke loop, maka o = —1.

Gambar 3.1.1 berikut menunjukkan penggunaan dari aturan transformasi

graf pada signal flow graph dari sirkuit sederhana.

~?
2

© Q

MC-Giraph

Ciral transformasi

Gral hasil transformasi

~!

© ;7 O MC-Graph

Gral wansformasi

Graf hasil transformasi

Gambar 3.1.1. Aturan transformasi pada signal flow graph

Untuk suatu sirkuit yang memuat operational amplifier (op-amp), trans-

formasi graf dari op-amp digambarkan pada gambar 3.1.2 berikut.



18

Gambar 3.1.2. Transformasi graf dari op-amp

3.2 Coates’ Gain Formula dan Mason’s Gain Formula

Pada pembahasan ini, Mason’s gain formula dapat digunakan untuk menghi-
tung nilai transfer voltase dan transfer arus dari final graph atau graf hasil dari
transformasi signal flow graph yang berbentuk MC-graph (Mason Coates graph).
Oleh karena itu, pada subbab ini terlebih dahulu membahas mengenai coates gain
formula dan mason’s gain formula serta aplikasinya dalam menghitung nilai alir

dari lintasan berarah dari titik z,, ke titik zj.

Teorema 3.2.2. Jike matriks A adalah matriks nonsingular, maka solusi dari

Ax = bz, adalah

Ty ZH,‘H‘,‘(—l)U”w(Hnﬂ,k)
Tnt1 Yu(-Dirw(H)

=1,2,...n (3.2.1)

dengan Hyi,, adalah 1-factorial connection dari graf Go(A') dari titik x4, ke
tittk z, H adalah 1-factor dari graf Go(A), Ly adalah banyak sirkuit berarah

pada Hy i1k, dan Ly adalah banyak sirkuit berarah pada H.

Bukti.
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Misalkan matriks A adalah matriks nonsingular, akan dibuktikan bahwa solusi

dari Ax = bz, adalah

Tk ZHn+1‘k(_1)Lhw(Hn+l,k)
Toyt  Lg(-1PEw(H)

b=l 2..0.0
dengan menunjukkan bahwa :

1. solusi dari Ax = bz,,, adalah

Tk _ Yo bl
Tn+1 det(A)

(3.2.2)

2. det(A) = (—1)" ¥ y(~1)Eaw(H).

3. Z?:] bidi = (—1)" ZH,,H‘,,(_]-)Lhw(Hn—i-l,k)

Bukti 1

Perhatikan sistem linier Ax = bz,,;. Vektor x merupakan vektor kolom yang
memuat variabel-variabel tak diketahui z,,zs, 3, ... ., vektor b adalah vektor
kolom yang elemen-elemennya adalah by, bs, b, ...b,, dan z,,; merupakan vari-

abel input, sehingga,

- . = = =
aj; a2 a3 -+ dip I by
A1 G Qg3 -+ Qgq Ty ba
== Tn+1
pl Qp2 Qp3 - Opp ] In bn

Karena Ax = bz, merupakan sistem dari n persamaan linier dengan n variabel
tak diketahui dan karena A matriks nonsingular sedemikian sehingga det(A) # 0,

A dapat dibalik, sehingga berdasarkan aturan Creamer, berlaku
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_ det(Aj)
T3 det(A) T

dengan A; adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti entri-entri pada

kolom ke j dari A dengan entri-entri pada

b |
by
b=
br,
sehingga dapat ditulis
ay; a2z -+ A1 b aypr o0 ain
Qg1 Q22 --- Q2j-2 by A2j41 - G2n
Aj =

An1 Qn2 " Opj—n br, Anj+1 " Onpn

karena perbedaan A; dengan A hanya pada kolom ke j, maka kofaktor-kofaktor
dari entri by, by, bs, . . . b, pada A; adalah sama dengan kofaktor-kofaktor dari entri-

entri yang bersesuaian pada kolom ke j dari A. Oleh karena itu ekspansi kofaktor

dari det(A;) sepanjang kolom ke j adalah

det(A;) = b1C1j + byCyj + b3C35 + - - - + bpCyy;

dengan mensubstitusikan hasil ini ke dalam z; = %ﬁ-’j—).xnﬂ, diperoleh

e blclj + szzj + b303j o il i bnoﬂjx
J det(A) s
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untuk suatu A;; yang merupakan (i,k) kofaktor dari entri a;; pada matriks A,

diperoleh

o b1Cux + baCa + b3Csic + - - - + bnClric "
= det(A) n+1

_ iAgk + b2 Ao + bgAgi + - - - + bk "
B det(A) el

Karena z,.; adalah suatu variabel input, sehingga dapat ditunjukkan bahwa

T — Z?=1 biAix
S det(A)

Bukti 2
akan ditunjukkan bahwa det(A) = (—1)" Y, (—1)"#w(H)

karena A adalah matriks nonsingular, berdasarkan Teorema 2.3.4, berlaku
det(A) = (~1)" C(~1) M w(H)

Bukti 3
akan ditunjukkan 3 7, bAy = (=1)" Ly, (—=1)"#w(Hp414). Dengan menun-
jukkan bahwa "7 | b;A; dapat dinyatakan dalam bentuk I-factorial connection
H;; pada graf G¢(A').

Misalkan A, menunjukkan matriks yang diperoleh dari A dengan meng-
ganti entri-entri kolom ke j dengan nol dan entri baris ke 7 kolom ke j dengan 1,

sehingga berlaku

Ajj = det(A,)
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Hal ini berarti bahwa graf Go(A,) diperoleh dari G¢(A) dengan meng-
hapus atau menghilangkan semua sisi yang menempel pada titik z; dengan arah
keluar (edge incident out) dan menambahkan suatu sisi berarah dari z; ke z; yang

berbobot 1, sehingga diperoleh

A,‘j = det(Aa)
(3.2.3)
= (=1)" Y (~1) ew(H,)
Heq

Perhatikan I-factor H, pada graf Go(A,). Misalkan C' adalah sirkuit be-
rarah dari H, yang memuat titik z;. Karena pada G¢(A,), sisi (z;, z;) merupakan
satu-satunya sisi yang menempel pada titik z; dengan arah keluar, maka z; juga
berada pada C. Sehingga, jika sisi (z;, z;) dihapus dari H,, akan diperoleh suatu
1-factorial connection yaitu H;;. Kemudian, karena sisi (z;, ;) memiliki bobot
sama dengan 1, akibatnya untuk setiap H,, yang berkoresponden dengan H;; pada

graf Gc(A,), berlaku w(H,) = w(H;;) dan Ly = L, — 1.
Dengan mensubstitusikan w(H,) = w(H;;) dan L)y = L, — 1 kedalam

persamaan (3.2.3), maka diperoleh

Ay = (~1)" (1) w(Hy), i # (3.2.4)

Hij
Perhatikan bahwa, penambahan sisi (z,41,;) pada H;; menghasilkan 1-
factorial connection Hy,i1x, dengan w(H,1x) = —bw(Hy) dan H,iq4 akan
memiliki banyak sirkuit berarah yang sama dengan (Hy).
Sebaliknya, setiap Hy, 11 memuat sisi (1, z;) yang membentuk 1-factorial

connection H;; dan memenuhi w(Hp1x) = —bw(Hi), dan H,yx mempunyai
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banyaknya sirkuit berarah yang sama dengan H;,. Dengan demikian, untuk se-
tiap Hp4+1x dan Hj yang mempunyai banyak sirkuit berarah yang sama dam

memenuhi w(H, 1) = —bjw(Hj), berlaku
i bk =220, bi [(—1)"‘l 2oH, ( 1)L w(Hﬂ+l .‘)]
- (_l)n ZH--~1-1.)¢(_I)L‘H't‘["(}'{rl+l,lc)

Jadi, dari (1),(2), dan (3) dapat dibuktikan bahwa solusi dari Ax = bz,,;; adalah

Tk E?=1 b Aix _ (_1)" ZH"H',‘(_l)L‘Hw(Hn+1,k)
Toyr  det(A) (1) ,(—1)Erw(H)

B ZH,,H_,:(_I)L‘"W(HnH,k)
- Yu(-l)Eaw(H)

=1,2, ool

T o (D Hw(H1 )
z, . n+1l,k
Persamaan ;ﬂ: = S DT w(H)

, k =1,2,...n disebut sebagai Coates

gain formula. B

Aplikasi Kasus 1.
Berikut ini akan diilustrasikan penerapan metode Coates dalam menyelesaikan

sistem persamaan |

— 3 -2 1- - T - - 3 |
-1 2 0 o [ = 1 | % (3.2.5)
3 -2 2 I3 -2
untuk P - - —
I

Ty
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Sistem di atas dapat ditulis sebagai Ax = bz, ., dengan

3 -2 1 T 3
A = _1 2 0 y X = To y da.Il b - 1_
3 -2 2 T3 -2

Graf Coates G¢(A) dari matriks ketetanggaan tersebut adalah graf Coates yang
ditunjukkan pada Gambar 2.3.5.

Karena A adalah matriks nonsingular, maka sesuai dengan Teorema 3.2.2 berlaku

T2 _ ZH.,‘,(_]-)LJHW(Hw) k=2
ze  Ly(-1)tew(H) °

Selanjutnya, untuk menentukan Y, (—1)E#w(H), terlebih dahulu akan diten-
tukan I-factor dari Coates graph Go(A). Perhatikan I-factors beserta bobotnya
vang disajikan pada Tabel 3.2.1 berikut, dengan titik atau vertices dalam tanda

kurung menyatakan sirkuit berarah.

1-factor H | Weight w(H) | Ly
(z1) (x2) (z3) 12 3
(z2) (21, 73) 6 2
(z3) (21, 22) 4 2

(21, 22, T3) 2 1

Tabel 3.2.1. I-factor dari graf G¢(A)

dari tabel di atas, diperoleh
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Sa(—Dbrw(H) = (1) 12+ (<1)° 6+ (~1)? - 4+ (=1)" -2 = —4

Kemudian, untuk menghitung EHM(—I)L'Hw(Hm), lebih dahulu harus diten-
tukan 1-factorial connection Hy, pada Coates Graph G¢o(A'). Matriks A’ adalah
matriks A yang diperbesar dengan menambahkan —b pada bagian kanan ma-

triks A dan menambahkan baris nol pada bagian bawah matriks hasil, sehingga

diperoleh
3 -2 1 -3
-1 2 0 -1
Al =
3 -2 2 2
0 0 0 0 |

Graf Coates G¢(A’) dari matriks ketetanggaan tersebut adalah graf Coates yang
ditunjukkan pada Gambar 2.3.4.

Bentuk I-factorial connection Hyo dari graf G¢(A’) disajikan pada Tabel 3.2.2
berikut, dengan titik-titik pada lintasan berarah dari z4 ke z, dinyatakan dalam

tanda kurung.

1-factorial connection Hys | w(Hyz) | Ly
(24,1, T2) (x3) 6 1

(T4, T2) (1) (23) -6 2

(24, T2) (21, 73) -3 1

(T4, T3, T2,71) -2 0

Tabel 3.2.2. 1-factorial connection dari graf Go(A’)

dari tabel tersebut diperoleh,
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Y, (~D) Ew(Hy ) = (1) -6+ (—1)%-(—6) +(—1)'- (=3)+(-1)°-(-2) = -11

Sehingga nilai alir dari lintasan z4 ke z, adalah

z3 11

xy 4
Mason’s signal flow graf atau graf Mason atau dilambangkan dengan G,,(A)
didefinisikan sebagai suatu graf berarah dan berbobot yang diasosiasikan dengan
matriks ketetanggaan A, yang dapat diperoleh dengan menambahkan suatu self-
loop berbobot 1 pada setiap titik dari graf Coates. Teorema berikut menjelaskan
bagaimana menentukan alir dari suatu lintasan dari titik z,,, ke titik z; pada

graf Gm(A).

Teorema 3.2.3. Jika matriks koefisien A pada sistem persamaan Az = bz,

adalah matriks nonsingular, maka

w(PI, A,
ze _ 2 W(Faii) i k=1.2.3...n (3.2.6)
Tnil A

dengan P’n 114 adalah lintasan berarah (directed path) ke j dari z,4) ke Tx pada
graf Gn(A'). A; adalah subgraf dari G,,(A') yang titiknya saling lepas dengan
lintasan berarah ke j, dan A adalah determinan dari graf Mason G,,(A).
Bukti.
Misalkan matriks A adalah matriks nonsingular. Akan dibuktikan bahwa

Tk Zj W(R{H,QAJ'

= ; =123 .00
Tn41 A

Misalkan graf Coates G (A) merupakan suatu graf yang diperoleh dengan
menambahkan suatu self-loop berbobot —1 pada setiap titik dari graf Mason

Gm(A) dan S adalah himpunan semua self-loop yang berbobot —1.
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Perhatikan bahwa, I-factor H pada G memiliki j self-loop. Jika H
mempunyai Lg,; total sirkuit berarah, maka dengan menghapus j self-loop pada
H, akan menghasilkan suatu subgraf @) dari graf G,,(A) yang merupakan kumpu-
lan titik yang saling lepas dengan sirkuit berarah (vertez disjoint directed circuit)

Lg dan w(H) = (—1)'w(Q). Selanjutnya, dengan menggunakan Teorema 2.3.4,

diperoleh
det(4) = (~1)" T (~ 1) w(H)
= (~1)" To(-1)e [(~1)w(Q)
= (~1)" To(-1*ou(Q)
= (-1 [1+ Zo(-D*euw(Q)]
atau

det(A) = (-1)" [1 - Z Qi1+ Z Q2 — ZQja > ]
j i j
dengan ) ; @ji merupakan bobot dari i vertez disjoint directed circuits pada graf
Mason G, (A).
Misalkan (—1)"det(A) sebagai determinan dari graf G,,(A), sehingga untuk
suatu PJ . lintasan berarah (directed path) dari ,.; ke zx pada graf G,,(4')
dan A; yang merupakan determinan dari subgraf G,,(A’) yang titiknya saling

lepas (verter disjoint) dari lintasan P, ,, sehingga diperoleh

n
Y bl = (—)" Y w(Pl, A, (3.2.7)
i=1 j
kemudian, dengan mensubstitusi hasil ini ke dalam persamaan (3.2.2),yaitu

Tk _ Z;;l bilik
Trri det(A)
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diperoleh
o ()PPl A,
Tnsl (—1)ndet(A)
_ Ej w(P'{_'_l'k)Aj
B det(A)

=Ziandd g g 93 n

)

Jadi dapat dibuktikan bahwa jika matrik koefisien A pada sistem persamaan Ax =

bz, ., adalah matriks nonsingular, maka

w(P? ., )A;
Sl’.'k i ZJ ( ﬂ+11k) J’ k - 1, 2’31..'n
Tn+1 A

Solusi dari persamaan Ax = bz, ; ini dikenal sebagai Mason’s gain formula.

Aplikasi Kasus 2.
Berikut ini akan diilustrasikan penerapan metode Mason dengan menyelesaikan

sistem persamaan pada Aplikasi kasus 1, yaitu

r 1r . i -
3 —2 1 I 3
-1 2 0 2 | = 1 |4
3 -2 2 I3 -2
untuk
T2
T4

Sistem di atas dapat ditulis sebagai Ax = bz,,,;, dengan
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- 5 " - - -
3 -2 1 T 3
A= _1 2 0|, x= To |» dan b = 1
3 -2 2 L x3 -2
L . _ L .

Mason graph G,,(A) dapat diperoleh dari Coates graph pada Gambar 2.3.5
dengan cara menambahkan bobot bernilai satu pada setiap self-loop Coates Graph.

Perhatikan gambar Mason graph G,,(A) berikut.

Gambar 3.2.3. Mason graph G,,(A)

Dari Gambar 3.2.3 diperoleh data sirkuit berarah serta bobotnya seperti yang
tercantum pada Tabel 3.2.3.
Karena A adalah matriks nonsingular, maka sesuai dengan Teorema 3.2.3,

berlaku

Tk Z_-; w(R{H,k)AJ'

Tn+1 A
T2 _ Z:j w(Piz)Aj
Iy A

selanjutnya dari Tabel 3.2.3, dapat diperoleh

A=1+(-1)"[4+3+3+2+3+2)+(-1)12+12+9+9+6]+(-1)*-36=—4




No. | Vertez disjoint directed cirkuits of Gy(A) | Weight w(H) | Ly
1 (x1) 4 1
2 (z2) 3 1
3 (z3) 3 1
4 (21, 72) 2 1
5 (z1,23) 3 1
6 (z1, 9, x3) 2 1
7 (x1) (z2) 12 2
8 (1) (23) 12 2
9 (z2) (z3) 9 2
10 (z2) (z1,23) 9 2
11 (z3) (z1,72) 6 2
12 (z1) (z2) (z3) 36 3

Tabel 3.2.3. Sirkuit berarah dan bobotnya pada Mason Graph G,,(A)

Gambar 3.2.4. Mason graph G,,(A")

30
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Perhatikan tabel forward path yang terdapat pada graf G,,(A’) dari z4 ke

berikut
J Pf:i,2 (W(Pcf,z))
1 (.’124,1:2) -1
2 (24, -"51,332) 3
3 (x4,I3,I1,$2) -2

Tabel 3.2.4. Forward path dari z4 ke z, pada graf G,,(A’)

Dari Tabel 3.2.4 di peroleh hasil:

1. Sirkuit berarah yang merupakan vertex-disjoint dari Py, adalah (z,), (z3), (21, z3),

sehingga Ay =1— (44+3+3)+12=3.

2. (z3) adalah satu-satunya sirkuit berarah yang merupakan vertez-disjoint

dari P, sehingga Ay =1—3 = -2

3. Tidak terdapat sirkuit berarah yang merupakan vertex-disjoint dari P},

sehingga Az =1
Oleh karena itu

b 10 w(Piz)AJ’ = w(P},)A1 + w(P};)Ar + w(Py,y)As

=(-1).3)+(3)-(-2) +(-2).(1) = -11

Dengan demikian diperoleh,
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3.3 Graf Multi-Transformasi pada Sirkuit Elektronik

Untuk memahami penerapan metode graf multi-transformasi pada signal
flow graph dalam menyelesaikan sirkuit elektronik, perhatikan rangkaian sirkuit

elektronik berikut yang memuat operational amplifier.

Gl @ G3

o *
Vi @' O r——.——ﬁ
, . o@®
\-‘3 (’3 1 \,-4
k 4
O E 3 O

Gambar 3.3.5. Diagram sirkuit elektronik

Diagram sirkuit elektronik di atas dapat direpresentasikan dalam bentuk

signal flow graph dari Mason Coates graph (MC-graph) berikut.

Gambar 3.3.6. MC-graph
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Kemudian, dengan menerapkan aturan transformasi dan reduksi dari signal
flow graph dan melakukan dua kali transformasi pada MC-graph tersebut, maka

diperoleh solusi grafis dari sirkuit elektronik seperti yang terlihat pada Gambar

3.3.7.

MC-Graph

Transformation graph of OPA

Fimal graph

-GGy Gy +Gs)

Gambar 3.3.7. Proses transformasi dan graf hasil transformasi

Dari hasil transformasi graf pada Gambar 3.3.7, transfer tegangan dari V;

ke Vj yang dihasilkan dari rangkaian sirkuit adalah

ViGy + VaGs

Vi =
 G=e G+ G; +63)

Kemudian hasil tersebut akan dievaluasi dengan menggunakan Mason’s

gain formula pada graf akhir (final graph).
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Tk ):j w(Pr{H,k)AJ' _
= , k=4
Tn+1 A

Untuk menghitung pembilang dari formula di atas, lebih dahulu di hitung vertez-

disjoint directed circuit pada graf akhir dari hasil transformasi graf, sebagai ber-

ikut.
Z w(Pr{H,k)AJ' =ViG1 + V26,
.
Kemudian
A =G3—a"(Gy + G2+ G3)
sehingga

ViG1 + VoG

Vi =
2 G =Gy +Gat+ )

Dari hasil perhitungan tersebut diperoleh hasil nilai alir tegangan dari node
sumber ke V; yang dihitung langsung dari hasil transformasi, sama dengan nilai
alir tegangan yang dihitung atau dievaluasi dengan menggunakan Mason’s gain

formula.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari hasil pembahasan sebelumnya, maka dapat disimpulkan bahwa, proses
penerapan metode graf multi transformasi pada sirkuit elektronik dapat dilakukan
dengan lebih dahulu menentukan representasi dari sirkuit elektronik dalam bentuk
Mason Coates graph. Setelah itu, dilanjutkan dengan mentransformasi Mason
Coates graph (MC-graph) hingga diperoleh graf akhir (final graph). Kemudian,
aliran tegangan pada final graph ditentukan atau dievaluasi dengan menggunakan

Mason’s gain formula.

4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk membahas penye-
lesaikan sirkuit elektronik dengan menggunakan transformasi graf dan evaluasi

dengan metode Z-transformations dan metode resistor ekuivalen.
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