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ABSTRAK

Graf bintang (star) S,, adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu titik
berderajat n + 1 yang disebut dengan pusat, dan n titik lain yang berderajat satu yang
disebut daun. Graf ulat (Caterpillar graph) bisa dilihat sebagai barisan graf bintang
SnyrSnys oSy, dimana S; adalah bintang dengan titik pusat ¢; dan daun n; untuk
i =1,2,-,r dan daun S; termasuk ¢;_, dan ¢;;, untuk i = 2,3, ---,r — 1. Graf ulat
dengan banyak titik genap dapat dilabeli sehingga dapat ditunjukkan bahwa
pelabelannya adalah pelabelan(a, 7)-sisi antiajaib super. Selanjutnya telah ditunjukkan
bahwa graf ulat dengan titik ganjil mempunyai pelabelan (a, I)-sisi antiajaib.

Kata kunci: Graf bintang, Graf ulat, Graf bipartit, Pelabelan anti ajaib super.

iii



ABSTRACT

A star (star) S, is a connected graph which has one vertex of degree n + 1,
called the center, and other vertices of degree n, called leaves. The Caterpillar can be
seen as a collection of stars S, S, ..., Sn,, Where S, is a star with the center vertex
¢; and leaves n; for i = 1,2,--- ,r and leaves Sn; including ¢; 4 and c;yy for
i = 2,3,---,r — 1. In this paper, it will be shown that the caterpillar of even order
can be labeled such that the labeling is super (a,7)-edge antimagic.it is also shown
that the caterpillar of odd order can also be labeled such that the labeling is a super
(a,1)-edge antimagic .

Keyword : Star Graph, Caterpillar, Bipartite Graph, Super Antimagic Labeling
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek (1964), kemudian
Stewart (1966), serta Kotzig dan Rosa (1970). Pelabelan graf menjadi topik dalam
teori graf yang banyak mendapat perhatian, karena model-model dalam pelabelan
graf sangat bermanfaat pada berbagai bidang, antara lain masalah kristalogi sinar-x,

system jaringan komunikasi, dan desain sirkuit.

Secara umum graf G = (M(G) , E(G)) terdiri dari himpunan titik /(G) dan
himpunan sisi E(G) yang menghubungkan titik-titik dalam W(G). Graf sering
digunakan untuk menyederhanakan beberapa permasalahan matematika sehingga
masalah terscbut dapat disclesaikan dengan lebih mudah.

Pelabelan (/abeling) merupakan pemetaan satu-satu yang memetakan unsur
himpunan titik dan atau unsur himpunan sisi ke bilangan asli. Pelabelan titik adalah
pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi adalah pelabelan dengan
domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan dengan domain

gabungan himpunan titik dan himpunan sisi.

Beberapa jenis pelabelan antiajaib yang telah dibahas oleh peneliti
sebelumnya adalah pelabelan total titik antiajaib, pelabelan total titik antiajaib super,
pelabelan total sisi antiajaib,dan pelabelan total sisi antiajaib super. Pada tulisan ini

akan dibahas tentang pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib pada suatu graf. Suatu



1.5 Sistematika Penulisan

Bab I berisikan pendahuluan yang mencakup latar belakang, perumusan
masalah, pembatasan masalah, tujuan dan sistematika penulisan skripsi ini. Konsep
dasar dari teori graf berupa definisi dan terminologi, pengertian pelabelan total sisi
anti-ajaib. serta beberapa teori pendukung vang digunakan untuk menyelesaikan
skripsi ini disajikan pada Bab I sebagai landasan teori. Kemudian, pembahasan dari
permasalahan tersebut akan diuraikan pada Bab Ili, yaitu pelabelan total (a,/)-sisi
anti ajaib super untuk graf ulat. Pada bab ini juga akan diberikan beberapa penjelasan
untuk sncimbantu prosvs pembukiian fcorema utama. Penulisan skripsi ini diakhiri

dengan bagian kesimpulan dan saran yang disajikan pada Bab V.




pelabelan terhadap graf G dikatakan pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib super jika
himpunan label titik f(V(G)) = {1,2,..,v} dan f(E(G)) = {v + 1L,v +

2,..,v + €}

1.2 Perumusan masalah

Permasalahan yang dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana cara melabeli
graf ulat sedemikian sehingga graf tersebut memiliki pelabelan total (g d)-sisi

antiajaib super untuk suatu @ dan d bilangan bulat positif.

1.3 Pembatasan masalah

Kajian tentang pelabelan total (a.d)-sisi antiajaib super pada graf ulat ini
dibatasi untuk d =1 dimana ¢ adalah suku pertama dari deret aritmatika yang
menyatakan bobot sisi minimum pada pelabelan, dan d adalah beda di antara suku-

suku tersebut.

1.4 Tujuan

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah menunjukkan bahwa graf ulat dengan
banyak titik genap dapat dilabeli sehingga pelabelannya adalah (g, 1)-sisi antiajaib.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa jika graf ulat mempunyai banyak titik ganjil

maka terdapat pelabelan (@, /)-sisi antiajaib pada graf terscbut.




BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan disajikan beberapa konsep dasar yang berkaitan dengan
permasalahan yang terdapat pada Bab I. Kajian diawali dengan pendefinisian graf
dan terminologi pada Subbab 2.1, uraian tentang graf sederhana pada Subbab 2.2,
pengertian graf bintang dan graf ulat pada Subbab 2.3, dan pengertian pelabelan

pada Subbab 2.4.

2.1 Pengeriian dan Terminologi Graf

Graf G adalah suatu struktur (V,E) di mana V adalah himpunan tak
kosong dan E' (mungkin kosong) merupakan himpunan pasangan tak terurut dari
elemen-elemen V. Elemen-elemen dari V disebut titik, dinotasikan dengan
Himpunan titik dari G dinotasikan dengan V(G), sedangkan himpunan sisi dari G
dinotasikan dengan E(G). Banyaknya anggota V(G), dinotasikan dengan v =

[V(G)| dan banyaknya anggota E(G) dinotasikan dengan e = |E(G)|.
2.2 Graf Sederhana dan Graf Bipartit

Graf yang dikaji pada tulisan ini adalah graf sederhana, yaitu graf yang tidak
memuat loop dan sisi ganda. Gambar 2.2.1 adalah gambar graf sederhana yang

tidak memuat loop dan tidak memuat sisi ganda.
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Gambar 2.2.1 Graf yang Tidak Memuat Loop dan Sisi Ganda

Graf Bipartit G = (V; V, E) adalah graf yang himpunan titiknya dapat
dipisah menjadi dua himpunan bagian V; dan V, sedemikian sehingga titik di V;
dihubungkan ke titik V,.

Vi v

Gambar 2.2.2 Graf Bipartit G(V,,V,)

Misalkan e; = v;v; € E(G) untuk suatu i dan j. Maka titik v; dan v
dikatakan sebagai titik yang bertetangga di G. Selanjutnya sisi e; tersebut
dikatakan terkait dengan v; dan v;. Misalkan v; € V(G), maka derajat v; adalah

banyaknya sisi yang terkait dengan titik v; tersebut, dinotasikan dengan d(v;).
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V1o Vg
e
€q 3 ]
172 ez l 173

Gambar 2.2.3 Ilustrasi Titik dan Sisi pada Graf

Pada gambar 2.2.3 terdapat suatu graf G dengan himpunan titik J(G)

={ Uy, U3,U3,U4 }, dan himpunan sisi E(G) = {e,, e, e3, ey e5).

Jalan (walk) dengan panjang n adalah barisan titik dan sisi
V1,€1,V2,€3 ., Vn—1,€n—1,Vn, €n, V41, sedemikian sehingga e; = v;v;,; untuk
setiap i € {1,2 ..., n}. Misalkan terdapat suatu titik v € V(G) maka derajat dari v
adalah banyaknya sisi yang terkait dengan titik v tersebut, dinotasikan dengan

d(v).

Lintasan (path) adalah jalan yang semua titiknya berbeda. Graf lintasan

dengan n titik dinotasikan dengan P,.

U3

Vg

Vy
Gambar 2.2.4 Lintasan v, v,v3v,vs dalam Graf G




2.3 Graf ulat (caterpillar Graph)

Berikut diberikan definisi dari graf bintang dan graf ulat yang akan digunakan

dalam pembahasan bab sclanjutnya.

Graf bintang (star) S,, dengan n > 1 adalah suatu graf terhubung yang
mempunyai satu titik berderajat n yang disebut dengan pusat, dinotasikan
dengan v,, dan n titik lain yang berderajat satu, dinotasikan dengan v; dimana

i = 1,2,..n yang disebut daun.

121 51

Vg Vo

Gambar 2.3.1 Graf Bintang §;, S, S5, 5,

Graf ulat (Caterpillar graph) bisa dilihat sebagai barisan graf bintang
SnyrSnys s Sp, dimana S; adalah bintang dengan titik pusat ¢; dan daun n; untuk

i =1,2,--,r dan daun S; termasuk ¢;_; dan ¢;,; untuk i = 2,3, -+, 7 — 1.



Berikut disajikan contoh graf ulat S, ., - :

= X3 5
X3
2
X
e
Ccq C2 C3
1
x1 2
x2 *3

Gambar 2.3.1 Graf Ulat Snyng,...n

T

Graf ulat dinotasikan sebagai Sy, », », mempunyai himpunan titik :

o

V (Snl,nz, N (7 ) = {Cill <i= T‘}

r—1

UU{IHZSISnf-—l}U (Khi<j<n -1} v {x|2<j<n)
i=2

dan himpunan sisi :

r=i

E(Snyny,..,n. )= {ciciy1|1 <i<r—-1} u U{cixf|2 <j<n— 1} U

i=2
{eix]lt<jsn -1} ufexl|2<j<n,)
dimana

r
'V( Snl:nZt---vnr)l = Zni—r-'- 2
i=1

dan




-

|E( Snll"Zl""nT)|= nl_r+1

2.4 Pelabelan Graf

Pelabelan graf adalah suatu pemetaan satu-satu yang memetakan
himpunan titik dan himpunan sisi ke himpunan bilangan bulat positif. Pelabelan
titik (vertex labeling) adalah pelabelan dengan domain himpunan titik. Pelabelan
sisi (edge labeling)adalah pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan
total (fotal labeling) adalah pelabelan dengan domain gabungan himpunan titik

dan himpunan sisi.

Bobot titik (vertex-weight) x didefinisikan sebagai jumlah label titik x
dan semua sisi yang terkait dengan titik x. Jumlah label sisi dan label dua titik
yang terkait pada sisi disebut bobot sisi (edge-weight). Jika graf memiliki bobot
titik atau bobot sisi yang sama, maka graf ini disebut graf dengan pelabelan
ajaib. Jika graf memiliki bobot titik atau bobot sisi berbeda, maka graf ini disebut
graf dengan pelabelan antiajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang
berbeda dan himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmatika
{a,a+d,a+2d,..,a+ (e — 1)d}, dengan suku pertama a dan selisih bobot sisi

d maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib.

Berikut adalah beberapa jenis pelabelan (a,d)-anti ajaib pada G, yang
dikutip dari [1] :

e Pﬂ‘l !'a{ .
AR R Cad K ,\}; l‘
3 \,-'.:‘



a) Pelabelan sisi (a, d)-titik antiajaib (Vertex-antimagic edge labeling)

Graf G dikatakan mempunyai pelabelan sisi (a, d)-titik antiajaib jika terdapat
bilangan bulat a > 0,d = 0 dan f;: E(G) — {1,2, ..., e}, sedemikian sehingga

himpunan bobot titik dari G

W, = (w@)|w(v) = X fi(w), uv € E(G)}

dapat ditulis sebagai

W, ={a,a+d,..,a+ (v-1)d}

b) Pelabelan titik (a, d)- sisi antiajaib (Edge-antimagic vertex labeling)

Graf G dikatakan mempunyai pelabelan titik (a,d)-sisi antiajaib jika
terdapat f,:V(G) = {1,2,...,v} sedemikian sehingga himpunan bobot sisi

untuk semua sisi di G

W, = {w(w)| w(uw) = () + L,(v), u,v €V(G)},

dapat ditulis sebagai

W, ={a,a+d,a+d,..,a+ (e—1)d},

untuk suatua > 0 dand = 0.

¢) Pelabelan total (a, d)-titik anti ajaib (Vertex-antimagic total labeling)

Sebuah fungsi bijeksi f3:V(G)UE(G) - {1,2,..,v+e} dikatakan
pelabelan total titik antiajaib pada graf G jika himpunan bobot titik untuk

semua titik di G
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W; = {w@)|wx) = f3(x) + X fa(xy), xy € E(G)}
dapat dituliskan sebagai
W, ={a,a+d,..,a(v—1)d}, untuk suatua > 0, dan d > 0.
d) Pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib (Edge-antimagic total labeling)

Pelabelan total sisi antiajaib dari graf G = (V,E) didefinisikan sebagai
pemetaan satu-satu f :V(G) UV E(G) — {1,2,...,v,v + 1, ..., e}, sedemikian

sehingga himpunan bobot sisi

W, = wu)| w(uw) = fi(w) + fo(w) + fo(v),uv € E(G)}

himpunan bobot sisi dapat ditulis sebagai

W,={a,a+d,a+2d,..,a+ (e—1)d}, untuk suatua > 0dand > 0.

Definisi 2.4.1 [1] Sebuah fungsi bijeksi A : V(G) U E(G)- {1,2,...,v + e} disebut
pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib dari G jika himpunan bobot sisi pada G dapat
dituliskan sebagai {a, a + d,..., a + (e — 1)d} untuk dua bilangan bulat a > 0 dan
d =0.Pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib A disebut total (a,d) sisi antiajaib super

Jika A(NG) ={1, 2, .., v}dan (EG)={v + L,v + 2,..,v + e}.

Lema 2.4.1 [1] Misalkan terdapat barisan % = { ¢, ¢ + 1, ¢ + 2, . . ., c + k}

dengan k genap. Maka terdapat permutasi[] (W) dari elemen-elemen .

Sehingga

11



k k 3k 3k
U+ = {2620 +5+ 120 +5+2,.. 20+ 5~ 120 + )

Bukti :

Misalkan terdapat barisan U= {q;|aq; = c+ (i —1),1 <i <k + 1}

dengan k genap. Selanjutnya didefinisikan [J(¥) = {b;|b;,1 < i < k +

1} dimana :
£ A»l - 5 )
e¥od——Jikaiganjil 1si<k+1
by = 2 2
c+k+ Jjikaigenap 2<i<k

2

Maka U + [] (A) dapat dihitung dengan cara sebagai berikut:

1. Untukiganjil,i = 1,3,..,k- L,k + 1

1-
a;+bj=c+(i-1)+c+-= +—-?1

k 1-i
—-2L+'Z‘+T

Sehingga

A+[[W= {2c+5+2 20+ 5422 e

“{2e+52c 45+ 120+ 5 - 120 + 2
2 2 2 2
2. Untukigenap, i = 2,4,...k- 2,k

% 2—-i
a; + bi:c+(1—l)+c+k+7I

=2c+k+:i- (1)

sehingga
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91+n(91)={2c+k+1,2c+k+§,...,2c+k+"—;3.2c+k+§}
={2c+k+1,2c+k+2,...,2c+%—1,2c+12’5} )
Dari persamaan (1) dan persamaan (2), diperoleh:
k i-1,. 2 §
i'I+l'I(‘ZI)={c+E+-z—llganjll,1$LSk+1}U
2=i,., .
{c+k+T|lgenap,2Sr.Sk}
s e 2 _ 2
—{2(:+2,2c+2+1,...,2c+2 1,2c+2}
u{2c+k+1,2c+k+2,...,2c+%—1,2c+3—2"-—1.2c+32—"}
Hai i ¥ 5o 4k K K _ 10043
-—{2c+2,2¢:+2+1,ZC+2+2,...,2c+2 1,2c + 2} .

Lema 2.4.2 [2] Misalkan B adalah sebuah barisan B = {c, ¢ +1, ¢ + 2,.., ¢ +

k-3 k-1 k+3 k+5

ki Dtk TR R k + 1}, k ganjil. Maka terdapat barisan

bilangan bulat R = {1,2,3,..,k + 1} sedemikian sehingga barisan B + R

terdiri dari bilangan bulat terurut.
Bukti :

Misalkan k ganjil, k > 1, dan

$={pflpi=c-1+i,1s'_ﬂ}u{pllm=c+l ?5" B

k + 1}. Pembuktian dibedakan menjadi tiga kasus.

\

Kasus 1.: k + 1=2(mod 6) \ //’“:“;1 AKABN

\ upT PER W
\ ANV E eR
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Untuk k > 1 didefinisikan barisan R = {r; |1 < i < k + 1 }sebagai berikut:

k—1
(k+1-2i jikai=1(mod3) dan1<i<=——,

=19 k+1_2i jika i = 2(mod 3) danZﬁiST.

k—1
(k+4-2i jikal=0(mod3) dan3<is<——.

k+1 jikai==2,
A —
: ko jikai="2

cisk-1

’

k+5
r2k +1-2i jikai=0(mod3) dan

k+7
nn=12k+1-2i jikai=1(mod3) dan > <i<k,

k+9
|2k +4—2i jikai=2(mod3) dan <i<k+1.

Kasus 2: k + 1 = 4 (mod 6)

Untuk k£ = 3, gunakan barisan berikut R = {nr; |1 < i < k+ 1}

k+1  jikai="=.

k jikai=1,
Ti={
( RS . _k-1
k+4—2i jikai= 1(mod 3) dan451$T,

k—1
n=\k+1-2i jikai= 2(mod 3) danZSiST,

k-1
(k4 1-21 jika i = 0(mod 3) danBSiST.

k+5
2k +4-2i jikai=1(mod3) dan <i<k+1,

k+7
nn=12k+1-2i jikai=2(mod3) dan

sisk~=1,

k+3
2k +1—2i jikai=0(mod3) dan 5 <i<k.

14



Kasus 3 : k+ 1= 0 (mod 6)

Untuk k > 5, dikonstruksikan barisan R = {r;|1< i < k + 1 }dengan cara
berikut :

k jikai=1,

k—2 jikai=2,

k+3 jikai=——-70

k-1
(k+1-2i jikai=1(mod3) dan4<i<——,

k-1
n=1k+4-2i jikai=2(mod3) danss:‘sT,

k-1
(k+1—2i jikai= 0(mod 3) dan3£i$T.

r n k+9
2k+1-2i jikai=1(mod3) dan

k+11
nn={2k+1-2i jikai=2(mod3) dan 5 <i<k,

<igk~1,

St<Rk+1l

k+13
(2k+4—2i jikai=2(mod3) dan

Dapat disimpulkan bahwa untuk semua kasus, barisan B + R yang terdiri dari

bilangan bulat berurutan. [ ]
Contoh 2.1: Misalkan diberikan k = 13, akan ditunjukkan bahwa untuk

B={cc+1lc+2c+5c+8c+9c+ 10,c + 11,¢c + 12,c +

13,c + 14},

15




terdapat R = {1,2,3,4,...,14 }, schingga B + R terdiri dari bilangan bulat

berurutan. Karena 13 + 1 = 2(mod 6), maka pembuktian menggunakan Kasus 1.
B={plpi =c -1+ L1 <i<STHU{plpi=c+18<i<14)

={cc+1lc+2c+3c+4c+5U{c+8c+9...,c+ 14}
sementara himpunan R dikontruksikan sebagai berikut:

14-2i,i =1(mod3);1<i <6,
r={14—-2i,i = 2(mod3);2<i < 6,
17 -2i,i =0(mod3);3<i <6.

=14 - 2i,i = 1mod3, 1 <i <6

ri= 612untuk i = 4,1

rnn=14-2i,i=2mod 3,2 <i< 6
%5

r = 4,10 untuk i
n=17-2i,i = 0mod3,3<i< 6

1 = 5,11 untuki = 3,6

S {14,i=7
* T =8
o1 =27-2i,i=0mod3, 9<i<12

r= 39untuki = 9,12

n=27— 2i,i=1mod3, 10<i<13
17 = 1,7untuki = 10,13

rn=30-2i,i =2mod3, 11<i< 14

r= 2,8untuki = 11,14




BAB 111
PELABELAN TOTAL (a,1)-SISI ANTI AJAIB SUPER

PADA GRAF ULAT

Pada bab ini akan dijelaskan tentang pelabelan total (a, 1)-sisi antiajaib super

pada graf ulat. Kajian dibagi menjadi dua kasus, yaitu banyak titik ganjil dan genap.

Teorema 3.1 Jika banyaknya v titik genap, maka graf ulat dengan v titik mempunyai

pelabelan total (a, 1)-sisi antiajaib super .

Bukii :

Misalkan G adalah grafulat Sny,n,,-.., n, dengan banyaknya titik v genap. Pandang
graf G scbagai graf bipartit dari graf ulat Sty, ny, -, n,. Titik-titik aya,, _a,
merupakan titik-titik di baris pertama, diurutkan dari kanan ke kiri. Sementara titik-
titik by b, b,_, merupakan titik-titik di baris kedua yang diurutkan dari kirj ke

kanan.

Misal G = (V1,Vo.E ) adalah graf bipartit yang berasal dari graf Snyny,..n,» dimana

Vi ={a,, a,, w»@¢} dan V, = {b,, b,, s by_t}, seperti teriihat pada gambar 3.7.2



Berikut ilustrasi graf ulat Snyny,..n, dengan banyaknya titik v genap.

3 1 2
2 X1 X2 x;
Xy ®
P | -
¥ G G2 c3 -
[ ]
ny ny
- A x;

Gambar 3.1.1 Graf Ulat S

nllnz ..... e

Maka Snyn,,..n, dapat disajikan sebagai graf bipartit berikut:

A V2

Gambar 3.1.2 Graf Bipartit dari Graf Ulat S

nyng,.ny
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Konstruksikan pelabelan titik A V(G)-{1,2,..,v} graf ulat Snynan,

dengan cara sebagai berikut:
a). Ala;) =iuntuk1<i<t,
b).A(by) =t + juntuk 1 <j < v —t.

maka diperoleh himpunan bobot sisi terhadap pelabelan titik tersebut adalah:

U W)} = A(ay) U{t +LE42,,,t+ W —1)],

xy€(G)
={12,..,.80u{t+1,t+2,..,v},
={t+2,t+3,..,t+v)

Dapat dilihat bahwa pelabelan yang dihasilkan adalah pelabelan (t + 2,1)-sisi

antigjaib. dengana = t + 2dank = (v- 2).

Menurut Lema 2.4.1, terdapat permutasi [1( %) dari anggota-anggota 2 sedemikian

sehingga

3v 3v S5v
[AMA-a+v+1] ={a+?+1,a+7+ 2,...,a+?—2}.

Jika [A(MA-a+v+ 1] adalah himpunan sisi dari G, maka

A+ [AUDA — a + v + 1] adalah himpunan bobot sisi dari G, yaitu:

19



k k k 3k
A+ [A(MA—-a+v+ 1]=[2a+§,2a+5+1,2a+5+ 2,....2a+7—2}—(a+v+ 1),

v—2 v—2 v—2 3(v—-2)
=12a+ ,2a+ +1,2a+ —+2,....2a+—=—

5 5 5 3 2]—(a+v+1),

v—2

v—2 v—2
[2a+—2——a+v+1,2a+ +1—a+v+12a+ T+2-—a+v+1,...,2a
3(v—-2
L=

2 —2-a+v+1],

v—2 v—2
+1+v+1,2a—a+ 2

v—2
={2a—a+T+v+1,2a—a+ +24+v+1,..2a

_a+3(v—2)

3 +v+1—2},

v—2 v—2 v—-2 3
={a+—+v+1,a+—2—+v+2,a+T+3+v,...,a+

7 +v+1},

o 3 o

v—=2+4+2v+2 v—24+2v+4 v—2+2v+6 3v—6+2v+2

—[ +3v +3v+1 +3v+2 +5v 2
=ija 2,!‘1 2 ,a ? T / | ? }

Dapat dilihat bahwa pelabelan total tersebut merupakan pelabelan (a + ?,]) sisi anti

ajaib super . [
Untuk lebih jelas, diberikan contoh dari Teorema 3.1 sebagai berikut:
Contoh 3.1

Misal diberikan pelabelan total (27,1)-sisi antiajaib super pada grafulat Sy 5, 3.



Himpunan titik dan sisi pada S, didefinisikan sebagai berikut :
V(Sis23) ={a 1si<ajul l1<j< 3ju{x] l2<j<3)
uld l2<j<4)
={enca63,c3 U {x], 2, 23} U {(x2,x3} U [x2. 2328}
E(Sis23) ={acus 1 si< 3u{er] li<j<3}u fear] l2 <3} u
{ex] l2<j < 4}

= {c162,€2¢3, €364} U {121, c1xf, 23} U {caxi, cxi} U

{c2x3, 223, 2%}
Dimana |V(S4‘5,2,3) l = 2}21 n—r+2
=(“4+5+2+3)—4+2

=12

n—7r+1

N

IE (54,5.2,3) I .

i=1
=(4+5+2+3)—4+1

=11
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Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan super, maka himpunan label untuk
titik-titik di Sa5,23 adalah V = {1,2,---,12} dan himpunan label untuk sisi-sisi di

54’5'2‘3 adalah E= {13,14, e ,23}

Konstruksikan pelabelan pada titik-titik graf Sa,523 sebagai berikut:

2
¢ 2 2 4 x}
\\\ C3 L /
1 3
x1 x]? xl Cz C4

Gambar 3.1.3 Grat Ulat S4523

Graf bipartit dari graf ulat 84,523 adalah :

Gambar 3.1.4 Graf Bipartit dari Graf Ulat Si523
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Langkah-langkah pelabelan pada graf ulat S4,52,3 sebagai berikut:
a. Berikan pengaitan f : V( Sy5,3) - {1,2,....,v} :
Konstruksikan sebuah pelabelan graf ulat S4,5,2,3 sebagai berikut:

e Aa;) =i,untuk1<i<7,dimana
& =0, Aa)=1
a, = x5, Aay) =2
az = x3, A(az) =3
a, = x3, Aa,) =4
as = c3, Alag)=5
ag= xz, Alag) =6
a; =x3, Aa,)=7

o Ab)=7+juntuk1<j<v-7
b, = x{, A(b,) =8
b, =xi, i(b,) =9
by =x3}, A(b3) =10
by =c;, A(by) =11

bs =c, A(bs) =12

b. Labeli sisi-sisi dengan cara sebagai berikut:

¢ Pandang pelabelan titik pada bagian a,




* Label sisi terkecil diletakkan pada label dua titik terbesar dipartisi 1(a;) dan
Jl(bj), sebagai berikut :

A(C4x§) =19
A(C4C3) =14
A(C2C3) =20

A(c;x3) = 15
Alezxd) =21
Alcx3) = 16
A(cycy) = 22
Al x?) = 17
Alcyx?) = 23
Alc,x]) = 18
* Bobot sisi pada pelabelan titik tersebut adalah w(co, x)) = A(cp) + A(x])
untuk setiap i = 1,2,...,11. Untuk melengkapi pelabelan menjadi pelabelan
total, lihat bobot sisi untuk masing-masing sisi sebagai berikut:

L wiax]) =) +Ax)=1+8 =9

2. wlexf) =4(c)) +A(x3) =1+9 =10
3. wleyx?) =2(c) + A} =1+10 =11
4, W(C1C2) = A(Cl) + ;{(Cz) =1+4+11 =12
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5. wlex3) =) +A(x2) =11+ 2 = 13
6. wicax3) =A(c) +Ax3) =11+ 3 = 14
7. wlcex3) = A(e) + A(xH) =11 + 4 = 15
8. wlce3) =A(c2) +A(c3) =11+5 =16
9. wlcse,) = Ale) +A(e,) =5+12 =17
10.w(csx3) = A(cy) + A(x2) =12+ 6 = 18

11.wleax3) = 2cy) +A(x3) =12+7 =19

Dapat dilihat bahwa bobot sisi terbesar adalah 19, yaitu pada sisi ¢, x3.

1 - 3 4 6 7
5
18 | 2l /15 19
23| 50 ty 13
10 12
9 §

Gambar 3.1.5: Pelabelan total (27,1)-sisi antiajaib super untuk grafulat Sy, 5

%)

Maka diperoleh himpunan bobot sisi pada pelabelan total (27,1)-sisi antiajaib super

untuk grafulat S, 5, sebagai berikut :

* wi =Ac) +Ax) + A x) =1+8+18 =27

* wy =Ae) + AP + A x2) =1+9+23 =33




e wy =Ac)+AG) + A x¥)=1+10+17 =128
o w; =A(cy) +A(cr) + A(cyc) =1+ 11+22 =34
o ws =) +AGED) +A(cx3) =11+2+16 =29
o ws =A(c) +A(x3) + A(cx3) =114+3+21=35
o w;, =A(e) +A(x) +A(cx) =11+ 4+ 15 =30
o wg =A(c;) + A(c3) + A(cc3) =11+5+420 =36
o wy =A(cy) +A(c3) + A(cyc3) =12+5+ 14 = 31
o wio=Alcy) +A(xF) + A(cax?) =12+ 6 + 19 = 37

o wyp =A(cy) +A0x3) + A(cyx3) =12+ 7+ 13 =32

Jadi diperoleh himpunan bobot sisi W = {27,28,29, ...,37} dengan d = 1 [

Teorema 3.2 Terdapat pelabelan total (a,1)-sisi antiajaib super untuk graf ulat

dengan banyak titik ganjil.

Bukii :

Misalkan terdapat graf ulat Sny,n,, ... ,n,, dengan banyak titik v adalah ganijil.

Urutkan titik-titik dari Sny,n,, ... ,n,, menjadi barisan ¢, x}, x2, . .. x™1,
2 - 2 3 — n

L R e Y R NN K .

Selanjutnya konstruksikan pelabelan titik A: V (Sng.n,, ...

sebagai berikut :

T ) = 1A .
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Langkah 1 : Pilih sebuah titik dari barisan pada posisi E:—1+ 1, kemudian labelkan

titik tersebut dengan 1.
Kasus la :

I. Jika titik yang di pilih adalah titik pusat ¢;, maka daun-daun pada Sny,, di
labeli berturut-turut dengan 2, 3, 4,... . kecuali untuk titik ¢; termasuk titik

Civ2-

o

Selanjutnya pelabelan di lakukan terhadap daun-daun Snys kecuali titik ¢,

dan termasuk titik ¢;,,

(%)

Pelabelan diteruskan hingga titik pusat ¢y atau daun pada s, _telah di labeli.

Perhatikan bahwa daun dari sebarang Sp, dilabeli sesuai urutan dari barisan yaitu

Ci—, menerima label terkecil dan x* = C;,, menerima label terbesar.

Kasus 1b :

Jj+2
i L) .-

I. Jika titik yang dipilih adalah x/ maka titik x/**, x X dan titik
pusat c;4; diberi label dengan nilai berturut-turut 2, 3, C —

2. Selanjutnya daun pada graf bintang S .. diberi label kecuali c;,, termasuk
Cit3-

3. Labeli daun pada graf bintang Sni,, kecuali ¢,y termasuk ¢, seterusnya

sampai titik pusat ¢, daun pada graf bintang S, _diberi label.
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Langkah 2 : Pelabelan dilanjutkan dengan memberikan label pada titik-titik diawal

1. Jika titik pusat c;telah di pilih pada langkah 1 dani adalah ganjil (atau
iadalah genap), maka daun-daun pada graf Dbintang S, dilabeli,
termasuk c , (atau daun-daun Sn, termasuk ¢; dan c3).

2. Kemudian daun-daun pada Sn, dilabeli, termasuk c¢;,,, kecuali c;_,, untuk
t = 357..(ataut = 4,68,..).

3. Setelah daun-daun pada Sy, dilabeli, termasuk titik pusat c,, selanjutnya
daun pada graf bintang Sn, dilabeli, termasuk ¢, dan c3 (daun Sp, termasuk
C2) bintang S, .

4. Selanjutnya, daun-daun dari bintang Sn,, dilabeli, termasuk c,,,, kecuali

Cp-1, P = 4,68,..(ataup = 3,5,7,..).

oy

Proses dilanjutkan hingga daun-daun pada gral bintang S, . dilabeli,

kecuali c; .

Kasus 2b : Jika titik x{ yang dipilih pada langkah 1 adalah xg dengani ganjil (i

genap).

1. Pelabelan dimulai dengan melabelkan daun-daun graf bintang S, , termasuk

¢y dan c;, (daun-daun S, , termasuk c;) pada graf bintang.
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2. Selanjutnya daun-daun graf bintang S, dilabeli, termasuk c,,, kecuali ¢,_, ,
t = 4,6,8,..(ataut=3,5.7,...).

3. Setelah daun-daun pada graf bintang S, dilabeli, pelabelan dilanjutkan
dengan melabelkan graf bintang S,, , termasuk ¢, (daun S,,, termasuk ¢, dan
€3), daun pada bintang Sy, .

4. Selanjutnya dengan melabeli daun graf bintang dari Sn,s- termasuk cpyq,
kecuali ¢,_1,p = 3,5,7,.. (atau p = 4,6,8,...) dan seterusnya sampai titik

terakhir sebelum pelabelan x; dilabeli.

Himpunan bobot sisi dari semua sisi pada Sny,n,, ... ,n, pada pelabelan titik A,

dapat dilihat sebagai barisan B = {a,a +1,a+2,...0a +?,a -I-E;—l,a +?,a +

k—:j,...a+k + 1} untuk k = v~ 2. Dari Lema 2, terdapat suatu barisan pada

bilangan bulat terurut R = {1,2,3,...,k + 1} sedemikian sehingga B + [R + v]

terdiri dari bilangan bulat terurut.

Jika [R+v] adalah pelabelan sisi pada Sny.n,, ... n, maka B + [R+ v]
merupakan himpunan bahwa bobot sisi dari graf ulat Sny,n,, ... ,n, sehingga dapat
dilihat bahwa graf ulat dengan banyak titik ganjil mempunyai pelabelan (a,1)-sisi anti

ajaib super. [

Untuk lebih jelas, diberikan contoh dari Teorema 3.2 sebagai berikut:

Contoh 3.2




,,,,,

aaaaa

V(Ssassan) ={a N <isefuf] l2<j<3julxf l2<j<4)
v {x] |25js4}u{x§ |2 <j<zjufx h<j<2
uxl l2<j< 3}
= {c1,€2,€3,€4, €5, €6} U {x2,x3} U {x3,x3, x3} U {2, x3, x}} U {3}

U {x],xf} U {xZ, x3}
E(S345533) = {Cici+1 |1 sis 5} Y {clx{ ll sJs 2} W {CG":; IZ <j=< 3}

Ufex) l2<j<3jufed 2 <j<4jufca] l2<j <4

U[csxé 2 z]= 2}

= {162, €23, €364, €4C5, €506} U {c1x], €1 xF} U {cexé, cex3} U
{c2x3, 233} U {c3x3, ¢3x3, c3x3} U {caxd, cax3, csxf} U {csx2}
dimana

6

[V(S345533) | = z n—r+2

i=1
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=B+4+5+5+3+3)—-6+2

=19

6

|E(S3.45533) | = Z n—r+1

i=1
=3+4+4+5+5+3+3)-6+1
=18

Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan super, maka himpunan label untuk

nnnnn

aaaaa

nnnnn

W = {w,|v = 1,2,---,18}.dimana

w;=a+ (v—2)d (3.1)
Karena a = 37 dan d = 1 maka persamaan (3.1) menjadi:
w; =37 + (v — 2)1
=374+v—2

=35+ v, untuki=1,2,---,18
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Konstruksikan sebuah pelabelan A :V (S345533) = {1,2,..,37}untuk d =1

aaaaa

sebagai berikut:

1941
2

a. Pandang langkah 1, dimana posisi + 1 di labeli dengan | berada pada
posisi ke-11 yaitu pada titik pusat c,.

b. Selanjutnya sesuai dengan kasus 1.a, labeli daun - daun S,,; dengan label
2,3

c. Kemudian kasus 2a, titik pusat yang dipilih adalah titik pusat dengan r genap,
Selanjuinya labeli daun — daun S,,, iermasuk ¢; dan c3 dengan label 4,5,6,7.
Selanjutnya daun — daun S,, termasuk titik pusat cs kecuali titik pusat c;

dilabeli dengan label 8,9,10,11 dan daun — daun Sn, dengan label 11,12,13.

Selanjuinya daun — daun Sy, dan 5, dilabeli dengan label 14,15,...,19.

:::::

3 4
x} X8 x5 X3 X3 2
Cy \ ‘ i Cy Ce
Cq C3 Cs
2 3 2 3 4 x2 3
X3 X2 X4 Xy X4 6 X6

lllll
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Dari kontruksi pelabelan A :V (S345533) = {1,2,..,37}untuk d =1 telah
diperoieh Iabel untuk himpunan titik . Selanjutnya untuk melengkapi pelabelan
menjadi pelabelan total, terlebih dahulu dilihat bobot sisi untuk masing-masing sisi

sebagai berikut:

l. w(cg,c3) =A(cy) +A(c3)=1+7 =8

2. wlcaxD) =Ac) +Ax)=1+8 =9

3. wle,x3) =) +A(x)=1+9 =10
4. w(ce,x3) =Ac)+A(xH=1+10=11
5. wicg,cs) =Alcy) +A(cs) =1+11=12
6. w(cs,x3) =A(cs) +A(x3) =11+2=13
7. w(cs,c6) =Acs) +A(cg) =11 +3 =14
8. wlce,x2) =Alce) + A(x2)=3+12=15
9. w(ce,x3) =Acg) +A(x)=3+13=16
10. w(ey, %)) = A(cy) + A(x}) =4+ 14 = 18
1. wic,x3) = A(c) + A(xf) =4+ 15 =19
12. w(cy, c3) =A(cy) +A(c;) =4+16=20
13. w(cz, x2) = A(c)) + A(x3) =16+ 5 =21
14. w(ca, x3) = A(cy) + A(x2) = 4 + 15 = 22
15. w(cz,c3) = A(cy) + A(c3) =16+ 7 =23
16. w(cs, x2) = A(c3) +A(x23) =7+ 17 = 24

17. wics, x3) = A(c3) +A(x3) =7+ 18 = 25
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18. w(cs, x3) = A(c3) + A(x3) =7+19 =26

14 15 17 18 19 2
. L »
33 35 22\20 %1 25
16 i 30 3
s 2 27 - 36 11 23
: 9 7
28 6 34 : \ 24
o 6 8 9 10 12 13

Gambar 3.2.2 : Pelabelan Total (37,1)-Sisi Antiajaib Super Untul Graf Ulat

Selanjutnya diperoleh himpunan bobot sisi untuk pelabelan total (37,1)-sisi antiajaib

-----

o wy =A(c)) + A + AcDA(x}) =4+14 433 =51
o wy=2A(c)) +A(x}) + A(c)A(x?) =4 + 15+ 35 =54
o w3 =A(c;) +A(cy) + A(c))A(c;) =4+16+32 =52
o wy=Ale) +A(x2) + Ale)A(x2) =16 +5+28 =49
o w5 =A(cy) + A(x3) + A(c)A(x3) =16 + 6 + 26 = 48
o wg = A(cz) + A(c3) + A(cy)A(c3) =16 +7 4+ 27 =50

o wy;=A(c3) + A3 + A(c)A(x3) =7+ 17+ 22 = 46
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o wg=A(c3) +A(x3) + A(c3)A(x3) =7+ 18 + 20 = 45
o wo=A(c3) + A(x5) + A(c3)A(x3) =7+ 19 + 21 = 47
o wyo=A(c3) +A(cy) + A(c3)A(c,) =7+ 1+ 36 =44
o wyy =Acy) +A(x5) + Alc)A(x3) =1+ 8+ 34 =43
o wyp =A(cy) +Ax3) + Alc)A(X) =1+ 9+ 31 = 41
o w3 =A(cy) + A(x$) + A(c)A(x) =14+ 10 + 29 = 40
o wyy = A(cy) + A(cs) + A(cy)A(cs) =1+11+30 = 42
o wys = A(cs) + A(xE) + A(cs)A(xE) = 11+ 2 + 25 = 38
o wye = A(cs) + A(cs) + A(cs)A(cs) = 11+ 3 423 =37
o wy; = A(ce) + A(x) + A(ce)A(x8) =3+ 12+ 24 =39

o wyg = A(ce) + A(x]) + A(cg)A(x]) =3+ 13 +37 =53

Maka diperoleh himpunan bobot sisi yang membentuk barisan aritmatika yaitu

W = {37,38,39,40, ...,53} »
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BAB 1V

KESIMPULAN

Graf bintang (star) Sn adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu titik
berderajat n + 1 yang disebut dengan pusat, dan n titik lain yang berderajat satu yang
disebut daun. Graf ulat (Caterpiliar graph) bisa dilihat sebagai barisan graf bintang
Sny» S,y -, Sy, dimana Sy, adalah bintang dengan titik pusat ¢; dan daun n; untuk

i =1,2,,r dan daun Sn,; termasuk Ci—1 dan ¢, untuk | = 2,3, r—1,

Jika suatu graf memiliki bobot titik atau boboi sisi yang berbeda, maka graf
ini disebut graf dengan pelabelan anti ajaib. Jika semua sis; mempunyai bobot sisi
yang berbeda dan himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmatika
{a,a+d, ..,a+ (e —1)d}, dengan suku pertama a dan selisih bobot sisi d, maka
pelabelan tersebut disebut pelabelan total (q, d)-sisi anti ajaib. Selanjutnya, suatu
pelabelan total (g, d)-sisi anti ajaib g VUE-{1,2 ..,v + e} disebui pelabelan
total (a,d)-sisi anti ajaib super jika glv(G))={,2,.. v} dan 9(E(G)) =
v+1Lv+2,.. v+ e} dimana v adalah banyaknya titik di G dan e adalah

banyaknya sisi di G.

Pada tulisan ini telah ditunjukkan bahwa graf ulat dengan banyak titik genap
dapat dilabeli sehingga dapat ditunjukkan bahwa pelabelannya adalah pelabelan(a, 7)-
sisi anti ajaib super. Selanjutnya juga telah di tunjukkan bahwa pada graf ulat dengan

banyak titik ganjil mempunyai palabelan (g, /)-sisi anti ajaib super.
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