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Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan,
maka apabila kamu telah selesai (dari suatu urusan) kerjakanlah
dengan sungguh-sungguh (urusan) yang lain dan hanya kepada

tuhanlah hendaknya kamu berharab
(QS. Alam Nasyrah : 6-8)

Ya Allah...

Aku menyadari sepenuhnya apa yang telah kuperbuat
Sampai detik ini belum berarti apa-apa

Bila dibandingkan dengan cucuran keringat orang tuaku,
Karnanya ya Allah, Aku memohon...

Jadikanlah keringat mereka sebagai mutiara yang kemilau saat aku dalam kegelapan
Jadikanlah keletihan mereka sebagai kendaraan saat aku dalam kepayahan
Jadikanlah ketabahan mereka sebagai kemudahan dalam kesusahan

Jadikanlah tetesan air mata mereka sebagai embun penyejuk dikala dahaga

dan jadikanlah do’a restu dan kasih sayang mereka sebagai pelita dalam jiwaku

Hari ini (21 september 2011)....

Satu episode kehidupan telah berlalu

Dengan airmata ku bersujud pada-Mu

Dengan beribu kata syukur ku mengadu pada-Mu
Karena dengan segala izin-Mu hingga ku mampu
Mengubah tangisku menjadi senyum kebanggaanku

Alhamdulillah ya Allah ...

Terima kasih atas segdlanya

Pada saat ini kil dapat kembali tegak

Membawa segenggani harapan yang telah lama kuperjuangkan
Walau ku akui ini bukanlah akhir dari perjalanan

Dihadapanku masih terbentang seribu tantangan

Kumohon Ridho-Mu ya Allah agar ku tetap tegar...

Untukmu yang paling ku Cinta di Dunia ini

Ayahanda (H.SUHATRI DANUR B.Ac)

dan Ibunda (Hj.SURYA IDEA S.Pd)

Ku tak tau tulisan berbentuk apa yang pantas unfuk ku torehkan
Sebagai ungkapan terima kasih dari pengorbanan yang selama ini
engkau berikan

Begitu banyak cucuran keringat dan airmata yang engkau teteskan
dengan penuh kesabaran dan ketegaran

Di usia senjamu...lelah tak goyahkan langkahmu memperjuangkan,
mengantarkanku memahami kehidupan

agar kelak ku menjadi seseorang yang mempunyai pegangan
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dan semuanya takkan tergantikan,,,

Namun, izinkanlah aku mempersembahkan hasil karyaku ini sebagai
buah dari usaha dan do’a yang selalu engkau lafazkan
Walau mungkin hanya setitik kecil kebahagian

Namun ku ingin secuil itu dapat mengukir sekilas senyuman
dari penat yang terlalu lama engkau rasakan

Amin...

Do’a mu mama...telah berbuah kini...

harapan papa...telah terwujud kini...

Makasih Ma...Pa...atas semua

yang telah mama dan papa berikan untuk ii

Kebahagian ini juga kupersembahkan

Untuk kakak ku (DELLA FEBRIANTI SUSUR SE)

Terima kasih atas dukungan dan nasehat kakak selama ini

sehingga ii bisa berfikir lebih dewasa ,terima kasih jg atas do‘a dan

kasih sayang yang telah kakak berikan untuk ii dan menjadi sumber inspirasi.
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Akhir kata, saya ucapkan terima kasih atas semua dukungan, doa dan kebersamaan selama
ini.
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ABSTRAK

Graf bintang S, adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu titik
berderajat n yang disebut dengan titik pusat dan » titik lain yang berderajat satu.

Graf ulat Snq,ny, -, n, adalah graf yang diperoleh dari » buah graf
bintang, dimana dua titik pusat dari Sn; dan Sn;,, dihubungkan oleh satu sisi,
untuk setiap i = 1,2,--r— 1.

Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda dan himpunan bobot
sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmatika {a,a + d,::,a + (e — 1)d},
dengan suku pertama a dan beda d, maka pelabelan tersebut disebut pelabelan
total (a,d)-sisi anti ajaib super.

Misalkan N; adalah jumlah daun pada bintang ganjil dan N, adalah
jumlah daun pada bintang genap, maka graf ulat Sny,n,,---,n, mempunyai
pelabelan total (a,3)-sisi anti ajaib super untuk r genap, N, =N, atau
IN; — N,| = 1 serta untuk r ganjil, N; = N, atau N; = N; + 1, dimana a adalah
bobot sisi minimum pada pelabelan dan 3 adalah selisih dari bobot sisi.

Kata kunci : Graf Bintang,Graf Ulat, Pelabelan Total(a, 3)-Sisi Anti Ajaib
Super.

iii
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BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Secara umum, graf G = (V(G) , E(G)) terdiri dari himpunan titik (G)
dan himpunan sisi E(G) yang menghubungkan titik-titik dalam V(G). Graf sering
digunakan untuk menyederhanakan beberapa pelabelan matematika sehingga
masalah tersebut dapat diselesaikan dengan lebih mudah.

Salah satu cabang kajian graf adalah pelabelan suatu graf. Pelabelan
menjadi topik yang banyak mendapat perhatian, karena model-model yang
terdapat pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi yang luas, seperti dalam
masalah peta jaringan jalan raya, jaringan internet, sistem alamat jaringan
komunikasi dan desain sirkuit.

Pelabelan pada suatu graf adalah pemetaan atau fungsi yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat positif. Jika
domain dari pemetaan adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik (vertex
labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi (edge labeling)
dan jika domainnya titik dan sisi, maka disebut pelabelan total (total labeling).

Bobot sisi dari suatu sisi xy terhadap suatu pelabelan adalah jumlah dari
label yang diberikan kepada sisi xy serta label titik x dan y yang terkait dengan sisi
xy tersebut. Jika suatu graf memiliki bobot titik atau bobot sisi yang sama, maka
graf tersebut dikatakan sebagai graf dengan pelabelan ajaib. Jika graf memiliki
bobot titik atau bobot sisi yang berbeda, maka graf tersebut dikatakan sebagai graf

dengan pelabelan anti ajaib.



Misalkan banyaknya titik dalam graf G adalah |/(G)| = v, sementara
banyaknya sisi dalam G adalah |E(G)| = e. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi
yang berbeda dan himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan
aritmatika {a,a + d, ---,a + (e — 1)d}, dengan suku pertama a dan beda d, maka
pelabelan tersebut dinamakan pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super.

Definisi pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib dan pelabelan total (a,d)-sisi
anti ajaib super diperkenalkan oleh Simanjuntak dkk. (2000). Pelabelan ini
merupakan perluasan dari konsep pelabelan sisi ajaib super (super edge magic
labeling) yang diperkenalkan oleh Enomoto (1998).

Terdapat beberapa hasil terkait pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib super,
di antaranya adalah pelabelan untuk graf siklus dan lintasan oleh Simanjuntak
dkk. (2000), pelabelan untuk graf pertemanan (friendship graph), graf roda
(wheel), graf Kipas (fan), graf lengkap (complete graph) dan graf bipartit lengkap

(complete bipartite graph) yang dikaji oleh Baca dkk. (2007).

1.2 Perumusan Masalah
Dalam skripsi ini akan dibahas tentang bagaimana cara pelabelan
terhadap graf ulat sedemikian sehingga graf tersebut mempunyai pelabelan total

(a,d)-sisi anti ajaib super dengan d = 3.

1.3 Pembatasan Masalah
Pada kajian tentang pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super pada graf
ulat, pembahasan dibatasi untuk d = 3 dimana d adalah selisih bobot sisi dan a

adalah bobot sisi minimum.



1.4 Tujuan
Adapun tujuan dalam penulisan skripsi ini adalah menentukan pelabelan

total (a,3)-sisi anti ajaib super pada graf ulat Sny,ny, -, n,.

1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan dalam tugas akhir ini terdiri dari empat bab yang diawali
dengan Bab I, yang menguraikan tentang latar belakang, permasalahan,
pembatasan masalah, tujuan, dan sistematika penulisan. Konsep dasar dari teori
graf berupa definisi dan terminologi, graf ulat, pelabelan pada graf serta beberapa
teori pendukung yang digunakan untuk menyelesaikan skripsi ini disajikan pada
Bab II sebagai landasan teori. Kemudian, pembahasan dari permasalahan tersebut
akan diuraikan pada Bab III, yaitu pelabelan total (a,3)-sisi anti ajaib super untuk
graf ulat Sn,, n,, -+, n. Penulisan skripsi ini diakhiri dengan bagian kesimpulan

dan saran yang disajikan pada Bab IV.



BABII

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas beberapa konsep dasar yang berkaitan dengan
permasalahan yang telah dikemukakan pada Bab I. Definisi dan terminologi
dalam teori graf diberikan pada Subbab 2.1, pengertian graf sederhana pada
Subbab 2.2, penjelasan tentang graf ulat pada Subbab 2.3 dan penjelasan tentang

pelabelan graf pada Subbab 2.4.
2.1 Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis
dengan G = (V,E), dimana V adalah himpunan tidak kosong dari titik-titik dan E
adalah himpunan pasangan tak terurut dari elemen-elemen V. Elemen dari V'
disebut titik (vertex) dari G dan elemen dari E disebut sisi (edge) dari G.
Himpunan titik dari G dinotasikan dengan V(G) sedangkan himpunan sisi dari G
dinotasikan dengan E(G). Banyaknya titik di G, dinotasikan|V(G)| = v, disebut
orde (order) dari G, sementara banyaknya sisi di G, dinotasikan |E(G)| =e,
disebut ukuran (size) dari G. Jika sisi e = uv € E(G) dengan u, v € V(G), maka
titik # dikatakan bertetangga dengan v, sisi e dikatakan terkait dengan titik u

dan v.

Graf pada Gambar 2.1.1 memberikan ilustrasi dari pengertian titik dan sisi.
Graf G mempunyai himpunan titik V(G) = {vy,v,,v3,v,} dan himpunan sisi

E(G) = {e,, e;, €3, €4, €5}. Jadi diperoleh |V (G)| = 4 dan |[E(G)| = 5.



7 €4 Vy

€ €s e3

17 (3 V3

Gambar 2.1.1 Ilustrasi titik dan sisi

Pada kajian ini pembahasan dibatasi untuk graf sederhana, yaitu graf yang
tidak memuat loop dan sisi ganda. Sebuah sisi yang menghubungkan suatu titik
dengan titik itu sendiri disebut loop, dan suatu sisi disebut sisi ganda jika terdapat
lebih dari satu sisi yang menghubungkan dua titik yang sama. Gambar 2.1.2

berikut memperlihatkan sebuah loop dan graf dengan sisi ganda.

v €

€4
@ (b)

Gambar 2.1.2 (a) Loop (b) Graf dengan sisi ganda

Suatu jalan (walk) pada graf G adalah suatu barisan yang terdiri atas titik-
titik dan sisi-sisi bergantian, di mana setiap sisi terkait dengan titik terdekat,
diawali dan diakhiri pada suatu titik. Suatu jalan yang setiap sisinya berbeda
disebut jalur (frail). Jika semua titik yang dilewati pada suatu jalur berbeda maka
jalan tersebut dinamakan lintasan (path). Jika semua titik yang dilewati pada
suatu lintasan berbeda, dan jika lintasan tersebut diawali dan diakhiri pada titik

yang sama, maka lintasan tersebut dinamakan siklus (cycle).



Pada Gambar 2.1.3 salah satu jalan pada graf G adalah
vienvaesvsesvee,vs jalur pada graf G adalah vie;vyesvsesvieqvsesvs
lintasan pada graf G adalah v,v,vsv,vs dan siklus pada graf G adalah

V1,€6V5,€5,V6€6, V1.

Gambar 2.1.3 Graf G

2.2 Graf Sederhana

Suatu graf dapat mempunyai sisi ganda atau loop. Graf yang tidak
mempunyai sisi ganda dan loop disebut graf sederhana. Pada gambar 2.2.1

berikut diberikan contoh graf sederhana.

Gambar 2.2.1 Graf sederhana

2.3 Graf Ulat (Caterpillar)

Berikut diberikan definisi dari graf siklus, graf pohon, graf bintang dan

graf ulat yang akan digunakan dalam pembahasan bab selanjutnya.



Graf siklus C,, adalah graf terhubung yang setiap titiknya berderajat dua. Graf

siklus dengan » titik dilambangkan dengan C,.

Berikut ini diberikan contoh graf siklus:

Gambar 2.3.1 Graf siklus

Graf pohon (free) adalah graf terhubung berorde n yang tidak memuat

lingkaran. Graf pohon dengan n titik dilambangkan dengan T;,.

Berikut ini diberikan contoh graf pohon:

Gambar 2.3.2 Graf pohon

Graf bintang S, adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu titik

berderajat n yang disebut dengan titik pusat dan » titik lain yang berderajat satu.



Berikut ini diberikan contoh graf bintang :

Gambar 2.3.3 Graf bintang S¢

Selanjutnya, graf ulat Sny,n,, -, n, adalah graf yang diperoleh dari r
buah graf bintang, dimana dua titik pusat dari Sn; dan Sn;,, dihubungkan oleh

satu sisi, untuk setiap i = 1,2,---r — 1.
Graf ulat Sn,,n,,...,n,, memiliki,

himpunan titik

V(Sn,,n,,..,n.)
= {Cill i< T}

r-1

o Jllz<ism-1ju @li<jsn -1

i=2
u{x/|2<j<n}
himpunan sisi
r—-1

E(Sny,ng,.,n ) = {cicipall Si<r—1} U U{cixij|2 <j<n-1}u

i=2



{exli<jsn -1} u{cxllz<j<n)}

Dimana

.
IV ( Sty Ny ey )] = Zni —r+2
i=1

)
IE ( Snunz, )l = ) m—T+1
i=1

Berikut ini diberikan contoh graf ulat :

-
N
N

C2 Cq

(5] C3

N

2 4
x% Xa xz X4

Gambar 2.3.4 Graf Ulat S3 454

Himpunan titik dan sisi pada S 45 4 didefinisikan sebagai berikut:

—
&
»
4
o
|
I
—t——
)
=
IA
IA
=
c
=
-,
=
IA
Sy
IA
N
Nsmams
c
=
g,
~
IA
L
IA
NP
c



E(Ssasa) ={acua 1sis3jufaxd hsj<2ju{ad l2<j<4}

uex l2sjs3jufexd l2<j<4

Dimana
4
|V(S3'4..5'4) I = Z n—r + 2
i=1
=@B+4+5+4)—-4+2
=14
4
|E(Ss454) | = Z n—r+1
i=1
=(B+4+5+4)-4+1
=13
2.4 Pelabelan Graf

Pelabelan dari suatu graf adalah suatu pemetaan satu-satu yang memetakan
himpunan titik atau sisi, ke himpunan bilangan bulat positif. Domain dari
pemetaan tersebut dapat berupa himpunan semua titik, himpunan semua sisi,
himpunan semua titik dan sisi. Bobot sisi adalah jumlah label sisi dan label dua
titik yang menempel pada sisi tersebut. Dalam Definisi 2.4.1 berikut diberikan

definisi pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib.
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Definisi 2.4.1 Suatu pemetaan g:V(G) U E(G) — {1,2,...,v + e} disebut pelabelan

total (a,d)-sisi anti ajaib dari G jika himpunan bobot sisi dari semua sisi di G

adalah{a,a + d,---,a + (e — 1)d}, untuka > 0 dand = 0.

Suatu pelabelan (a,d)-sisi anti ajaib disebut pelabelan total (a,d)-sisi anti

ajaib super jika g(V(G)) = {1,2,...,v} dan g(E(G))= {v+1,v+2,..,v+e}.

Untuk lebih jelas, diberikan contoh untuk Definisi 2.4.1 sebagai berikut:

1.

Misal diberikan pelabelan total (22,2)-sisi anti ajaib super pada graf siklus C,3.

Himpunan titik dan sisi pada C,; didefinisikan sebagai berikut:

V(Cl3) = {Vili = 1,2, soe 13}

E(Cy3) = {viviali = 1,2,--,12} U {vy 043}

Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan super, maka himpunan
label untuk titik-titik di C,3 adalah L = {1,2,---,13} dan himpunan label untuk
sisi-sisi di C,3 adalah M = {14,15,---,26}.

Himpunan bobot sisi pada graf C;3 adalah:
W = {wli = 1,2,-+,13}, dimana
wi=a+(i-1)d 2.1)
Karena a = 22 dan d = 2, maka persamaan (2.1) menjadi :
w; =22+ (i — 1)2, untuk i = 1,2,---,13
=22+4+2i—-2

=20+2i

11



4"

€19 eped Jadns qrefe nue 1s1s-(Z°C7) (10} UB[SqERd TH°T Jequus)

8D Je1n T'p°T JBqUIBY

A
A A

S A A

*A

)

A
€A



Berikut ini adalah beberapa jenis pelabelan anti ajaib pada suatu graf:

Pelabelan sisi (a,d)-titik-anti ajaib pada graf G = G (V,E) adalah
pemetaan satu-satu A; dari E(G) pada {1,2, ..., e}, sedemikian hingga himpunan
bobot-titik dari semua titik di G, dinotasikan W, adalah {a,a + d,a + 24, ...,a +

(v — 1)d} untuk suatu bilangan bulat positif a dan d.

Pelabelan titik (a, d)-sisi-anti ajaib pada graf G = G (V,E) adalah
pemetaan satu-satu A, dari V(G) pada {1,2,3, ..., v} sedemikian hingga himpunan
bobot-sisi dari semua sisi di G, dinotasikan W, adalah {a,a + d,a + 2d,---, a +

(e — 1)d} untuk suatu bilangan bulat positif a dan d.

Pelabelan total (a,d)-titik-anti ajaib pada graf G =G(V,E) adalah
pemetaan satu-satu A3 dari V(G) U E(G) pada {1,2, -+, v + e}, sedemikian hingga
himpunan bobot titik dari semua titik di G, dinotasikan W3, adalah {a,a + d,a +

2d,---,a + (v — 1)d} untuk suatu bilangan bulat positif a dan d.

Pelabelan total (a,d)-sisi-anti ajaib pada graf G = G(V,E) adalah
pemetaan satu-satu A,dari V(G) U E(G) pada {1, 2, ..., v + e}, sedemikian hingga
himpunan semua bobot sisi dari semua sisi di G, dinotasikan W,, adalah {a,a +

d,a+ 2d,...,a + (e — 1)d} untuk suatu bilangan bulat positif a dan d.

Untuk selanjutnya, pembahasan dibatasi pada pelabelan total (a,3)-sisi anti ajaib

super untuk graf ulat.
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BAB III
PELABELAN TOTAL (a, 3)-SISI ANTI AJAIB SUPER

UNTUK GRAF ULAT

Pada bab ini akan dijelaskan tentang pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib super

untuk graf ulat. Kajian akan dibatasi untuk d = 3.

Misalkan Sn,,n,,:--,n, adalah graf ulat dengan N1=ZL;__I:1n2,~_1 dan

r

N, = lez;li ny;, dimana E] menunjukkan bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau
sama dengan % Dalam teorema berikut akan dibahas tentang pelabelan total (a, 3)-
sisi anti ajaib super pada graf ulat Sn,, n,, -, n,.
3.1 r genap, dan Ny = N atau [N; — N,| =1

Teorema 3.1 Misalkan r genap dan N, = N, atau |N;—N,| = 1, maka graf ulat

Sny,ny, -+, N, mempunyai pelabelan total (a,3)-sisi anti ajaib super.
Bukti :
Untuk membuktikan Teorema 3.1 ini, perhatikan tiga kasus berikut:

Kasus1: N1= Nz

. ) I+ z
Tuliskan kembali N; = 3 Nny_q dan N, = leill ny;. Konstruksi sebuah

i=1

pelabelan A : V(Sny, ny, -+, n,) = {1,2,...,v + e} sebagai berikut:



. Daun-daun Sn, dilabeli dengan bilangan 1,3,5,---,2n; — 1, dengan A(c;) =1 dan
A(c3) =2ny-1.

. Daun-daun Sn, (kecuali c3) dilabeli dengan 2n, + 1, 2n, + 3,....2n; + 2n, - 3
dimana A(cg) =2n, +2n, - 3.

. Langkah 1 dan 2 diulangi untuk Sng, Sng, -, 5n,.

. Daun-daun pada Sn; diberi label dengan bilangan bulat 2,4,6,..., 2n,, dimana
A(cz) =2n,4.

. Daun-daun pada Sn; (kecuali ¢,) diberi label dengan bilangan bulat 2n; + 2, 2n,
+4, ...,2n,+2n; — 2 dimana A(c4) =2n; +2n3 - 2.

. Daun-daun pada Sng,Sny,---,Sn,_; dilabeli, sehingga A(c,) merupakan nilai
terbesar yaitu v.

. Sisi-sisi Sny,ny,--,n, diberi label yang berada pada himpunan {v+ 1,v +
2,v+3,..,2v—-1}

. Diperoleh bobot sisi yang membentuk suatu barisan aritmatika :

W = {w(y)|wxy) = 2x) + 1), xy e E(Sny,ny,+.0,)} = {a,a+d,a+

2d,...,a+ (v—2)d} untuk a = 3dand = 2.

*— ®
1 2

Misal kita labelkan 2 buah titik dengan 1 dan 2, maka diperoleh :

a=1+2

15



Karena a = 3, maka

at+(v—-2)d=2v-1

3+(v—-2)d=2v-1

(v—-2)d=2v-1-3

v-2)d=2v—-4

2v—4
1=w=2
_2w-2)
1=w=2
d=2. ]

9. Diperoleh pelabelan total (2v + 2,1)-sisi anti ajaib super atau pelabelan total

(v + 4,3)-sisi anti ajaib super.

Kasus2: N, =N;+1

Misalkan f adalah pelabelan total (v + 4,3)-sisi anti ajaib super dari suatu
graf ulat Sn,, n,, -++, n,.. Tambahkan satu daun, misalkan daun z di ¢, dan definisikan

suatu pelabelan baru misal f;, dimana:

fi(x) = f(x) untuk semua titik x € V(Sny, ny, -+, n,.)

@=fl)+1=v+1

16



fi(xy) = f(xy) + 1 untuk semua ssisi xy € E(Sn,,ny,*+,n,)
fl (C,-Z) =2v + 1.

Maka dapat dilihat bahwa f; adalah pelabelan total (v + 5,3)-sisi anti ajaib

super pada Sn,, ny, -, n+{z}.
Kasus3: N;=N;+1

Misalkan pelabelan titik A :V (Sny,ny, -, n,) = {1,2,..,v}, seperti pada
kasus 1. Definisikan sebuah pelabelan titik baru, notasikan dengan, sehingga untuk

setiap titik x € V(Sny,n,, ... ,n,) berlaku

)= {A(x) + 1, jika A(x) bernilai ganjil
g A(x) — 1, jika A(x) bernilai genap

dimana label v yang bernilai genap terbesar diberikan kepada titik xij serta g(c,) =

v—1.

Himpunan label pada pelabelan g adalah {1,2,---,v}. Sementara bobot sisi

membentuk barisan 3,5,7,++,3 + 2(v — 2).
{a,a+d,a+2d,---,a+ (v—2)d},untuka =3dand = 2
{3.3+23+4,-,3+(w-2)2}

{35,7,,3 + 2(v — 2)}. .

17



Jika ditambahkan titik baru maka bobot sisi menjadi,
{a,a+d,a+2d,-,a+ (v—-2+1)d}
= {a,a+d,a+2d,--,a+ (v—1)d}, untuka =3dand = 2.

Tambahkan titik baru, notasikan z, yang dihubungkan ke c,_,. Definisikan pelabelan

titik g, sebagai berikut :

g1(x) = g(x) untuk semua titik x € V (Sny, ny, -+, n,) kecuali ¢,

g1(2)=v—1
gi1(cr)=v+1

Pelabelan titik g, menggunakan anggota himpunan {1,2,3,...,v + 1} tepat
satu kali. Bobot sisinya membentuk barisan aritmatika {a,a +d,a +2d,---,a +
(v —1)d} untuk a = 3 dan d = 2. Jika pelabelan titik g, dan pelabelan sisi g,*:
E(Sny,ng, -, n)U{c,12} > {v+2,v+3,+,2v+1}  digabungkan,  maka

diperoleh pelabelan total (v + 5,3)-sisi anti ajaib super pada Sn,,ny, -, n.+{z}.
Untuk lebih jelas, diberikan contoh untuk Teorema 3.1 sebagai berikut:

1. Misal diberikan pelabelan total (16,3)-sisi anti ajaib super pada graf ulat S3443.
Maka himpunan label untuk titik di V(S3 4,43 ) adalah {1,2,---,12} dan himpunan

label untuk sisi di E(S34,4,3 ) adalah {13,14, --+,23}.

Himpunan titik dan sisi pada (53,4_4.3 ) didefinisikan sebagai berikut:

18



V(Ssass) ={a l1<i<a}ulel isj<2}ufe] l2<j<3}

u{xf l2<j<3}ufel l2<j<3}
E(53,4,4,3) ={c,-ci+1 |1 SiS3}U{clx{ Il <j SZ}U{C4JC£ |2 <j<
3}U{c2x£ |2 SjSB}U{ng |2 SjSB}

Dimana

IV(53'4‘4‘3) | = 2 n—r +2

4
i=1

=(@+4+4+3)—4+2

4
|E(Ss003) | = ) mi—1+1

=(B+4+4+3)—4+1
=11

Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan super, maka himpunan label
untuk titik-titik di S3 443 adalah L = {1,2,+--,12} dan himpunan label untuk sisi-

sisi di 53‘4'4.3 adalah M = {13,14, see ,23}.

19



Himpunan bobot sisi pada graf ulat S3 4 43 adalah :

W = {w;li = 1,2,..-,12}, dimana

w¢=a+(i—2)d

Karena a = 16 dan d = 3, maka persamaan (3.1) menjadi:

w; =16+ (i — 2)3, untuk i = 1,2,---,12

G.D

=16+3i—-6
=10+ 3i
x2 3
o x2 3 X3
G Kfz\ &) -
) 3 2 x3
x2 3 X4 4
Gambar 3.1.1 Graf ulat S5 4 43
13\ 14 19\ 20
15—~ 18 21
1 6 8) 12
16 17 22 23

@

Gambar 3.1.2 Pelabelan total (16,3)-sisi anti ajaib super pada S3 443
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2. Misal diberikan pelabelan total (28,3)-sisi anti ajaib super pada graf ulat

::::::::::

:::::

V(Sasasss) =fa 1<ise}ufd l1<j<3}ufxl l2<j <3}
vl lz<jsstu{d lz<j<3}u{x] l2<j<4}
u{xl l2<j <5}
E(Sssss63)
={acus 1 si<s}ufexd l1<j<3}
u{eer! l2<j<3jufend l2<j<shufend l2<j<3}

{cr] l2<j<4}u{exd l2<j <5}

Dimana

6
|V(S4.6.4.5,6,3)| = Zni -r+2
i=1
=(4+6+4+5+6+3)—6+2

= 24
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6
|E (54,6,4,5.6,3 ) | = Z n—r+1
i=1

=(4+6+4+5+6+3)—-6+1
= 23

Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan super, maka himpunan label

:::::

:::::

:::::

W = {w;li = 1,2,-:-,24}, dimana

wi=a+ ({-2)d (3.2)
Karena a = 28 dan d = 3, maka persamaan (3.2) menjadi:
w; =28+ (i —2)3,untuk i = 1,2,---,24
=28+3i—-6

=22+3i
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{1,2,3,...,25} dan himpunan label untuk sisi di E(S464563 +{z}) adalah

(26,27, ... 49).

lllll
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V(S4.6,4.5.6,3 +{z})
={ci '13i$6}u{x{ |1 SjSS}U{xé lZSjS3}

u{d l2<j<sjufd l2<j<3lu{x l2<j<4)

E(Ss64563 + {z})

={ccins L <is<s}u{cnd li<j<3}u{ce! l2<j<3}
ufexd l2<jss}ufed l2<j<3tufesd <=4

U {csxg |2 <j< 5} U {c,z}

Dimana

6
|V(S4,6,4,5,6,3 + {Z})l = (Z n—r+ 2) +1

i=1
=((4+6+4+5+6+3)-6+2)+1
=25

6
|E(Ss64563 + ZD] = (Z n;—r+ 1) +1

i=1

=((4+6+4+5+6+3)—6+ 1)+

24
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Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan super, maka himpunan label

untuk titik-titik di Sy64563 + {z} adalah L = {1,2,---,25} dan himpunan label

;;;;;

:::::

W = {w;li = 1,2,---,25}, dimana

w;=a+ (i—1d (3.3)
Karena a = 29 dan d = 3, maka persamaan (3.3) menjadi :
w; =29+ (i —1)3,untuk { = 1,2,---,25
=29+3i—3
=26+ 3i
X2 %3 x3 x3 x2 x2 x3 x§
x}
) ———© D
2% x3 A e,
X 4
2 3 - x? x3 x} x? 3

Gambar 3.1.5 Graf ulat Sy 6 45,63 + {2}
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Gambar 3.1.6 Pelabelan total (29,3)-sisi anti ajaib super pada Sy 64563 + {2}

4. Misal diberikan pelabelan total (29,3)-sisi anti ajaib super pada graf ulat

::::::::::

:::::

;;;;;
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E (54,6,4,5.6,3 +1{z})

= {cicina L <i <5 ufend li<j<3}ufeal2<j<3}
v{ex l2<js5stu{erd l2<j <3} u{cx l2<j<4)

U {csxg |2 <j< 5} U {c,z}

Dimana

6
[V(Ss64563 + | = (Z n—r+ 2) +1

i=1
=((4+6+4+5+6+3)—6+2)+1

=25

6
|E(Ss64563 + )| = (z n—r+ 1) +1

i=1
=((4+6+4+5+6+3)—6+ 1)
=24

Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan super,maka himpunan label

:::::

:::::
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W = {w;li = 1,2,--+,25}, dimana

wi=a+(i—1)d (34)

Karena a = 29 dan d = 3, maka persamaan (3.4) menjadi :

w; = 29 + (i — 1)3, untuk 1,2, -++,25

=29+3i-3

=26+ 3i

Gambar 3.1.8 Pelabelan total (29,3)-sisi anti ajaib super pada Sy 4,563 + {2}
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3.2 r ganjil,dan Ny = N, atauN; =N, +1

Teorema 3.2 Jika r ganjil dan N; = N; atau N; = N, + 1, maka graf ulat mempunyai

pelabelan total (a,3)-sisi anti ajaib super.

Bukti :

Untuk membuktikan Teorema 3.2 ini, perhatikan dua kasus berikut:
Kasus 1: N;=N,

Diberikan pelabelan titik A : V(Sny,ny, -, n,) = {1,2,--,v} sehingga graf
bintang S,,S4**,Sy—1 menerima label {1,3,5,---,2n, —1} dan graf bintang
$1,53,Ss,+*, S, menerima label {2,4,6, -+ 2n;} dimana titik pusat C,. menerima label

bilangan ganjil paling besar.

Bobot sisi, terhadap pelabelan titik A, membentuk barisan aritmatika, dengan
a=3 dan d = 2. Jika digabungkan pelabelan titik A dan pelabelan sisi A*:
E (Sny,ny,-+,n,.) = {v+ 1,v + 2,---,2v — 1}, maka akan diperoleh pelabelan total

(2v + 2,1) sisi anti ajaib super atau pelabelan total (v + 4,3) sisi anti ajaib super.
Kasus2: N;=N,+1

Misalkan f adalah pelabelan total (v + 4,3) sisi anti ajaib super dari suatu
graf ulat Sn,,n,, -, n, yang telah digunakan pada kasus 1. Tambahkan satu daun z
ke c,, definisikan suatu pelabelan baru f;, seperti pada Kasus 2 pada teorema

sebelumnya.
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Dapat dilihat bahwa f; adalah pelabelan total (v + 5,3) sisi anti ajaib super

dari Sny, ny, -+, n, + {z}.
Untuk lebih jelas, diberikan contoh untuk Teorema 3.2 sebagai berikut:

1. Misal diberikan pelabelan total (24,3)-sisi anti ajaib super pada graf ulat
S3,5,4,6,4 + {Z}. Maka himpunan label untuk titik di V(S3’5'4‘6'4 + {Z}) adalah
{1,2,---,20} dan himpunan label untuk sisi di E (S35464 + {z}) adalah

{21,22,---,39}.

Himpunan titik dan sisi pada S35464 + {2} didefinisikan sebagai berikut:

V(53.5,4,6,4 + {Z})

E(S35464 +{(2})
= {acws N sisa}ufend i <j<2}ufead l2<j<4}
u{er l2<js4}ufeand l2<j <3} u{cu] |2 < <5}

U {c,z}

Dimana
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5
lV(S3,5,4,6.4 + {Z})| = (Z n—-r+ 2) +1

i=1
=((B+5+4+6+4)—5+2)+1

=20

5
|E (S35464 T {Z})l = (z n—r+ 1) +1

i=1
=(B+5+4+6+4)—-5+1)+1
=19

Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan super,maka himpunan label
untuk titik-titik di Sag4¢4 + {2} adalah L = {1,2,---,20} dan himpunan label

untuk sisi-sisi di 53.5,4,6,4 + {Z} adalah M = {21,22, see ,39}.
Himpunan bobot sisi pada graf ulat S35 46,4 + {2} adalah :

W = {w;li = 1,2,-+-,20}, dimana

w;=a+({i—-1)d (3.5
Karena a = 24 dan d = 3, maka persamaan (3.5) menjadi :
w; =24+ (i—1)3,untuk i = 1,2,---,20

=24+3i-3
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=21+43i

Gambar 3.2.2 Pelabelan total (24,3)-sisi anti ajaib super pada S35464 + {2}
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BAB IV

KESIMPULAN

Misalkan N, adalah jumlah daun pada bintang ganjil dan N, adalah jumlah
daun pada bintang genap. Graf ulat Sny, n,, -+, n, mempunyai pelabelan total (a, 3)-
sisi anti ajaib super untuk r genap, N; = N atau |[N; — N| = 1 dan r ganjil,
N, = N, atau N; = N, + 1, dimana a adalah bobot sisi minimum pada pelabelan dan

3 adalah selisih dari bobot sisi tersebut.
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