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ABSTRAK

Model SEIR merupakan suatu model epidemiologi untuk laju penyebaran
penyakit. Model ini mendeskripsikan penyebaran penyakit dalam suatu populasi
dengan ukuran bervariasi. Pada model SEIR, populasi terbagi atas kelompok
rentan, laten, terinfeksi, dan bebas penyakit. Tujuan skripsi ini adalah
menganalisis kestabilan penyebaran penyakit menular yang memiliki periode
laten, dengan melakukan linierisasi model menggunakan Matriks Jacobian.

Kata kunci : Model SEIR, kestabilan, periode laten, Matriks Jacobian.
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Daftar Notasi

Notasi/ Parameter Deskripsi
p Peluang
A Calon imigran yang akan masuk ke dalam kelas
ekspos dan kelas rentan. Dimana calon imigran
tersebut terdiri dari individu ekspos dan individu
rentan.

pA Laju imigran pada populasi laten (exposed)

(1-p)A Laju imigran pada populasi rentan (susceptibles)

Stt) Banyaknya individu yang rentan terhadap suatu
penyakit pada waktu 7 (susceptibles)

E@) Banyaknya individu yang terinfeksi tetapi belum
bisa menularkan penyakitnya pada waktu ¢
(exposed)

I Banyaknya individu yang terinfeksi pada waktu ¢
(infectious)

R(t) Banyaknya individu bebas penyakit pada waktu 7
(recovered). Individu bebas penyakit dapat
diakibatkan oleh sistem kekebalan (immune) dari
individu itu sendiri.

Bio Laju kontak pada periode laten

B2o Laju kontak pada periode terinfeksi

B0 Laju kontak pada periode bebas penyakit

Vi




U Laju kematian alami

a, Laju kematian karena penyakit
|

Yo Laju transfer antara populasi laten dan populasi

terinfeksi

ko Laju kesembuhan

t Waktu

N(t) Penjumlahan dari S(t), E(t), I(t), dan R(t).




BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam dunia kesehatan terdapat penyakit yang bersifat menular (infectious
diseases) dan tidak menular (non infectious diseases). Pada tugas akhir ini akan
dibahas pemodelan penyebaran penyakit yang menular. Dalam hal ini,
matematika mempunyai peran yang penting untuk mengetahui pola penyebaran
penyakit menular.

Beberapa penyakit seperti cacar air (measles), gondong (mumps),
tubercoluses, Human Immunodeficiency Virus (HIV) mempunyai periode laten
(laten period). Periode laten adalah selang waktu dimana suatu individu terinfeksi
sampai munculnya penyakit. Adanya periode laten ini menjadi alasan
pembentukan model SEIR, yakni munculnya kelas ekspos (exposed). Kemudian,
dengan adanya imigran yang masuk konstan ke dalam kelas rentan dan kelas
laten, dimana imigran tersebut terdiri dari individu-individu rentan dan laten.
Sehingga berdasarkan keadaan tersebut, akan dibahas kestabilan model epidemi
SEIR dengan tingkat imigrasi konstan.

Model epidemi SEIR merupakan perluasan dari model epidemi SIR yang
dikemukakan oleh Kermack dan McKendrick pada tahun 1927. Model SEIR
menggambarkan empat kelas yakni kelas banyaknya individu yang rentan
terhadap penyakit (susceptibles), kelas banyaknya individu yang dicurigai

terinfeksi oleh penyakit (exposed), kelas banyaknya individu yang telah terinfeksi



oleh penyakit (infectious), dan kelas banyaknya individu yang bebas dari penyakit
(recovered).
1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah diatas, maka dalam skripsi ini akan di
kaji masalah kestabilan model epidemi SEIR (Susceptibles, Exposed, Infectious,
and Recovered) dengan tingkat imigrasi konstan.
1.3 Pembatasan Masalah

Agar lebih fokus dan tidak memperluas masalah, dalam skripsi ini dibatasi
dengan asumsi bahwa pada tiap kelas terjadi kematian alami, terjadi kematian
yang disebabkan oleh penyakit itu sendiri, dan individu yang masuk ke dalam
kelas ekspos merupakan individu yang terinfeksi tetapi belum bisa menularkan
penyakitnya. Selain itu, model ini juga menggambarkan laju kontak antara
individu rentan dengan individu laten, terinfeksi, dan bebas penyakit.
1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah untuk mengetahui kestabilan
model epidemi SEIR dengan tingkat imigrasi konstan.
1.5 Sistematika Penulisan

Adapun sistematika penulisan dalam skripsi ini terdiri dari 4 bab yang
masing-masing bab yaitu Bab I Pendahuluan yang terdiri dari latar belakang
masalah, perumusan masalah, pembatasan masalah, tujuan penelitian, dan
sistematika penulisan. Bab II Landasan Teori yang terdiri dari teori-teori yang
akan mendukung pembahasan masalah pada Bab III yaitu landasan teori yang
menjelaskan tentang teori matriks, ekspansi kofaktor, Matriks Jacobian, kestabilan

siatem non linier, dan Teorema Kriteria Routh Hurwitz. Bab III akan mengkaji



lebih lanjut tentang kestabilan model epidemi SEIR dengan tingkat imigrasi
konstan. Bab IV memberikan kesimpulan dari analisis yang telah di lakukan pada

Bab II1.



BAB 11

LANDASAN TEORI

2.1 Teori Matriks
Suatu matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-
bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks.

Diberikan suatu matriks A berukuran n x n. Skalar A disebut nilai eigen dari A

jika terdapat vektor tak nol X di dalam R” sehingga berlaku :

AX=)\X.

Selanjutnya vektor X disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan A.

Teorema 2.1.1 |1)

Jika A matriks berukuran n x n, I, matriks identitas berukuran n * n dan A suatu

bilangan real, maka pernyataan- pernyataan berikut ekuivalen :

(i) A adalah suatu nilai eigen dari A,

(ii) Sistem persamaan (A — Al,)X = 0 mempunyai penyelesaian tak trivial, dan
(iii) Ada suatu vektor tak nol X pada R" sedemikian sehingga AX = iX. A

merupakan suatu penyelesaian dari persamaan karakteristik det(A — AlL,).

2.2 Sistem Persamaan Diferensial
Berikut disajikan beberapa materi dasar teori sistem, yaitu
mengenai sistem non linear, pengertian matriks Jacobian, titik ekuilibrium,

serta teorema penting tentang kestabilan sistem nonlinear.




Definisi 2.2.1 [4]
Suatu sistem persamaan diferensial biasa non linier adalah suatu persamaan
vang berbentuk sebagai berikut

x(t) = f(x(t)), x(ty), t R, (2.2.1.1)
Dengan x =(x,,x,.....x,) € R" £(x) = (f,(x), f,(*)s..., £,(x))" dan syarat awal

,
X(1g) = (X195 X5950-0sX0) " -

Secara umum, kestabilan sistem (2.2.1.1) dapat dimaknai sebagai solusi

x(r) dari sistem (2.2.1.1) yang pada mulanya cukup dekat dari suatu titik tertentu,
maka x(r)akan lebih dekat lagi dari titik tersebut dengan berlalunya waktu.
Definisi 2.2.2 [4]

Misalkan f :R" — R" adalah fungsi yang diferensiabel secara kontinu pada

himpunan D c R"dan x e R". Matriks Jacobian dari f di x , ditulis J

f(x)
didefinisikan sebagai:
0 L) AX

dx; dax; dxy
af,(x) 0fa(x) daf;(x)
w0 P g
a0 0f(X)  Ifu®)
dx, dx, dx,

2.3 Kestabilan Sistem Non Linier

Definisi 2.3.1 [6]

Suatu titik x, € R" dikatakan titik ekuilibrium persamaan diferensial orde satu

x = f(x) jika
f(xo) = 0.

Khusus untuk sistem persamaan diferensial linier orde satu




x(t) = Ax(t) {2.3.1.1)
maka (0,0) adalah titik tetapnya. Jika det(A) # 0, maka tentu saja titik ekuilibrium
(2.3.1.1) hanyalah (0,0).

Definisi 2.3.3 [6]

Suatu titik ekuilibrium X dari sistem x = f(x) dikatakan stabil asimtotik jika

untuk setiap keadaan awal berlaku
X(t) > x, bila t > x

Sistem x = f(x) dikatakan stabil asimtotik jika titik ekuilibrium stabil asimtotik.
Teorema 2.3.4 |3]
Misalkan x, € R" adalah titik ekuilibrium dari persamaan diferensial nonlinier

x(t) = f(x(t)) (2.3.4.1)
dan semua turunan parsial pada [ adalah kontinu. Jika semua bagian riil dari
matriks Jacobian J ,(x,)untuk sistem (2.3.4.1) adalah negatif, maka sistem
(2.2.1.1) adalah stabil asimtotik.
Teorema 2.3.5 |5] (Kriteria Routh-Hurwitz)

Diberikan polinomial derajat n, P(A)=A"+a A" +..+a, dengan koefisien

a, a
bilangan real a; >0, i = 1,2,..,n Jika D,:|a,’>0, D, = : ?

1 a,

a a - 0 0
a, a, a, 1 a,
D,=|1 a, a)|>0,.. D= >0
0 a a, a,, 0
o o0 - a,, a,

maka semua bagian real dari akar-akar polinomial P(A) bernilai negatif.




BAB 111

KESTABILAN MODEL EPIDEMI SEIR DENGAN TINGKAT

IMIGRASI KONSTAN

3.1 Asumsi Model Epidemi SEIR dengan Tingkat Imigrasi Konstan

Untuk memformulasikan model epidemi SEIR dengan tingkat imigrasi

konstan, asumsi-asumsi berikut digunakan [3]. yaitu :

2z,

3.

4.

Penyakit yang sedang dibicarakan memiliki periode laten,

Pada tiap kelas terdapat laju kematian alami,

Terjadi kematian yang disebabkan oleh penyakit,

Laju kontak terjadi antara individu rentan (susceptibles) dengan individu
laten (exposed), terinfeksi (infectious), dan bebas penyakit (recovered),
Laju imigran pada populasi laten (exposed) konstan, dan

Laju imigran pada populasi rentan (susceptibles) konstan.

Pembentukan model epidemi SEIR didasari oleh adanya penyakit menular

yang memiliki periode laten. Misalnya, populasi yang diberikan dibagi kedalam

empat kelas, yakni kelas populasi rentan (susceptibles), kelas populasi laten

(exposed), kelas populasi terinfeksi (infectious), dan kelas populasi bebas penyakit

(recovered). Perhatikan diagram alir perubahan keadaan suatu populasi akibat

adanya penyebaran penyakit [3].
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Gambar 3.1.1 Bagan Alir Model Epidemi SEIR
Bagan alir ini di bentuk berdasarkan asumsi-asumsi model epidemi SEIR
dengan tingkat imigrasi konstan. Karena pada tiap kelas terjadi kematian alami,
maka yang menjadi keluaran dari kelas rentan adalah uS, kelas ekpos adalah uE,
kelas terinfeksi adalah u/, dan kelas bebas penyakit adalah pR. Kemudian,
imigran masuk ke dalam kelas ekspos sebanyak pA dan ke dalam kelas rentan
sebanyak (1 — p)A. Karena terjadi kontak antara individu rentan dengan individu
ekpos, terinfeksi, dan bebas penyakit, maka sebanyak f;0SE, f20SI. dan f3,SR
individu akan masuk ke dalam kelas ekspos. Jika terjadi perubahan keadaan pada
kelas ekpos, maka sebanyak yoE individu akan masuk ke dalam kelas terinfeksi.
Karena pada kelas terinfeksi terjadi kematian yang disebabkan oleh penyakit itu
sendiri, maka sebayak @,/ individu akan masuk ke dalam kelas bebas penyakit.
Kemudian, jika terjadi kesembuhan pada kelas terinfeksi yang mungkin
disebabkan oleh sistem kekebalan atau imun dari individu itu sendiri, maka

sebanyak ky/ individu akan masuk ke dalam kelas bebas penyakit.

Sehingga menurut Gambar 3.1.1, dapat dilihat bahwa model dapat ditulis

dalam sistem persamaan diferensial berikut :




% = Laju perubahan populasi rentan terhadap waktu

= Banyaknya individu yang masuk ke dalam kelas rentan di kurang dengan

banyaknya individu yang keluar dari kelas rentan,

Z—f = Laju perubahan populasi terekspos terhadap waktu
= Banyaknya individu yang masuk ke dalam kelas ekpos di kurang dengan

banyaknya individu yang keluar dari kelas ekpos,

% = Laju perubahan populasi terinfeksi terhadap waktu

= Banyaknya individu yang masuk ke dalam kelas terinfeksi di kurang dengan
banyaknya individu yang keluar dari kelas terinfeksi, dan
‘;—’: = Laju perubahan populasi bebas penyakit terhadap waktu

= Banyaknya individu yang masuk ke dalam kelas bebas penyakit di kurang

dengan banyaknya individu yang keluar dari kelas bebas penyakit.

Atau dapat juga ditulis dalam bentuk

ds

r; = (1 —p)A — B1oSE — B20SI — P30SR — S,

dE

5 = PA+ B1oSE + B2oSI + B3oSR — yoE — UE, G
ﬂ=yOE_kol'_aol_#l; N
dt

dR

\E—kol—#R
Misalkan

— — Bwo =‘B—2Q :ﬁ =Y =k =4 =2

dr—#dt'ﬁl—#,ﬁz p;B3 uly ppk ﬂ‘c lu'a ’1'

]

maka Sistem (3.1.1) dapat ditulis menjadi




(2= (1 —p)c—B,SE - B,SI - B;SR -5,
% = pc+B,SE + B,SI + B,SR—yE — E,
L =yE—kl—al -1,

(&= kI—R.

(3.1.2)

Karena banyaknya individu yang masuk ke dalam kelas ekspos lebih besar
dari pada banyaknya individu yang terinfeksi dan individu bebas penyakit, maka
laju kontak yang terjadi pada kelas ekspos juga lebih besar dari laju kontak
individu terinfeksi dan bebas penyakit. Sehingga dapat juga di tulis g; > f, >

f5 > 0. Kemudian, karena N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t). maka

dN as dE dl dR
@ wtala
= [(1 —p)c — BLSE — B,SI — B3SR — S| + [pc + BLSE + B,SI + B3SR —
vE — E1 + [YE — kI — al — I] + [kI — R]
=¢c=S—E—-I—-R-—-al
=c—(S+E+I1+R)—al
=c—N-—al. (3.1.3)
Selanjutnya, karena S = N — E — | — R, maka sistem (3.1.2) dapat ditulis
menjadi
dE
—=pc+(B,E+pB,l+B;R)(N—E—1—-R)—6E,
di
—=yE—-wl,
| dr (3.1.4)
E = k! — R,
\fi_f =c—N-—al,
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dengan § =1+y dan w =1+ k + @, model (3.1.2) dan (3.1.4) merupakan

model epidemi SEIR.

3.2 Titik Ekuilibrium Model Epidemi SEIR dengan Tingkat Imigrasi

Konstan

. dE _dl _dR _ dN
Jka —=—=—=—=

e -l 0, maka titik ekuilibrium dari Sistem (3.1.4)

dapat ditulis sebagai berikut :

pc+ (BLE+ ol + B3R (IN—E—-1—R)—6E =0,

E-wl=0,
L-f?:o (3.2.1)
c—N-—al =0.

Dengan mensubstitusikan E = %{, R=kl, danN = c —al, ke dalam

persamaan
pc+ (BLE+ B2l + B3R (N —E—1—R)—6E =0, (3.2.2)
dari persamaan (3.2.2) diperoleh
wl wl dwl

I Swl
=pc+ 5B+ Boy + Bsky)(cy — (ay + w +y +kp)D) - Ea

= y?pc + cyl(Byw + Boy + Bsky)
—(Prw + Bay + Bsky)(ay + w + ¥ + ky)I? — ySwl. (3.2.3)

Perhatikan koefisien (ay + @ + y + ky)I? dalam (3.2.3) yakni
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(ay + w +y + ky). (3.2.4)
Dengan mensubstitusikan w = 1 + k + @, ke dalam persamaan (3.2.4), diperoleh
(ay+w+y+ky)=lay+ (A1 +k+a)+y+ky]
=(1+k+a)+ (y+ky+ay)
=A+y)A+k+a)
= dw.
Akibatnya (3.2.3) dapat ditulis menjadi
(Brw + oy + Bsky)dwl* + y[6w — c(Byw + Bay + Bsky)]l — y*pc = 0.
Definisikan
H(I) = (Byw + Bay + Bsky)Swl? + y[6w — c(Byw + By + Bsky)Il
—y%pc = 0. (3.2.5)
Jika p = 0, maka diperoleh
H(D = (Biw + By + Bsky)wI? +
yldw — c(Byw + Boy + B3ky)]l = 0. (3.2.6)

Persamaan (3.2.6) adalah polinomial derajat dua dalam I, yang akar-

akarnya adalah
I = 0, atau

- ylc(Biw+B2y+B3ky)—dw]
Sw(prw+PB2y+Psky)

(3.2.7)




Persamaan (3.2.7) adalah positif jika dan hanya jika
o = [c(Brw + Boy + B3ky) — 6w] > 0.

Substitusikan /=0 ke Sistem (3.2.1) diperoleh £=0, R=0, dan N=c= f Jadi

titik ekuilibrium dari Sistem (3.2.1) pada saat p = 0 adalah
A
Py = (E,I,R,N) = (0,0,0,;).

Selanjutnya, jika p > 0 maka Persamaan (3.2.5) akan memberikan

H(I) = (Byw + Boy + Bsky)Swl? + y[6w — c(Byw + oy + B3ky)]I —

¥2pc = 0. (3.2.8)

Akar dari (3.2.8) dapat ditulis sebagai

IEPTW . o
" = M’ (3.2.9)
2r

dengan

r = (f1w + By + B3ky)dw,

s =yléw — c(Biw + Bay + B3ky)),

t = —y?pc.
Penjabaran (3.2.9) memberikan

-"_/.

o _ —([80 — [c(Broo + By + ByknI]} | |\ TAKAM

2[(Byw + Bay + B3ky)dw] a ' . ANDALR® -
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J{y[dw — c(Biw + By + Baky)1}? — 4{(B1w + By + Bsky)SwH—y?pc}
2[(B1w + oy + Psky)dw]

_ Ylc(Bw + Bay + Bsky) — Sw]
2(Byw + Boy + Bsky)

YV [6w — c(Byw + Boy + Bsky)]? + 4ypcdw(Biw + oy + P3ky)
2(Byw + By + Bsky)

_ YlcBw + Bay + Bsky) — Sw)
2(p1w + By + Bsky)

yW{=[c(Biw + Boy + Bsky) — Sw]}? + 4ypcdw(Byw + By + B3ky)
2(p1w + Boy + Psky)

_ Yle(Biw + Bay + Bsky) — dw]
2(Brw + Boy + Bsky)

YWIc(Biw + By + Baky) — bw]? + 4ypcdw(Byw + By + Bsky)
2(B1w + By + Bsky) .

Sehingga akar positif dari (3.2.8) adalah

s yo+yyo2+4pcSw(Biw+Poy+Bsky)

3.2.10
26w (Brw+By+B3ky) ( )
Substitusikan persamaan (3.2.10) ke sistem (3.2.1), diperoleh
E* = wIyo+r\/az+4p66w(ﬁ1w+Bzy+Bsky)] 32.11)
B 28wy (B w+B,y+B3ky) ’ -
* 2+apcdw(fiw+Pay+Psky)
B o REEEIHE 3 : 3.2.12
26w (Biw+P2y+P3ky) ( )
. . +apcdw(Bw+B2y+P3ky)
N*=c—al =c—a(”"’+y‘/° ) 3.2.13
26w(Brw+Pry+Psky) ( )
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Sehingga diperoleh

§$S*=N"—-E"-I"—-R*

=, T Yo +yy 0% + 4pcdw(Biw + By + Bsky) B
26w(prw + By + Bsky)

(w(yo + /0?2 + 4pcda(Brw + Bry + Bsky))|
20wy (Brw + By + Bsky)

i yo + y\/az + 4pcdw(fiw + By + Bsky) 3
26w (Biw + Boy + Bsky)

(k Y9 +v\/0? + 4pcSw(Byw + By + Baky)
20w(fiw + Boy + Bsky)

_ 20wc(Biw + Boy + Bsky) a
20w(Byw + oy + B3ky)

(@ +w+1+k)(yo +yyo? + 4pcsw(Brw + By + Psky)
26w(Byw + Boy + Bsky)

Jadi, titik P* = (E,I,R,N) = (E*,I",R*,N*) dengan E*,I*,R*, dan N*
seperti pada persamaan (3.2.11), (3.2.10), (3.2.12), dan (3.2.13) merupakan titik

ekuilibrium yang lain dari sistem (3.2.1).

3.3 Kestabilan Model Epidemi SEIR dengan Tingkat Imigrasi Konstan

Untuk menentukan kestabilan model epidemi SEIR dengan tingkat

imigrasi konstan, akan digunakan titik ekuilibrium P, = (E,I,R, N) = (o,o,o,f)
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pada saat p = 0 dan P* = (E,I,R,N) = (E*, I*, R*,N"), dengan E*, I", R* dan

N* diberikan dalam (3.2.11), (3.2.10), (3.2.12), dan (3.2.13) pada saat p > 0.
Teorema 3.3.1 [3] Jika p =0 maka titik ekuilibrium P, = (E,I,R,N) =
(0.,0,0,%) adalah stabil asimtotik.

Bukti.

Misalkan

f1(E,I,R,N) =pc+ (ﬁlE+ B, +ﬂ3R)(N — E—I—-R)-§E,
f,(E,I,R,N) =yE — wl,

f3(E,I,R,N) = kI —R,

f4(E,I,R,N) =c—N-—al.

(3.3.1.1)

Maka berdasarkan (2.2.2), matriks Jacobian dari sistem (3.3.1.1) adalah

af,(E,L,LR,N) Of,(E.I,R,N) df,(E,1,R,N) 0f,(E,I,R,N)

JdE al JR dN
af,(E,I,R,N) df,(E,I,R,N) df,(E,1,R,N) df,(E,I,R,N)
_ JE al R aN
JrELRNY = 5c B, LRN) 0fs(E.LRN) Bfs(E.L,R,N) 8fs(E.I,R,N)
JE al dR adN
af4(E,’,R,N) afq.(E,.’,R,N) af‘i(Ea’aRoN) afé(E'I-R:N)
doE al JR dN
T T, T,
|y —o 0 0
0 k -1 o0/
0 —-a 0 -1
dengan

Tl =p(N—I1—R) - (2B1E + B21 + p3R) — 6,

Tz = BZ(N s = Y = (ﬁlE + 2,1 +ﬁ3R),

TB =p3(N—E - I) = (BLE + Bo1 + 2B3R),
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Ty = (BLE + B2l + B3R).

Di titik Py = (E,1,R,N) = (0,0,0,%),

8 A 5 B A 8 A
1# Zlu 3‘u
0 k -1 0
0 —-a 0 -1

Persamaan karakteristik dari /¢ (E, I, R, N) adalah
V¢ (E.LLR,N) — Ayys| = 0,

yang bila dijabarkan memberikan hasil sebagai berikut

ﬁA 6 ﬁA BA 1 0 0
1 2y Py : 010
0= r -o 0 01=44 5,
0 . 6 -1
pr——06-2 ﬁz; B3 0
- Y -w—21 0 0
0 k -1-2 0
0 =i 0 -1-41
A-1 B C 0
| 5 E-2 o o
0 F G—2 0 '
0 H 0 G-2

dengan

Fm ot B T B Dy, Emm Pk

Dengan menggunakan ekspansi kofaktor diperoleh

-0 O O



B C 0 B A—-3 0
0=MD)|IF 6-2 o |-(E-D| 0 G-2 0
H 0 G =3 0 0 G-21

A-1 B 0 A-21 B G

+0| 0 F 0 |—=0] 0 F G-2

0 H G-2 0 H 0

= (D){B(G - 1)* - CF(G -1} - (E-D{A-D(G - 1?}
= (G —D{DB(G — 1) - —[(E = D)(A - (G - D]} (3.3.1.2)
Dari persamaan (3.3.1.2) diperoleh
(G —2) =0atau {DB(G —A) — CFD — [(E — D)(A— )G - D]} = 0.
Jika (G — 1) = 0, maka diperoleh 1 = G = —
Jika {DB(G — ) — CFD — [(E — A)(A — 2)(G — A)]} = 0, maka diperoleh
0={DB(G—2)—CFD—[(E-)(A-D(G-D]}
= (G - - [(E-)(A-)]}-CFD

= (G — A){DB — [EA— (E + DA+ A*]}— CFD

= DBG — EAG + G(E + A)A— GA*> — DBA + EAA — (E + A)A*

=234 [-G—-(E+A))2*+[G(E +A)— DB+ EA]A
+[DBG — EAG — CFD]. (3.3.1.3)

Persamaan (3.3.1.3) dapat ditulis menjadi
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0=-2*-[-G—(E+A)]A*—[G(E+A)— DB + EA]A— [DBG —

EAG — CFD]. (3.3.1.4)

Selanjutnya, notasikan koefisien dari A sebagai A.. Dari persamaan

(3.3.1.4) dapat dilihat bahwa
A2 =—[-G - (E + A)].
= —[-(=1) = ((~w) + (B:N - )]
=—[1-((~w) + (B:N - ®))]
=[N-1-w-15]
=B N—(1+w+0).
Karena ;N > (14+ w + &) > 0,dengan N = (S + E + [ + R) maka
A= N—-(1+w+6)>0.
At = —[G(E + A) — DB + EA]
= —[~((~w) + BN = 8) = vBN + (—w) (BN = 5)]
= wh N + BN + yoN — 0 — § — Sw
= (wpy + P1 + VBN — (w + 6 + bw).

Karena (wf; + By + YBIN > (w+ 8 + dw) > 0, dengan N = (S+ E+ 1+ R)

maka Az = (wfy + B1 + ¥B2)N — (w + 8 + 6w) > 0.
Selain itu A2 = —[DBG — EAG — CFD]
= —{[yBN(—=D)] = [(—w)(B1N — 8)(=D)] — ykB3N}
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= fiNw + yB,N + ykf3N — bw

={prw +yp, + ykB3}N — dw.

Karena {f,w +ypB, + ykpB3}N > 6w >0, dengan N = (S+E + 1+ R) maka

koefisien A% = {Bw + yPB, + ykPB3}N — 8w > 0. Selanjutnya
222 =[BiN— 1+ w+ ). [(why + B1 + VBN — (w + 6 + Sw)]
= BiN(wpy + By + ¥B2)N — BiN(w + 6 + dw) — (1 + w + §)
(WP +P1+yBIN+(1+w+6)(w+ 6+ dw)
=B Nwpy+B+YBIN+(1+w+6)(w+ 6 + dw)
—{BiN(w+ 8 +6w)+ (1 + w+ 8)(wf; + B +yP2)N}
> {fiw + yBy + ykf3}N — dw > 0
= A2 > 0.
Karena A%.A; — A2 >0 maka menurut Kriteria Routh-Hurwitz titik

ekuilibrium Py = (E, 1, R,N) = (0,0,0, ﬁ) adalah stabil asimtotik.m

Teorema 3.3.2 |3] Jika p >0 maka titik ekuilibrium P* = (E,I,R,N) =
(E*, I', R*,N"), dengan E*, I*, R* dan N* diberikan dalam (3.2.11), (3.2.10),

(3.2.12), dan (3.2.13) adalah stabil asimtotik.
Bukti.

Perhatikan matriks Jacobian untuk sistem (3.2.1) di tittk P* =

(E,I,R,N) = (E*,I',R*,N"), yaitu:
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afy(E*,I",R*,N*) af,(E*,I',R*,N*) af,(E*,I",R*,N*) @f,(E*,I",R",N")

dE" ar aR* aN"
Af(E*,I',R°,N*)  8f,(E*,I',R*,N*) 0f,(E*,I',R",N*) af,(E",I',R",N")
St == dE" ar arR’ aN"
MEFRN) = 9f,(E*,I*,R*,N*) fs(E*,I',R",N*) af;(E*,I',R",N*) af3(E",I',R",N")
dE* ol aR* N
afe(E*,I',R*,N*) 3fy(E",I',R",N*) fy(E",I",R",N*) dfy(E",I',R",N")
JE* ar R aN*
Qi Q@ Q3 Q4

|y —-o 0 0
0 k -1 0
0 —a 0 -1

dengan

Q1=PB(N* —E* = I' =R") — (BLE" + B2I" + B3R™) — §,

Q2 =B(N" —E"—I" = R*) — (BLE" + BaI" + B3R"),

Q3 =PB3(N* —E*—1"—R*) — (B,E" + B2I" + B3R"),

Qs = (BLE™ + BoI" + BsR").

Dari persamaan (3.2.2), dengan P* = (E,1,R,N)=(E*,I',R*,N*) maka

diperoleh

0E* — pc
(BLE* + B2I* + B3R*)

(N-_Ex_lt_.Rt)z

_ OE” B pc
" (BLE* + Bl + BaR*)  (BLE* + BoI* + B3R*)

w
gl
Y . pc
([3@‘%1" + f0* + [}3k1‘) (B1E* + B2I" + B3R")

B yl'éw pc
I (@B +yBy + kyBs)  (BiE* + Bal” + B3RY)
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B ow B pc
~(wPy +yBr+kyBs)  (BLE* + B2l + B3R*)

Misalkan

¥= Sw >0 (3.3.2.1)
T (wBi+yBatkyBs) T o

Y = (B,E* + B,I* + B3R*) > 0. (3.3.2.2)

Sehingga matriks Jacobian untuk sistem (3.2.1) di titik P* = (E,I,R,N) =

(E*,I",R*,N"), dapat juga disajkan dalam bentuk :

x-B)p-v-5 (x-5)g-v (x-5)ss
Jr@ RN = 14 ) 0 0
0 k -1 0
0 - 0 -1

0= 4 - 0 0 |-
0 k -1 0
0 —a 0 -1
1 0 0 O
01 0 O
o 01 0
0 0 0 1
pc pc pc
(x—v)ﬁl—y—a—a (X—V)BZ—Y (X—~Y—)B3
0 k -1-2 0
0 —a 0 -1-2

Dengan menggunakan ekspansi kofaktor diperoleh
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0=((x-]"—}f)gl—Y—e;—a)_wk_;l —10—,1 g
- 0 -1-A
y 0 0
(=Bl - 0+ ((r-F)8)

Yy —w—1A4 0
0 k -1-2
0 —-a 0

0 k 0 -t i

[((x -5)B: - Y) -1~ 1)2] — Y[~ay(-1- D)
+[((x = %) Ba = ¥)riei-1- 2]

= (-1-Df[(x-Z)p - ¥ -5 - 2] (0 - D(-1- 1)

- ((x -2)6.- Y)y(—l -n+[((x- %) By —Y)yk+ Yay]}.

Definisikan

W=(—1—/1){[()(—%)51—y—s—a](—w~,1)(-1-—/1)

—((x ~2) g, - Y)y(—l -0 +[((x =) - ) vk +vay|} = 0.

Persamaan (3.3.2.3) dipenuhi oleh

(-1—-21) =0 atau

(3.3.2.3)

23



([(x-E)p-v-s-2] co-n-1-1

— ((X —%) P2 — Y)y(—l -1)+ [((X —%)63 — Y) vk + Yay]} = 0.
Jika (—1 — A) = 0, maka diperoleh 1 = —1.

Jika

o={[(X—I;—C)ﬁl—Y—s—a](—w—A)(—1—A)—((x-p—;)ﬁz-Y)

r(-1-2+[((x=5) s = ¥) vk + Yar [}

- [(X—%)ﬂ1w+()(—%c—)ﬁl(w+ 1)/1+(X—%)B112—Yw—}’(m+1)
A=Y 6w —-6(w+DA1=6A2—-wl—(w+ 1A% - 23]+
[V(X-—%)ﬁz+y(X—¥)ﬁzl—yY—szl]+[(X—P}—f—')

Bsyk — Yyk + +Yay]
={[(X—%)ﬁlm—Yw—6w+y(X—%)ﬁz+(X—I;J—C)ykﬂ3—)’yk+

+Yay]+[(x-%)ﬁl(w+1)—1f(w+1)—5(m+1)—w+y

(X—%C—)ﬁz—yY]A+[(X—EY£)ﬁ1—Y—5—(w+1)]/12—/13]

=/13—[(X—p—;)ﬁ1—}’—6—(w+1)])12-[(X—p—;)ﬁ1(w+ H-Y
(w+1) - 8w+ 1)—w+y(X—EY£)BZ—yY]A—[(X——p—YC)ﬁlm

Yw - 0w + y(X —p—;)ﬁz -yY + (X —EYE) vkpBs; — Yyk + +Yay].
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Definisikan

Z~=A3—[(X—¥)ﬁ1—Y—5—(m+1)]/12—[(X—%)ﬂl(awkl)'—}’

(w+1)—6(w+1)—w+y(x_¥)32_yyli [(X_g)

pc pc
piw] - Yw — Sw + y(X—?)[)’Z —yY+ (X—V)ykﬂg, -
Yyk + Yay] = 0. (3.3.2.4)

Selanjutnya, notasikan koefisien dari A sebagai 4. Dari persamaan (3.3.2.4) dapat

dilihat bahwa

A§=—[(X—p—yc)31—Y—6—(w+1)]

-Pn]

—-{—[(w+1)+)’+6 (
=[+D+y+8-(x —p?)ﬂl]

C
=(w+1)+Y+p7ﬁ’1+6—XBl

dw
wpy +yP2 + vkpPs

S(wpy +yB, + vkp3) — dwpy
wfy +yPs + vkps
8(yB2 + vkps)

pc
=1+w+Y+=—pB + >0,
v Pt OB+ B, + kB,

pc
=1+w+Y+p +8- B

pc

dengan 8, > B, > 3 > 0.

/1}=—[(X—p—yc)ﬁ1(w+1)—Y(m+1)—6(w+1)—w+
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=—{—[Y(w+1)+6(w+1)+w+yY—(X—p—;)B1(w+1)

(X))
= [Y(a)+ D+é(w+1)+w+yY - (X—%)Bl(w+ 1)—y(X—p—;)B2]
= (Y +6)(w+ 1)+w+y(}’+%ﬁz)—){ﬁl(w+ 1) —yXB;

= w+((Y+6) +%Bl)(w+ 1)+V(Y+%Bz)—xlﬁ’1(w+ 1) +vp.]
=0+ (Y +8)@+1) +rY +528, (0 + 1) +y 5B, — X[By (@ + 1) +78,)
=w+ (Y +8)(w+1)) +yY+¥ﬁ1((u+ 1) +y$ﬁz

—X[B1(w + 1) + vl
=0 +¥(+N+0)+6@+ D+ g+ D+

—X[p1(w +1) +vPB.]
=0 +Y@+@) + @+ D+y A+ 5w+ 1)

—X[B1(w + 1) + yB.].
Definisikan
U =m+Y(5+w)+%ﬁl(m+ 1)+y%52+5(w+ 1) - X[By(w+1) +

vB,). (3.32.5)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.3.2.1) ke persamaan (3.3.2.5),

diperoleh
- C [
U= w+Y(6+m)+p-FBl(w+l)+yp7BZ + 5w+ 1)

B Sw
(wpy + B2 + kyPs)

[B1(w + 1) +yp-]
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§(w + 1)(wpy +vB2 + kyB3)

_ i B
=w+Y@+w)+3he+ D+yyh+— g e

0By (@ +1) +vB]
(wfy + VB2 + kyBa)

pc pc
= w+Y(6+w)+?ﬁ1(w+1) +V7ﬁ2 +

§(w + 1)(wpy +yB2 + kyPs) — Sw(By(w + 1) +yp>)
(wpBy +vB2 + kyB3)

Swpfi(w+1)
(wpy +yP2 + kyBs)

[(6(w + 1)) (¥B: + kyBs)] — dwpy (w + 1) — yswp,
(wBy +vB2 + kyBs)

pc pc
= w+Y(6+w)+7[31(w+ 1)+V752 +

Swpi(w+ 1) + yéwp,
(wpfy +yB2 + kyBs)

kywdps + 8yp; + Skypz — dwp(w + 1) — ydwp,
(wpy +yB2 + kyPs)

c c
=m+Y(5+w)+p?B1(w+1)+Yp7ﬁz+

kywdps + 6yp, + SkypBs
(wpy +yB2 + kyBs)

y8(B; + k(w +1)B5)

pc pc
- w+Y(6+w)+7ﬁ1(w+1)+y?ﬁ2+

pc pc
=w+Y(5+m)+7ﬁ’1(w+1)+y—Y—[i’z+ >0,

(wBy +yB2 + kyB3)
dengan f8; > 8, > 3 > 0.
Selain itu
20 = —[(X—Pyﬁ)ﬁlm—Yw—5w+y(X—%5)ﬁ2—yY+(x—’;—‘)

vkBs — Yyk + Yay]

pc
Y

=—{—[(X—¥)ﬁ1w+Yw+6w—y(X— -

) B +vY = (X = 5) vkBs
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+Yyk — Yayl}

=[—(X—%)ﬁ1m+Ym+5w—y(X—%)Bz+yY—( —%)}/kﬁ3+

Yyk — Yay]

pc pc pc
= w?ﬁl +y7ﬁ2 +yk?[33] +[Yo +yY + yYk + yYa + dw]

—X(wpy +yP2 + vkB3).

Perhatikan bahwa

Yo +yY +yYk+yYa+dw =Yoo +yY +yYk+yYa+ (1 +y)w
=Yo+yY+yYk+yYa+w+yw
=Yw+w+yw)+ (yY +yYk+yYa)
=wlY+y+1)+yY +Yk+Ya)
=wl+y+1D)+y[YQ+k+a)l
=w(Y+y+1)+yYow

=wY+wly+1)+yYw

= [wY + yYw] + [w(y + 1)]
= [wY(1 +y)] + [w(y + 1)]
=wYd + wd

= (Y + 1)wé,

dengan demikian A3 menjadi
c c c
0w [wp?;g + yp?ﬁz 4 ykp?ﬁg] + Yo+ 7Y + yYk +yYa + 6w)

—X(wpy +vB2 + vkPB3)
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pc pc pc
= w?[ﬂ + Y?ﬁz : Yk733] + [(Y + Dwd] — X(wpy + ¥B2 + VEps3).
Definisikan
_ pc pc pc
T = [0 B+ v B+ vk Ba| +[(Y + Dwi]

—X(wpy +yB2 + vkps), (3.3.2.6)

dengan mensubstitusikan persamaan (3.3.2.1) ke persamaan (3.3.2.6), diperoleh
s [ 4y S, 4 g
T =SB+ v 5 Be + vk Bs| + [(Y + Dwd]

dw
wpPy +vPB2+ kyBs

(wpy +yP2 + vkp3)

wS[wpPy +yP2 + kyPs)
WPy +yB2 + kyps

_ pc pc pc
= Yo§ + [0 By + v Bo + vk Bs| +

B Sw(wpy +yP2 +vkps)
wpy + vz + kyPs

=Ywé + [a)!:,—cﬁl o y%ﬂz +yk%ﬁ3] > 0,
dengan B, > f5 > B3 > 0. Selanjutnya

S(yPB2 + vkps)
wfy +yPBz + vkps

C C
Aﬁ.&}—l"=ll+w+¥+p7[>’1+ l.[w+Y(5a))+p7ﬁ1

Sy[p2 + (w + 1)B3
wpfy +yPa + kypPs

pc
Y

(w+1)+yp?‘:[5‘2+ ]]—-[Yw6+w By

pc pc
+y By + vk ]
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5(yB2 + vkps)
wpy +yP; + vkps

=(w+v+?yfﬁl+ ).(w+Y(5w)+$ﬁl

@414 yPp, 4 Vot @+ DB

y WPy +yP2 + kypPs

)+ (w+Y(bw) +

%ﬁl(w+1)+y%ﬁz+5r[ﬁz+(w+ 1)!5’3])_( pc

Ywé + w—
wfy +yPs + kyps Y
pc pc
p1+ Y?ﬁz : 3 Vkvﬁs)

§(yp2 + ykps3)
wfy +yP2 + vkps

=(m+Y+EYE[>’1+ ).(w+Y(<‘5w)+p7cﬁ1

pc Sy[B, + (w + 1) 5]
bare Lok }’?ﬁz * wfy +yB2 + kypPs

)+(w+%£ﬁl+

Sy[Bz + (w + 1)63]) — %,

wfy +yP2 + kyps Y

Karena

5(yB, + vkps)
wfy +yB; + vkps

(w+Y+%ﬁ1+ ).(w+Y(6w)+¥B,(w+1)

pc Sy[B2 + (w + 1) 5]
Y Pt B 8, + kg,

oy
wpPy +yP2 + kypPs

)+(w+¥ﬁl+

(B2 + (w + 1)B3]
wfy +yP; + kypPs

pc

maka AZ.A; — A2 >0, untuk B, > B, > 5 > 0. Sehingga menurut Kriteria
Routh-Hurwitz titik ekuilibrium P* = (E,I,R,N) = (E*,I*,R*,N*) adalah stabil

asimtotik.m
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BAB IV

KESIMPULAN

Model epidemi SEIR merupakan model penyebaran penyakit menular
yang terjadi pada kelompok-kelompok individu yang berbeda, yaitu kelas rentan,
ekpos, terinfeksi, dan bebas penyakit. Terjadinya interaksi antara individu rentan
dengan individu ekspos, terinfeksi, dan bebas penyakit, akan mengakibatkan
adanya masa yang di lewati antara kerentanan individu hingga munculnya
penyakit. Kemudian, adanya imigran masuk ke dalam kelas rentan dan ke dalam
kelas ekpos, akan mempengaruhi kestabilan yang asimtotik terhadap titik
ekuilibriumnya. Kestabilan asimtotik pada saat peluang imigran masuk ke dalam

kelas ekpos 0 dan peluang imigran masuk ke dalam kelas ekpos besar dari 0.

Sehingga, berdasarkan analisis yang telah dilakukan pada bab III diperoleh
kesimpulan, yaitu :

1. Jika p = 0 maka tidak terdapat individu yang terinfeksi atau di curigai

terinfeksi penyakit. Kemudian, juga tidak terdapat imigran yang masuk

kedalam kelas ekspos. Semua imigran hanya masuk kedalam kelas rentan
sebanyak E.

2. Jika p > 0 maka terdapat penyakit yang bersifat endemik pada masing-

masing individu susceptibles, exposed, infectious, dan recovered.
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