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ABSTRAK

Misalkan G adalah suatu graf terhubung sederhana berhingga dengan p titik dan
p + 1 sisi, ditulis graf-(p, p + 1), dengan p adalah bilangan asli. Pada tugas akhir
ini, kajian dibatasi hanya untuk p =5 dan p = 6. Dalam kajian ini, akan
ditunjukkan bahwa terdapat 3 graf-(5,6) yang mempunyai pelabelan vertex-
graceful dan juga sekaligus mempunyai pelabelan strong vertex-graceful
Selanjutnya, pada kajian tugas akhir ini juga menunjukkan bahwa pada graf-(6,7)
terdapat 14 graf yang mempunyai pelabelan vertex-graceful. Dari ke 14 graf ini,
hanya empat graf yang mempunyai pelabelan strong vertex-graceful.

Kata kunci: graf~(p, p + 1), pelabelan vertex-graceful, pelabelan strong vertex-
graceful.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun
1736 sebagai upaya pemecahan masalah jembatan Konigsberg. Masalah
jembatan Konigsberg adalah mungkin tidaknya melewati ketujuh jembatan
yang ada di kota Konigsberg masing-masing tepat satu kali dan kembali lagi
ke tempat semula. Untuk memecahkan masalah tersebut, Euler
mempresentasikan daratan yang dihubungkan jembatan dengan titik (vertex)
dan jembatan dinyatakan dengan sisi (edge). Dengan menggunakan model
tersebut, Euler berkesimpulan bahwa tidak mungkin seseorang dapat melalui
ketujuh jembatan tersebut masing-masing satu kali dan kembali lagi ke tempat
semulal2].

Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang pemetaan atau fungsi yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan (biasanya
bilangan bulat positif). Pelabelan graf pertama diperkenalkan oleh Rosa
(1967). Berbagai macam pelabelan graf dikaji dan berkembang, baik konsep
itu muncul untuk keperluan aplikasi maupun teoritis. Aplikasi pelabelan graf
dapat dijumpai dalam berbagai bidang, diantaranya dekomposisi graf,
kriptografi, teori koding (coding theory), radar, desain sirkuit dan desain
jaringan komunikasi [1]. Hingga kini dikenal beberapa jenis pelabelan pada
graf, antara lain pelabelan graceful, pelabelan harmoni, pelabelan total tak

beraturan, pelabelan ajaib, dan pelabelan anti ajaib.




Pelabelan graceful awalnya didefinisikan dan dikembangkan oleh
Solomon Colomb pada tahun 1972. Pada tugas akhir ini, penulis melakukan
kajian pelabelan vertex-graceful pada graf-(5,6) dan graf-(6,7).
1.2 Perumusan Masalah
Masalah yang dikaji pada tugas akhir ini adalah menentukan pelabelan
vertex-graceful pada graf-(5,6) dan graf-(6,7).
1.3 Pembatasan Masalah
Diberikan suatu graf-(p, p + 1) dengan p adalah bilangan asli. Graf-
(p,p + 1) yaitu graf yang mempunyai p titik dan p + 1 sisi. Pada tugas akhir
ini, nilai p dibatasi untuk p = 5 dan p = 6. Selanjutnya, juga dibatasi untuk
graf-(p, p + 1) yang sederhana terhubung berhingga.
1.4 Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah menentukan pelabelan verrex-
graceful pada graf-(5,6) dan graf-(6,7).
1.5 Sistematika Penulisan
Tugas akhir ini terdiri dari empat bab, yakni : Bab I Pendahuluan
berisi latar belakang masalah, perumusan masalah, pembatasan masalah,
tujuan penulisan, dan sistematika penulisan. Sedangkan Bab II Landasan teori
yang mendukung permasalahan. Bab III Pembahasan. Bab IV Penutup berisi

kesimpulan dan saran.



BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diperkenalkan konsep-konsep dasar, definisi dan notasi
termasuk istilah-istilah dalam teori graf dan beberapa jenis graf serta pengertian
dari pemetaan dan pelabelan secara umum.

2.1 Definisi dan Notasi

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), ditulis dengan
notasi G = (V, E) dengan V adalah himpunan titik-titik (vertices atau node) di G
dan E adalah himpunan sisi-sisi (edges) yang menghubungkan dua titik di G.
Himpunan titik-titik pada G dinotasikan dengan V(G), dan himpunan sisi-sisi
pada G dinotasikan dengan E(G) [3]. Jadi, G yang terdiri dari p titik dan q sisi
dapat ditulis V(G) = {v,v,,..,v,} dan E(G) = {e, e, ...,e,} dimana e, =
(vj,vx) dengan vj, v, € V(G), j # k dan j,k € {1,2,..,p}. Banyak titik yang ada
pada G adalah |V(G)|, dan disebut orde dari G, sedangkan banyak sisi pada G
adalah |E(G)], dan disebut ukuran dari G, sebagai contoh dapat dilihat pada

Gambar 2.1.1.

121 eI V3
€s €g
ez 84
Vg
v
v, €3 4

Gambar 2.1.1 Graf G,




Misal graf G; mempunyai titik V(G) = {vy, v, V3,04, v} dan sisi E(G) =

{el,eZ, €3, €4, €c, €6, €7, es]. Jadi, IV(G)’ = 5dan IE(G)I = 8.

Jika sisi e = (u,v) dengan u, v € V(G), maka titik u disebut bertetangga
dengan titik v dan demikian sebaliknya. Dalam hal ini, sisi e dikatakan terkait
dengan titik u dan v, juga titik u dan v dikatakan terkait dengan sisi e. Banyak

sisi yang terkait dengan titik v dinamakan derajat titik v, ditulis d(v).

72 €z v,
€ €3
Vg V3
€g €4
Vs és Uy
Gambar 2.1.2 Graf G,

Pada graf G, titik v; bertetangga dengan titik v,, ve dan v,, tetapi tidak
bertetangga dengan titik vs dan v;. Sisi e, terkait dengan titik v, dan v,.

Suatu sisi e disebut loop, jika e = (v, v) untuk suatu v € V(G). Suatu sisi
disebut sisi ganda (multiple edge), jika terdapat lebih dari satu sisi yang terkait
dengan 2 titik. Graf G disebut graf sederhana jika G tidak memuat /oop atau sisi
ganda. Suatu graf G yang tidak sederhana disebut pseudograph. Graf yang jumlah
titiknya n berhingga disebut graf berhingga. Dua buah graf G, dan G, dikatakan
isomorf jika terdapat korespondensi satu-satu antara titik di G, dan titik di G,.
Untuk selanjutnya, tanpa mengurangi perumuman, permasalahan dibatasi pada
graf-(p,p+1) untuk p =5 dan p = 6. Graf-(p,p+1) merupakan graf sederhana

terhubung berhingga.




2.2 Jenis-Jenis Graf
Terdapat beberapa jenis graf sederhana khusus. Berikut ini didefinisikan
beberapa graf khusus yang sering ditemukan:
a. Graf Lengkap
Graf Lengkap adalah graf sederhana yang setiap titiknya saling bertetangga.

Graf lengkap dengan n titik dilambangkan dengan K,,.

K> K3 K4 Ks

Gambar 2.2.1 Graf Lengkap

b. Graf Lingkaran
Graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap titiknya berderajat dua. Graf
lingkaran dengan # titik dilambangkan dengan C,. Gambar 2.2.2 merupakan

gambar graf lingkaran C, , dengan 3 < n < 6.

ALT (<D

Gambar 2.2.2 Graf Lingkaran

2.3 Pemetaan|4|

Misalkan 4 dan B adalah dua himpunan yang tidak kosong. Suatu cara
atau aturan yang memasangkan setiap elemen dari himpunan 4 dengan tepat satu
clemen di himpunan B disebut pemetaan dari himpunan A4 ke himpunan B.

Pemetaan dari himpunan 4 ke himpunan B diberi notasi /, yaitu : f:A-B.




Selanjutnya, himpunan 4 disebut sebagai daerah asal (domain) dan himpunan B
disebut daerah kawan (kodomain). Secara umum, pemetaan dapat digolongkan
menjadi 3 golongan sebagai berikut:

1) Pemetaan satu-satu (injektif) adalah pemetaan dimana setiap elemen di daerah
kodomain yang berpasangan mempunyai pasangan elemen tepat satu di daerah
domain, dapat dituliskan secara matematika sebagai berikut:

f:A — B dikatakan injektif & Vx,y €A, f(x)=f(y) =2 x=y.

Contoh:
A B

Gambar 2.3.1 Pemetaan injektif
2) Pemetaan pada (surjektif) adalah pemetaan dimana semua elemen di daerah
kodomain mempunyai pasangan elemen di daerah domain, dapat dituliskan
secara matematika berikut:
f:A — B dikatakan surjektif < VyeB,3xeA 3y = f(x)

Contoh:
pal
g

Gambar 2.3.2 Pemetaan surjektif




3) Pemetaan korespondensi satu-satu (bijektif) adalah pemetaan yang
memenuhi pemetaan injeksif dan pemetaan surjektif.

Contoh:

Gambar 2.3.3 Pemetaan bijektif
2.4 Pelabelan Graf

Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang pemetaan atau fungsi yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan (biasanya
bilangan bulat positif). Jika domain dari pemetaan adalah titik. maka pelabelan
disebut pelabelan titik (vertex labeling). Jika domain nya adalah sisi, maka
disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi, maka
disebut pelabelan total (total labeling).

Suatu graf G dengan p titik dan ¢ sisi adalah pelabelan graceful jika
terdapat pemetaan injektif f:V — {0,1,---,q} sehingga f*:E(G) - {1,2,-,q}
yang didefinisikan dengan f*(e;) = |f(v;) — f(v,)| dimana e, = (vj, v)
merupakan pemetaan surjektif [5].

Suatu graf G dikatakan pelabelan verfex-graceful jika ada pelabelan

f:V(G) - {1,2,-,p} sedemikian sehingga terdapat pelabelan f*:E(G) —» Z,

yang didefinisikan dari f* ((vj,vk)) = (f(vj) +f(vk)) mod q yang




merupakan pemetaan bijektif [5]. Adapun contoh untuk pelabelan vertex-graceful
adalah sebagai berikut:
Diberikan graf C, U K; dengan orde 5, akan ditunjukkan graf tersebut mempunyai
pelabelan vertex-graceful.
Jawab:
Misalkan V(C4 U K;) = {vy, v3, 3, vy, Vs } dan definisikan
f:V(Cy UKy - {1,2,3,4,5}).

vy 1,

v, - 4,

vz & 2,

Us & 5,

Vg B 3,

dan f*:E(C4 U K;) = Z, dimana q = 4.

(v, vic) = (f(vj) + f(vk)) mod 4, j*k.

Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan vertex-graceful.

f+((V1-V2) f+((01,1’4))

(w2 vs)) fH((va,v5))

Gambar 2.4.1 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf C, U K, dengan Orde 5



Dari definisi pemetaan diperoleh
FH(0v2)) = (f(vy) + f(v2)) mod 4 = (1 +4) mod 4 = 1
FH (i, ve) = (F(ws) + f(v)) mod 4 = (1 + 5) mod 4 = 2
fH((vy,vs) = (f(v2) + f(vs)) mod 4 = (4 + 3) mod 4 = 3

f+((v4, v5)) = (f(v4) + f(vs)) mod 4 = (5 + 3) mod 4 = 0.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 2.4.2 Graf C, U K, adalah Pelabelan vertex-graceful
Karena f*: E(C4 U K;) - {0,1,2,3} merupakan pemetaan bijektif maka pelabelan
di atas merupakan pelabelan vertex-graceful.

Misalkan f*(—~mod) adalah suatu pemetaan f*(—mod): E(G) — N yang
didefinisikan f*(—mod) ((vj, vk)) = f(v;) + f(vx) dengan v}, v, € E(G),
J # k. Misalkan N adalah himpunan bilangan asli. Suatu subhimpunan S dari N
dikatakan komsekutif jika S terdiri dari bilangan-bilangan bulat yang berurut
(konsekutif). Suatu Pemetaan f:S — N dengan § € N dikatakan konsekutif jika
f (x) konsekutif untuk setiap x € S.

Suatu pelabelan vertex-graceful f dikatakan strong jika f*(—mod)

adalah konsekutif. Jika G dianggap pelabelan strong vertex-graceful, maka G



dikatakan strong vertex-graceful [5). f*(~mod) dapat juga didefinisikan sebagai
berikut:
f*(=mod):E(Gy) - {min{f(v;) + f (i)}, -, maks{f (v;) + fwo}}
(v, ve) » f(v)) + F(wp), j#k.
Contoh:
1. Graf G dengan orde 4 dan ukuran 5 adalah pelabelan graceful dan
pelabelan vertex-graceful. Maka graf G adalah pelabelan strong vertex-

graceful.

(1) G adalah pelabelan graceful (i1) G adalah pelabelan vertex-graceful

(iii) G adalah strong vertex-graceful
Gambar 2.4.3 Graf G dengan Orde 4 dan Ukuran 5
2. Graf friendship dengan orde 7 dan ukuran 9 bukan merupakan pelabelan
graceful. Tetapi merupakan pelabelan vertex-graceful. Misalkan ada dua
pelabelan vertex-graceful yaitu f dan g dimana pelabelan g strong tetapi

pelabelan /* bukan strong.

10




Gambar 2.4.5 Pelabelan / bukan Pelabelan strong vertex-graceful.
Karena pelabelan f/ tidak konsekutif. Jadi, pelabelan / merupakan pelabelan

vertex-graceful tetapi bukan pelabelan strong vertex-graceful.

Gambar 2.4.7 Pelabelan g merupakan Pelabelan strong vertex-graceful.

Jadi, pelabelan g merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan strong

vertex-graceful.

11




BAB 111
PELABELAN VERTEX-GRACEFUL

PADA GRAF-(5,6) DAN GRAF-(6,7)

Pada bab ini akan dibahas hasil utama dari kajian tugas akhir ini, yaitu
Pelabelan Vertex-Graceful pada Graf-(5,6) dan Graf-(6,7).
Teorema 3.1
Di antara lima graf-(5,6) seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.1 hanya tiga

graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful.

Gy ' G G Gy Gs
Gambar 3.1 Lima Graf-(5,6)

Bukti.
a) Untuk graf G, (ada 120 kemungkinan). Misalkan V(G;) = {vy, v5, v3, v4, vs}.

@y

@
@ (V)
vs)

Gambar 3.1.1 Ilustrasi V(G,)




— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(G,) - {1,2,3,4,5}.

v =1,
vy 2,
vy © 3,
Vg P 4,
vg = 5,

dan f*: E(G,) = Z, dimana q = 6.

(vj, v) (f(v,—) + f(vk)) mod 6, j#*k
dan f*(—~mod): E(G,) —» {min{f(vj) + f(v)}, -+, maks{f(v;) + f(vk)}}

(. v) » f(v) + F(w), j ek

Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

f+((V1;Vz))

graceful.

f+((1’2- v3) f+((1’2- 1’4))

f+((V2- Vs)) @

+((v4, Us))

f*((wa,v5)

Gambar 3.1.2 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf G, (I)*
*(1) menyatakan kemungkinan pertama dari Graf G,

Dari definisi pemetaan diperoleh

fH((v, 1) = (f(vy) + f(v;)) mod 6 = (1 + 2) mod 6 = 3

fH((v,v3) = (f(vy) + f(v3)) mod 6 = (2 + 3) mod 6 = 5




fH((wave)) = (f(v) + f(vy)) mod 6 = (2 +4) mod 6 = 0
FH((2,v)) = (F(v3) + f(v5)) mod 6 = (2 + 5) mod 6 = 1
FH((ws,v5)) = (f(v3) + f(vs)) mod 6 = (3 + 5) mod 6 = 2
FH((a,v5)) = (f(va) + f(vs)) mod 6 = (4 + 5) mod 6 = 3.
Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.1.3 Pelabelan vertex-graceful Graf G, yang sudah dilabeli (1)
Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.1 Pelabelan vertex-graceful Graf G, (I)

f f*
Ket
vy | vy vy |y v | (v,vn) | (va,vs) | (va,vs) | (va,v5) | (vs,05) | (vs,v5)
1 2 3 4 5 3 5 0 1 2 3 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.




Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f(vy)
f+(—umod)((v1, vz))

f*(~mod)((v,,v3) *(—~mod)((v,,vs))

f +(—mwd)( (vy, vs)

f*(=mod)((vs,vs)) *(~mod)((vy, vs))

Gambar 3.1.4 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, (I)
Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(amod)((vy, 1)) = f(v) + f(v)) =1+2=3
f*(=mod)((v2,v3)) = f(v,) + f(v;) =2+3=5
fr(-mod)((v2,ve)) = f(v)) + f(vy) =2+ 4=6
fr(—=mod)((vy,vs)) = f(vy) + f(ve) =2+ 5=7
f*(=mod)((v3,vs)) = f(v3) + f(vs) =3+5=8

f+(_'m°d)((1’4- vs)) = f(vy) + f(vs) =4+5=09.




Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.1.5 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, yang sudah dilabeli(I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.2 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, (I)

f f*(=mod)
Ket
v | vz | va | va | vs | (v1,v3) | (va,v3) | (va,v4) | (w2,v5) | (v, vs) | (v4,v5)
1 2 314 |35 3 5 6 7 8 9 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

— Kemungkinan kedua, definisikan f:V(G;) — {1,2,3,4,5}.
v, 1,
v, -3,
vy & 2,
vy - 5,
vs 4,

dan f*:E(G;) = Z, dimana q = 6.

W) = (F(v) + f(w)) mod6,  j#k

dan f*(-~mod): E(G,) - {min{f(vj) + f(vi)}, -+, maks{f(v;) + f(vk)}}

16




(v, vi) = f(v5) + f(wiD), j#k.

Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan vertex-

graceful.

f+((v11 UZ))

f+((v2.v3)

f+((1’2: V-t))

f+((”3:"5)

Gambar 3.1.6 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf G, (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((wnv2) = (f(wy) + f(v,)) mod 6 = (1 + 3) mod 6 = 4
fFH((a,v3)) = (f(v) + f(v3)) mod 6 = (3 + 2) mod 6 = 5
fH((v2,vs)) = (f(v2) + f(vs)) mod 6 = (3 + 5) mod 6 = 2
FH((wavs)) = (F(v2) + f(vs)) mod 6 = (3 + 4) mod 6 = 1
f((v3,v5)) = (f(v3) + f(vs)) mod 6 = (2 + 4) mod 6 = 0

fH((va,vs)) = (f(vs) + f(vs)) mod 6 = (5 +4) mod 6 = 3.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.1.7 Pelabelan vertex-graceful Graf G, yang sudah dilabeli (IT)

Karena f*: E(G,) = Z¢ merupakan pemetaan bijektif maka pelabelan di atas

merupakan pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis

dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.3 Pelabelan vertex-graceful Graf G, (II)

i f*
Ket
vy | vy | v3 | vy | Us | (0y,v2) | (Vo,v5) | (vo,vy) | (va,v5) | (v3,vs) | (vs,vs)
1|1 3[2]|5]4 4 5 2 1 0 3 Ya
Keterangan:

“Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(G,) = Zs merupakan pemetaan bijektif

18



Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f* (ﬁmod)((vl , Vz))

f*(~mod)((v,, v3) *(-mod)((v;,v,))

f* (ﬂmOd)((vz: vs)

f+(*-1m0d)((173,175)) f+(—|mod)((v4.v5))

Gambar 3.1.8 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, (1)
Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(=mod)((v1,v2)) = f(vy) + f(v2) = 1+ 3 = 4
fr(=mod)((v2,v3)) = f(v)) + f(vs) =3+2=5
fr(=mod)((v2,vs)) = f(v2) + f(v) =3+5=8
fH(=mod)((vy,vs)) = f(v) + f(vs) =34+ 4=7
ft(—=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =2+4=6

fr(=mod)((vs,v5)) = f(vy) + f(vs) =5+ 4 =9.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.1.9 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G yang sudah dilabeli (II)
Karena pelabelan di atas sisinya konsekutif maka pelabelan di atas merupakan
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.4 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, (II)

f f*(=mod)
Ket
Uy |V | V3 | Uy Vg (v1,v2) | (v2,v3) | (v2,v4) | (V2,v5) | (V3,v5) | (V4,Vs5)
1 3 ] 215 4 4 5 8 7 6 9 Ya
Keterangan:

“Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan strong vertex-graceful
karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan vertex-graceful atau tidak.

Tabel 3.1.5 Pelabelan vertex-graceful Graf G,

No L L Ket
vy v | vy | | s | (v | (vavy) | (vgwy) | (va,vs) | (v3,vs) | (v vs)

| L FHE IV V[V VII Vil IX X XI X1 X1
1 1 2 3 4 5 3 5 0 1 2 3 Tidak
2 1 2 3 3 4 3 5 1 0 1 3 Tidak
3 1 2 4 3 5 3 0 5 1 3 2 Tidak
4 1 2 4 5 3 3 0 1 5 1 2 Tidak
5 1 2 5 3 4 3 1 5 0 3 1 Tidak
6 1 2 > A 3 3 1 0 5 2 ] Tidak
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| o e B o B o B 3 0 5 1 ] 4 Tidak

18| 5 4 2 3 1 3 0 1 5 3 4 Tidak

119 | 5 4 3 1 2 3 1 5 0 5 3 Tidak

120 | 5 4 3 2 1 3 1 0 5 4 3 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada dua
sisi yang mempunyai label yang sama. “Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan
pelabelan vertex-graceful karena f*: E(G,) — Z¢ merupakan pemetaan bijektif,

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan strong vertex-graceful atau tidak.

Tabel 3.1.6 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G,

. f f*(=mod) -
vy f vy | vy | vs | vs | (v,v3) | (vav3) | (wa,my) | (vy,5) | (v3,v5) | (v4,v5)
I mjorfIivyivi|vl vl VI IX X XI X1 X1l
1 | 2 3 4 5 3 5 6 7 8 9 Tidak
2 | 2 3 5 4 3 5 7 6 7 9 Tidak
3 1 2 4 3 5 3 6 5 7 9 8 Tidak
4 1 2 4 5 3 3 6 7 5 7 8 Tidak
5 1 2 5 3 4 3 7 5 6 9 7 Tidak
6 I |215 |43 3 7 6 5 8 7 Tidak
7 1 3 2 4 5 4 5 7 8 7 9 Tidak
8 1 3 2 5 4 4 5 8 7 6 9 Ya
9 1 3 4 2 5 4 7 3 8 9 T Tidak
10 1 3 4 5 2 4 71 8 5 6 7 Tidak
11 1 3 3 2 4 4 8 5 7 9 6 Ya
12 1 3 | 4 | 2 4 8 7 5 7 6 Tidak
13 1 4 2 3 5 5 6 7 9 7 8 Tidak
14 1 4 2 5 3 5 6 9 7 5 8 Tidak
15 | 4 3 2 5 5 T 6 9 8 7 Tidak
16 1 4 3 5 2 5 7 9 6 5 ¥ Tidak
17 1 4 5 2 3 5 9 6 7 8 5 Tidak
18 1 4 5 3 2 3 9 7 6 7 5 Tidak
19 | 5 2 3 4 6 7 8 9 6 7 Tidak
20 1 5 2 413 6 7 9 8 5 7 Tidak
21 1 5 3 2| 4 6 8 7 9 7 6 Tidak
22 1 5 3 4 2 6 8 9 7 5 6 Tidak
23 1 5 4 2 3 6 9 7 8 74 5 Tidak

24




X111
Tidak
Tidak

Tidak

Tidak

Ya

Tidak

Ya

Ya

Tidak

Ya

Tidak
Tidak

Tidak

Tidak

Ya

Tidak

Tidak

Ya

Tidak
Tidak

Tidak

Tidak

Ya

Tidak

Ya

Tidak

Tidak

Tidak

Tidak
Tidak

Tidak

Tidak

Tidak
Tidak

Tidak

Tidak

Tidak

Tidak

X

5
9
9
8

7

9

6

5

5

8

6

6

4
7

-

5

4

9
9

7
7

6

6

9
9
6
6
5
5
7

Xl

IX

Vil

VIl

v | V|V

o

11

i

(o]

I

ol

o~

o

(o)

ol

24
25

26
27

28

29
30
31

32
33

34
35

36
37
38

39
40
41

42

43

45

46
47

48

49
50
51

52
53

54
55
56
57

58
59
60
61

25




X1
Tidak

Tidak

Tidak

Tidak

Tidak

Tidak
Tidak

Tidak
Tidak

Tidak

Tidak

Ya
Tidak

Ya
Tidak
Tidak

Tidak

Tidak

Ya
Tidak

Tidak

Ya

Tidak

Tidak

Tidak

Tidak

Ya

Tidak

Ya

Ya

Tidak

Ya

Tidak
Tidak

Tidak

Tidak
Tidak

Tidak

Xl

6

3

3
6
6
5
5
3

8

7
5
5
8

6

7

6

3

7
i

Xl

VI

Vil

V|V |V

11

I

|

62

65

67

70
#H

73

74

75

76

78
79

81

91

93

95

98

26




X111
1005|1342 6 4 5 3 5 6 Tidak
101 | 5 1 4 2|3 6 5 3 4 7 5 Tidak
1025|1432 6 5 4 3 6 5 Tidak
1035|2113} 4 7 3 5 6 5 7 Tidak
104 | 5| 2|1 |4]3 7 3 6 5 4 7 Tidak
105 | 5 2 3 1 4 7 = 3 6 7 5 Tidak
06| 5|23 (4]1 7 5 6 3 4 5 Tidak
107|524 |1]3 7 6 3 5 7 4 Tidak
108 | 5 | 2 4 |3 1 7 6 5 3 3 -+ Tidak
109 5|3 1 21 4 8 4 S 7 5 6 Tidak
110 3 1 4| 2 8 4 7 5 3 6 Ya
il S 3 2 1 4 8 5 4 7 6 5 Tidak
12| si{s3|2{4}1 8 5 7 4 3 5 Tidak
113 | 5 3 4 1 2 8 7 -4 5 6 3 Ya
14| s 134 |2|1 8 7 5 4 5 3 Tidak
15| 5| 4 1 213 9 5 6 7 g 5 Tidak
16| s | 4|1 (3|2 u 5 7 6 3 5 Tidak
mr|s|4|2|1|3 9 6 L 7 5 4 Tidak
18| 5| 4| 2|31 9 6 7 5 3 4 Tidak
19| 5| 4 3 1 2 9 7 5 6 5 3 Tidak
120 5 | 4 3 2 1 9 1 6 5 4 3 Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konmsekutif. “Ya” berarti pelabelan tersebut
merupakan pelabelan strong vertex-graceful karena pelabelan tersebut sisinya
konsekutif.

Dari tabel, dapat dilihat bahwa pada graf G, terdapat 20 pelabelan verrex-graceful

yang juga pelabelan strong vertex-graceful.
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Gambar untuk graf G; yang merupakan pelabelan vertex-graceful adalah sebagai

berikut:
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(xvii) (xviii) (xix) (xx)
Gambar 3.1.10 Graf G; yang merupakan Pelabelan vertex-graceful

Sedangkan gambar untuk graf G; yang merupakan pelabelan strong vertex-

graceful adalah sebagai berikut:







Gambar 3.1.11 Graf G, yang merupakan Pelabelan strong vertex-graceful

Jadi, graf G; merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan strong vertex-

graceful.

b) Untuk graf G (ada 120 kemungkinan). Misalkan V(G,) = {v,, v,, V3, Vs, Vs ).

N/

Gambar 3.1.12 Ilustrasi V(G;)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(G,) - {1,2,3,4,5}.
v e 1,
v &2,
vz = 3,
Vg P 4,
Vs = 5,

dan f*:E(G,) = Z, dimana q = 6.
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(v, vx) » (f(vj) o f(vk)) mod 6, j#k
dan f*(~mod): E(G,) — {min{f(v;) + f (v}, maks{f (v;) + f (W)}

(vj.Uk) - f(v}-) + (i), j*k
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan vertex-

graceful.

f+((V1'Uz))

f+((1?2:va)) f+((V2'V4))
f*((vs,v5)) (e v5))

Gambar 3.1.13 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf G (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
(e 2) = (fwy) + f(v;)) mod 6 = (1 + 2) mod 6 = 3
FH((w2,v3)) = (f(w) + f(v;)) mod 6 = (2 + 3) mod 6 = 5
FH((Wave) = (fF(w) + f(vy)) mod 6 = (2 + 4) mod 6 = 0
FH((v3,v8)) = (f(v3) + f(vs)) mod 6 = (3 + 4) mod 6 = 1
F*((v3,5)) = (f(v3) + f(vs)) mod 6 = (3 + 5) mod 6 = 2

FH((vavs)) = (f(vy) + f(vs)) mod 6 = (4 + 5) mod 6 = 3.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.1.14 Pelabelan vertex-graceful Graf G, yang sudah dilabeli (I)
Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.7 Pelabelan vertex-graceful Graf G, (I)

ig f*
Ket
vy | vy |3 | vy | Vs | (v1,12) (v2,v3) | (wa,vy) | (v3,v4) | (v3,v5) | (v4,v5)
1 2 3 4 5 3 5 0 1 2 3 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.




Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(=mod)((v,v,))

£+ (~mod)((vy, v3) f*(~mod)((vz,v4))

{ e (—-mod)((vg. v4))

f*(~mod)((vs, vs) £+ (~mod)((v4, vs))

Gambar 3.1.15 Tlustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
f*(=mod)((vy,v,)) = f(v) + f(v)) =1+2=3
fH(=mod)((vy,v3)) = f(va) + f(vs) =2+3 =5
fr(=mod)((v2,vs)) = f(v2) + f(va) =2+ 4 =6
fr(—=mod)((v3,v4)) = f(v3) + f(vs) =3 +4 =7
f(=mod)((vs,vs)) = f(v3) + f(vs) =3 +5 =8

f+(—|m0d)((v4,v5)) - f(v4) +f(175) =4+4+5=0,
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.1.16 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, yang sudah dilabeli (I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan sfrong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.8 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, (1)

f f*(~mod)
Ket
vy | va | v3 | vy | vs | (0y,v2) | (v2,v3) | (v2,vy) | (v3,vy) | (W3,v5) | (v4,v5)
| 2 3 4 5 3 5 6 7 8 9 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

— Kemungkinan kedua, definisikan f: V(G,) — {1,2,3,4,5}.
v, =1,
vy, 3,
vz - 2,
Vy P 5,
vs - 4,

dan f*:E(G;) = Z, dimana q = 6.

(v, vx) » (f(vj) + f(vk)) mod 6, j*k

dan f*(=mod): E(G,) - [min{f(vj) + f(w)}, -, maks{f(v;) + f(vk)}}

35



(Vj, Vk) L g f(vj) + f(vk), ] * k.
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

f+((v1-v2))

(w2, v3)) fH (w2 vy))

f+((v3; vs)) f*((v,. Us))

Gambar 3.1.17 Ilustrasi Pelabelan verrex-graceful Graf G, (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fH (v, v2) = (f(wy) + f(v,)) mod 6 = (1 + 3) mod 6 = 4
FH(w2,v3)) = (f(v2) + f(v3)) mod 6 = (3 +2) mod 6 =5
fH((Wava) = (f(vy) + f(vs)) mod 6 = (3 + 5) mod 6 = 2
fH((vs,ve) = (f(v3) + f(v4)) mod 6 = (2 + 5) mod 6 = 1
FH((w3,v8) = (f(v3) + f(vs)) mod 6 = (2 + 4) mod 6 = 0

fH((v4,v5)) = (f(vs) + f(vs)) mod 6 = (5 + 4) mod 6 = 3.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.1.18 Pelabelan vertex-graceful Graf G, yang sudah dilabeli (11)
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Karena f*:E(G,) = Z, merupakan pemetaan bijektif maka pelabelan di atas

merupakan pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis

dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.9 Pelabelan vertex-graceful Graf G, (II)

, f+ Ket
vy | vy vy | vy | s | (vvg) | (o, va) | (vo,vy) | (va,wa) | (w3,95) | (¥4, v5)
1({3(2(5] 4 4 5 2 1 0 3 Ya
Keterangan:

“Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(G,) —» Zg merupakan pemetaan bijektif.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

*(~mod)((vy, v,))

f*(=mod)((v,v3)

ML * (—mod) ((vs,

%) (f(ny)

f*(~mod)((v3,vs)

Gambar 3.1.19 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh

fH(=mod)((vy,v,)) = f(v) + f(v,) =1+3 =14
fH(=mod)((v,,v3)) = f(v)) + f(v3) =3+2=5
f*(=mod)((v,,v4)) = f(v,) + f(v,) =3+5=8
fH(=mod)((vs,vy)) = f(vs) + f(v) =2+5=7

f+(‘1m0d)((1’3: 1’5)) =f(v3)+f(vs) =2+4=6

*(—mod)((v,,v4))

*(=mod)((vs, vs))
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f+(_lm0d)((V4_, 175)) = f(v4) + f(vs) - 5 + 4 = 9
Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.1.20 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, yang sudah dilabeli (1I)
Karena pelabelan di atas sisinya konsekutif maka pelabelan di atas merupakan

pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:
Tabel 3.1.10 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G, (II)
f ft(—mod) "
€
vy | vy | V3| v | s | (V,v2) | (V2,v3) | (v2,vs) | (Ws,v) | (03,05) | (Vs s)
1 312}|5]|4 4 5 8 7 6 9 Ya
Keterangan:

“Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan strong vertex-graceful
karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan vertex-graceful atau tidak.

Tabel 3.1.11 Pelabelan vertex-graceful Graf G,

f [t
No Ket
vy | v | va v | vs | (n,v3) | (v3,v3) | (va,v,) | (w3,v) | (va,v5) | (v4,05)
1 O |HI | IV V] VI Vil VI X X XI XII X1
1 1 2 3|4 5 3 5 0 1 2 3 Tidak
2 1 2 3 5 4 3 5 1 2 1 3 Tidak
3 1 2 4 |3 5 3 0 5 1 3 2 Tidak
4 1 21 4|5 3 3 0 | 3 1 2 Tidak
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| P IE IV VoV Vil VIl IX X XI Xl X
19| 5|4 |3 1| 2 3 1 5 4 5 3 Tidak
120 5|14 (3|2 1 3 1 0 5 4 3 Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada dua
sisi yang mempunyai label yang sama. “Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan
pelabelan vertex-graceful karena f*: E(G,) — Zg merupakan pemetaan bijektif.

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

suatu graf tersebut pelabelan strong vertex-graceful atau tidak.

Tabel 3.1.12 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G,

S £ f*(=mod) =
v | v | Vs | v | vs | (0,1)) | (Va,v3) | (vo,w) | (Va,vs) | (v3,05) | (Vs v5)
1 {nfmlwvivivi|] vu | vm IX X XI X | xm
1 1 2 3 4 5 3 5 6 7 8 9 Tidak
2 (12354 3 5 7 8 7 9 | Tidak
3 [1|2]a]3]s 3 6 5 7 9 8 | Tidak
4 [1]|2]4a]s]3 3 6 7 9 7 8 | Tidak
5 11]2(5]3]a| 3 7 5 8 9 7 | Tidak
6 [1]|2]5]a|3] 3 7 6 9 8 7 | Tidak
9 ¢ ] 3 2 4 5 4 5 7 6 7 9 Tidak
8 1 3 2 5 4 4 5 8 7 6 9 Ya
9 (1|3 |a]2]s]| 4 7 5 6 9 7 | Tidak
1013452 4 7 8 9 6 7 | Tidak
11 1 3 5 2 4 4 8 5 7 9 6 Ya
2|1|3[s]al2] 4 8 7 9 7 6 | Tidak
Bli1fafl2]3]s]| s 6 7 5 7 8 | Tidak
14 1 4 2 5 3 5 6 9 7 5 3 Tidak
51 ]afl3]2]s5] s 7 6 5 8 7 | Tidak
16 1 4 3 5 2 S5 7 9 8 5 7 Tidak
171 a|ls5]2]3 5 9 6 7 8 5 | Tidak
8|1[a|[s5[3]2] 5 9 7 8 7 5 | Tidak
9|1 (s5|2[3[4] & 7 8 5 6 7 | Tidak
20 1 5 2 4 3 6 7 9 6 5 7 Tidak
S 1 [s[3[2]4] 6 8 7 5 7 6 | Tidak
B 1 ({s|3|[a]2] 6 8 9 7 5 6 | Tidak
23 | 5 4 2 3 6 9 7 6 7 5 Tidak
1 (s|al3]2] s 9 8 7 6 5 | Tidak
251213 )als]| 3 4 5 7 8 9 | Tidak
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I ({mfjmi{v|iv|vi| VI Vil 1X X X1 XII X1l
12|51 |4(3]2 6 5 4 7 6 5 Tidak
1035|2134 7 3 5 4 5 7 Tidak
104 5|21 |4]|3 7 3 6 5 4 7 Tidak
105512314 7 5 3 4 7 5 Tidak
106 5|23 |4]1 7 5 6 7 4 5 Tidak
07| 5)2]4)]1]3 ¢ 6 3 5 7 4 Tidak
1085|2431 7 6 5 : 5 4 Tidak
1095|3124 8 4 5 3 5 6 Tidak
1o| s |3 |1 |4]|2 8 4 7 5 3 6 Ya
1| s|3|2)1|4 8 5 4 3 6 5 Tidak
2 s| 32141 8 5 7 6 3 5 Tidak
3| s | 34|12 8 7 4 5 6 3 Ya
iRl s {31421 8 7 5 6 5 3 Tidak
15| s | 4|1 |2]|3 ) 5 6 3 4 5 Tidak
16| 5|4 |1 |32 9 5 7 4 3 5 Tidak
17| s|4|2([1]3 9 6 5 3 5 4 Tidak
18| s |4|2|3|1 9 6 7 5 3 4 Tidak
g s | 43| 1] 2 9 7 5 4 5 3 Tidak
120 5|4 |3 |21 9 7 6 5 4 3 Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif. “Ya” berarti pelabelan tersebut
merupakan pelabelan strong vertex-graceful karena pelabelan tersebut sisinya
konsekutif.

Dari tabel, dapat dilihat bahwa pada graf G, terdapat 4 pelabelan vertex-graceful

yang juga pelabelan strong vertex-graceful.
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Gambar untuk graf G, yang merupakan pelabelan verfex-graceful adalah sebagai

berikut:

Gambar 3.1.21 Graf G, yang merupakan Pelabelan vertex-graceful
Sedangkan gambar untuk graf G, yang merupakan pelabelan strong vertex-

graceful adalah sebagai berikut:

(iii) (iv)

Gambar 3.1.22 Graf G, yang merupakan Pelabelan strong vertex-graceful
Jadi, graf G, merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan strong vertex-

graceful.
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¢) Untuk graf G;(ada 120 kemungkinan). Misalkan V(G3) = {vy, v,, V3, v4, V5}.

@‘@

Gambar 3.1.23 Ilustrasi V(G3)
— Kemungkinan pertama, definisikan f:V (G3) - {1,2,3,4,5}.

vy 1,
v, 2,
vy = 3,
Uy P4,
vs = 5,
dan f*:E(G3) - Z, dimana q = 6.

(vj, vg) » (f(vj) + f(vk)) mod 6, j*k
dan f*(~mod): E(G3) - {min{f(v;) + f(v)}, - maks{f(v;) + f(w)}}

(v i) = f(v) + f(w), j#k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

F* (@ v) 1*(,0))

f+((vz:1’4))

f

Gambar 3.1.24 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf G; (1)

f+((U3: Vs))

+((v4, vs),

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((v2) = (F(wy) + F(v2)) mod 6 = (1 + 2) mod 6 = 3
F((vy,v3)) = (f(vy) + f(v3)) mod 6 = (1 + 3) mod 6 = 4
FH((v2,v3)) = (f(v) + f(v3)) mod 6 = (2+ 3) mod 6 = 5
FH((zvs)) = (F(v2) + f(v,)) mod 6 = (2 + 4) mod 6 = 0

f*((ws,vs)) = (f(v3) + f(vs)) mod 6 = (3 + 5) mod 6 = 2

f*((va,v5)) = (f(vy) + f(vs)) mod 6 = (4 + 5) mod 6 = 3.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.1.25 Pelabelan vertex-graceful Graf G; yang sudah dilabeli (I)
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Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.13 Pelabelan vertex-graceful Graf G; (1)

f f*
Ket
v | vy (v | v | vs | (v, v) | (01,v3) | (w2,va) | (v2.v) | (V3,05) | (w4, vs)
1 2131415 3 4 0 0 2 3 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan verfex-graceful. Karena
ada dua sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(~mod)((vy,v,) *(amod)((vy, v3))

f*(=mod)((v,,v3))

f*(—.mod)((vz. Vy) f"'(—.mod)((l?a- Vs))

f*(=mod) ((Vy 1’5))
Gambar 3.1.26 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf G; (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fr(emod)((vy,v2)) = f(w) + f(v,) =1+2=3
fH(=mod)((vy,v3)) = fF(w) + f(v3) =1+3 =4
f*(=mod)((v5,v3)) = f(v2) + f(v3) =2+3=5
fH(=mod)((vy,v4)) = f(v)) + f(v) =2 +4 =6

f*(=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =3+5=8




f+(-1mod)((v4, Vs)) =f(v)+f(vs) =4+5=09.
Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.1.27 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G; yang sudah dilabeli (1)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.14 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Gs (I)

f f*(=mod) e
v [V (v (0 | s | (0,0,) | (v1,93) | (22,03) | (V2,0) | (¥3,05) | (04, v5)
Lol 201 3eEde S 3 4 6 6 8 9 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

— Kemungkinan kedua, definisikan f: V(G3) = {1,2,3,4,5}.
vy e 2,
vy, - 4,
v3 = 5,
vy 1,
vs - 3,

dan f*:E(G3) - Z, dimana q = 6.

W, ve) » (f(vj) + f(vk)) mod6, j#k

dan f*(—mod): E(G;) — {min{f(vj) + f(v)}, -, maks{f(v;) + f(vk)}}
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.1.29 Pelabelan vertex-graceful Graf G; yang sudah dilabeli (II)
Karena f*:E(G3;) — Z, merupakan pemetaan bijektif maka pelabelan di atas
merupakan pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.15 Pelabelan vertex-graceful Graf G; (11)

f r*
T Ket
vy | vy | w3 | vy | vs | (0y,v3) (vy,v3) | (vg,v3) | (v2,vs) | (v3,v5) | (va,v5)
2 4 5 | 3 0 1 3 5 2 4 Ya
Keterangan:

“Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan verfex-graceful karena
f*:E(G3) = Zg merupakan pemetaan bijektif.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(=mod)((v,, v,) *(—mod)((vy, v3))

f*(—=mod)((vz, vy)
f*(~mod)((vs,vs))

f*(=mod)((v4,v5))
Gambar 3.1.30 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf G; (II)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fremod)(vy,v2)) = fw) + f(v,) =2+4=6
f*(=mod)((vy,v3)) = f(v) + f(vs) =2+45=7
fr(=mod)((v2,v3)) = f(v,) + f(v3) =4 +5=9
fr(=mod)((vy,vy)) = f(v) + f(v) =4+1=5
fr(=mod)((v3,vs)) = f(v3) + f(vs) =5+3 =8

f*(~mod)((v4,v5)) = f(vs) + f(vs) = 1+3 = 4.
Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.1.31 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Gy yang sudah dilabeli (1)
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Karena pelabelan di atas sisinya komsekutif maka pelabelan di atas merupakan

pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:
Tabel 3.1.16 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G; (1)
f f*(=mod) -
vy (v |3 | vy | Vs | (v02) | (v, 03) | (v2,93) | (v, 0s) | (03,05) | (04, 05)
2 (45 ¥ 13 6 7 9 5 8 4 Ya
Keterangan:

“Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan strong vertex-graceful
karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

suatu graf tersebut pelabelan vertex-graceful atau tidak.

Tabel 3.1.17 Pelabelan vertex-graceful Graf G

No .4 £ Ket
vy | vy | V3 | vy | U5 | (0,05) | (0,v3) | (v,w3) | (W2,0) | (v3,05) | (w4, v5)

I H iV | VIV Vil VIl X X X1 X1 X1
1 1 2 3 4515 3 0 0 2 3 Tidak
2 1 2 3 51 4 3 4 1 1 1 3 Tidak
3 1 2 413 5 3 5 5 3 3 2 Tidak
4 1 2 4 341 3 3 5 1 1 1 2 Tidak
5 1 v 3 3] 4 3 0 5 5 3 1 Tidak
6 1 2 5 413 3 0 0 0 2 1 Tidak
i | 3 2 4 |5 4 3 1 1 1 3 Tidak
8 1 3 o 5| 4 4 3 2 2 0 3 Tidak
9 1 3 8 A B 4 5 5 5 3 1 Tidak
10 | 3 4 3 2 4 5 2 2 0 | Tidak
11 | 3 5 214 4 0 5 5 3 0 Tidak
12 1 3 5 4 | 2 4 0 1 1 1 0 Tidak
13 1 4 2 3 5 5 3 1 1 1 2 Tidak
14 |1 4 2 ¥ '3 5 3 3 3 5 2 Tidak
15 | 4 3 2] 8 5 4 0 0 2 | Tidak
16 1 4 3 5 2 - 4 3 3 5 | Tidak
17 1 4 5 213 5 0 0 0 2 5 Tidak
18 1 4 . 3 2 5 0 1 1 1 3 Tidak
19 1 5 ) 3 4 0 3 2 2 0 1 Tidak
20 1 5 2 4 3 0 3 3 3 S 1 Tidak
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I (njm{wv|v|vi| vi Vil X X X1 Xu | xum
97 | 5|1 |2]|3]4 0 1 3 4 0 1 Tidak
98 5|1 |2]|4]3 0 1 3 5 5 1 Tidak
9 (s |1]|32]4 0 2 4 3 1 0 | Tidak
1005|1342 0 2 4 5 5 0 | Tidak
100 |5 |1 [4]2]3 0 3 5 3 1 5 | Tidak
102)5)1)4[3]2 0 3 5 4 0 5 | Tidak
103|5|2|1]|3]4 1 0 3 5 5 1 Tidak
14| 5|2|1]4]3 1 0 3 0 4 1 Tidak
1055|2314 1 2 5 3 1 5 | Tidak
1065 |2[3]4]1 1 ;) 5 0 4 5 | Tidak
1075|2413 1 3 0 3 1 4 | Tidak
1085|2431 1 3 0 5 5 4 | Tidak
0953|1214 2 0 4 5 5 0 | Tidak
1mo|s (3|1 |42 2 0 4 1 3 0 | Tidak
m|s|3f[2]1]4 2 1 5 4 0 5 | Tidak
12| s|3|2|4]1 2 1 5 1 3 5 | Tidak
m|s (34|12 2 3 I 4 0 3 | Tidak
ta| s |3 4|21 2 3 I 5 5 3 | Tidak
ns|{s|4|1|2]3 3 0 5 0 4 5 | Tidak
16 (s a1 |3]2 3 0 5 1 3 5 | Tidak
7| s|4 |2 (1|3 3 1 0 5 5 4 | Tidak
gl siaj2|3{1 3 1 0 | 3 4 | Tidak
9| s (43|12 3 2 1 5 5 3 | Tidak
120/ 5 | 4|3 )21 3 2 1 2 4 3| Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada dua
sisi yang mempunyai label yang sama. “Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan
pelabelan vertex-graceful karena f*: E(G3) = Z4 merupakan pemetaan bijektif

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

suatu graf tersebut pelabelan strong vertex-graceful atau tidak.

Tabel 3.1.18 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G;

£ f*(~mod)
No : Ket
vy | vy | vs | vy | s | (0,v)) | (0,05) | (V2,v3) | (va,vy) | (ws,05) | (v4,v5)
1 {njmjiv|iv|vi| vi Vil X X X1 X11 X1l
El1]23|4]s5 3 4 6 6 8 9 Tidak
2 |1 |2]3]|5]4 3 4 7 7 7 9 Tidak
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I IRV L VAV A%1 VI IX X XI X1 X1
n7|s|4|2011|3 9 7 6 5 5 4 Tidak
118 5 (4 )23 1 9 7 6 7 3 4 Tidak
119 | 5 [ 4 | 3 1 2 9 8 7 5 5 3 Tidak
120051432} 1 9 8 7 6 4 3 Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif. “Ya” berarti pelabelan tersebut
merupakan pelabelan strong vertex-graceful karena pelabelan tersebut sisinya

konsekutif.

Dari tabel, dapat dilihat bahwa pada graf G terdapat 4 pelabelan vertex-graceful

yang juga pelabelan strong vertex-graceful. Gambar untuk graf G5 yang

merupakan pelabelan vertex-graceful adalah sebagai berikut:

(iii) (iv)

Gambar 3.1.32 Graf G; yang merupakan Pelabelan vertex-graceful

Gambar untuk graf G; yang merupakan pelabelan strong vertex-graceful adalah

sebagai berikut:

Gambar 3.1.33 Graf G; yang merupakan Pelabelan strong vertex-graceful




Jadi, graf G3 merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan strong vertex-
graceful.

d) Untuk graf G,(ada 120 kemungkinan). Misalkan V(G,) = {v,, v, v3, vy, v5}.

Gambar 3.1.34 Tlustrasi V(G,)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(G,) — {1,2,3,4,5}.

v -1,
vy - 2,
vz - 3,
vy 4,
Vs & 5,

dan f*:E(G,) = Z, dimana q = 6.

(v, ) » (f(v,-) - f(vk)) mod 6, j#k
dan f*(—mod): E(G,) = {min{f(vj) + f()}, -, maks{f (v;) + f(vk)}]

(v, ve) » F(v;) + fF(w), j#k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

f+((v4, t’5))

Gambar 3.1.35 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf G4 (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((w,v2) = (f(v)) + f(v,)) mod 6 = (1 + 2) mod 6 = 3
FH((y,v3)) = (f(wy) + f(v3)) mod 6 = (1 + 3) mod 6 = 4
FH((wav3) = (f(vy) + f(v3)) mod 6 = (2 + 3) mod 6 = 5
FH((va,v4)) = (f(v2) + f(vy)) mod 6 = (2 + 4) mod 6 = 0
FH((ws3,v5)) = (f(v3) + f(vs)) mod 6 = (3 + 5) mod 6 = 2

fH((v4,v5)) = (f(vy) + f(vs)) mod 6 = (4 + 5) mod 6 = 3.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.1.36 Pelabelan vertex-graceful Graf G4 yang sudah dilabeli (I)
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Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukan pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.19 Pelabelan vertex-graceful Graf G4 (1)

f f*
Ket
vy vy (v | v | vs | (wnvy) | (01,v3) | (92,93) | (02,9) | (v3,05) | (v4,v5)
1 2 3| 4 5 3 4 5 1 2 3 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(=mod)((vy,v,)

f*(—mod)((vy, v3) F+(=mod)((v,,v3))

f+(—|m0d)((v3u vy) +(—.mod)((v31 vs))

f+(—|mod)((v4, vs))
Gambar 3.1.37 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf G4 (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fr(=mod)((vy,v)) = fw) + f(v)) =1+2=3
fr(=mod)((vy,v3)) = f(v) + f(vs) =1+3 =4
f+(=mod)((vz,v3)) = f(vy) + f(vs) =243=5
fH(=mod)((v3,v3)) = f(v3) + f(v)) =3+ 4 =7

f+(—|mod)((v3,v5)) =f(v3) +f(vs) =3+5=8

fH(=mod)((vs,v5)) = f(va) + f(vs) =4 +5=9.




Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.1.38 Pelabelan strong vertex-graceful Graf G4 yang sudah dilabeli (1)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.20 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Gy (1)

f f* (~mod)
vy | vy | V3 | vy | Vs | (vv2)| (04,v3)] (v2,v3)| (v, 0)| (v3,05)| (V4 v5)
1|23 ]|4]5 3 4 5 7 8 9 | Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Ket

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan vertex-graceful atau tidak.

Tabel 3.1.21 Pelabelan vertex-graceful Graf G4

No ! L Ket
vy | vy | v3 | vy | vs | (0,0) | (0y,v5) | (Wg,v3) | (vz,0y) | (v3,05) | (V4 v5)

S LBl R S vil Vil IX X X1 X1l X1
1 O - o - el e 25 - 3 4 5 1 2 3 Tidak
2 1230514 3 4 5 2 1 3 Tidak
3 E | 2149133 3 5 0 1 3 2 Tidak
4 | 2 4 5|3 3 5 0 3 1 2 Tidak
5 1218 3 % 3 0 1 2 3 1 Tidak
6 11 2] 5104 3 3 0 I 3 2 1 Tidak
7 1|13 (2 )]|4]5 4 3 5 0 1 3 Tidak
8 | 3 2 5 4 4 3 5 1 0 3 Tidak
9 1 |13|4]2]5 4 5 1 0 3 1 Tidak
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“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada dua

sisi yang mempunyai label yang sama.

Keterangan:
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Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

suatu graf tersebut pelabelan strong vertex-graceful atau tidak.

Ket
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Tabel 3.1.22 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Gy
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I I IV |V | VI vii Vil IX X XI X1 X1
109 5 |3 1 2| 4 8 6 4 3 5 6 Tidak
10| 5 |3 1142 8 6 ! 5 3 6 Tidak
I 5 | 3| 2 1| 4 8 7 5 3 6 5 Tidak
12| s |3}2)4}|1 8 7 5 6 3 5 Tidak
H3 5| 3| 4 1] 2 8 9 7 5 6 3 Tidak
Il 5 | 3 |4 )21 8 9 7 6 5 3 Tidak
15| 5 | 4 1 213 9 6 5 3 Rl 5 Tidak
116 | 5 | 4 1 3|2 9 6 5 i 3 5 Tidak
H7| 5 (4] 2 1|3 9 7 6 3 5 4 Tidak
118| 5 | 4|2 |3 1 9 7 6 5 3 4 Tidak
H9Y! 5 (43|12 9 8 7 B 5 3 Tidak
120 5 |4 (321 9 8 7 5 4 3 Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Dari tabel, dapat dilihat bahwa graf G, bukan pelabelan vertex-graceful juga
bukan pelabelan strong vertex-graceful.

e) Untuk graf G;s(ada 120 kemungkinan). Misalkan V(Gs) = {v,, v,, V3, Vs, Us}.

Gambar 3.1.39 Ilustrasi V(Gs)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(Gs) — {1,2,3,4,5}

vy -1,
vy - 2,
vy - 3,
vy > 4,
Vg = 5,

dan f*:E(Gs) - Z, dimana q = 6.




(Vj,vk) g (f(vj) +f(17k)) mod 6, j #k
dan f*(=mod): E(Gs) = {min{f(v,—) + f(vi)}, -+, maks{f(v;) +f(vk)}}

(vj'vk) - f(vj) + f(vk), ] * k.
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verrex-

graceful.

f+((vz»vs)) f*((v4,v5))

Gambar 3.1.40 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf Gs (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fH((wLv) = (f(w) + f(v,)) mod 6 = (1 + 2) mod 6 = 3
FH((v1vs) = (f(v) + f(vs)) mod 6 = (1 + 4) mod 6 = 5
FH((v3,v3)) = (F(v;) + f(v3)) mod 6 = (2 + 3) mod 6 = 5
FH((v2v5)) = (F() + f(vs)) mod 6 = (2 + 5) mod 6 = 1

FH((vs,v4)) = (F(ws) + f(vs)) mod 6 = (3+4) mod 6 = 1

f+((v4, vs)) = (f(v4) + f(vs)) mod 6 = (4 + 5) mod 6 = 3.




Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.1.41 Pelabelan vertex-graceful Graf Gs yang sudah dilabeli (T)
Karena ada beberapa sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di
atas bukanlah pelabelan vertex-graceful.

Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.23 Pelabelan vertex-graceful Graf Gs (I)

f f*
Ket
vy | v | vs | vy | vs | (vy,13) (1’1-1-“4) (va,v3) (vy,v5) (Vg.v4) (v,,vs)
1 2 3145 3 5 5 1 1 3 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(=mod)((v,,v;)) f*(=mod)((vy,vy))

*(=mod)((v,, v3) ) —F*(=mod)((v3, v) >

f+(—lmo‘1)((|’zal’5) +("m0d)((1’4- Vs))

Gambar 3.1.42 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf Gs (1)
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Dari definisi pemetaan diperoleh

fr(mod)((vy,v2)) = f(v) + f(w)) =1+2=3

fr(emod)((v1,vy)) = f(v) + f(v) =1+4=5

ft(=mod)((vy,v3)) = fF(v)) + f(v;) =2+3=5

f(~mod)((vz,vs)) = f(v) + f(vs) =2+ 5=7

fH(=mod)((vs,vy)) = f(v3) + f(vs) =3+ 4 =7

f(~mod)((vy,vs)) = f(vy) + f(vs) =4 +5=9.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.1.43 Pelabelan sirong vertex-graceful Graf Gs yang sudah dilabeli (I)

Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah

pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.24 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Gs (I)

f f*(=mod) )
Ket
Vi |V | V3 | Vs | Vs | (0, 1)) | (Vo) | (Vo,v3) | (V2,v5) | (V3,v,) | (Vs vs)
1 2 3| 405 3 5 5 7 14 9 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
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Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

suatu graf tersebut pelabelan vertex-graceful atau tidak.

Tabel 3.1.25 Pelabelan vertex-graceful Graf Gs

No : 2 Ket
v | vy | vz | v | vs | (0vp) | (v,0) | (2,v3) | (02,05) | (W3,v8) | (v4,v5)
I |nfmliv|v|vi| vi VIl IX 2 X1 X1 | X
1 1 2 3 415 3 5 5 1 1 3 Tidak
2 1 2 3 5 4 3 0 -] 0 2 3 Tidak
3 1 2 4 3 3 3 4 0 1 1 2 Tidak
4 1 2 4 5 B 3 0 0 5 3 2 Tidak
5 {1 ({2534 3 4 I 0 2 I Tidak
6 1 2 5 4 3 3 5 1 5 3 1 Tidak
Fl1{3]2]a]s 4 5 5 2 0 3 Tidak
8 | 3 27 5 4 4 0_ - 5 1 1 o 3 Tidak
9 | 3 4 2 5 4 3 1 2 0 | Tidak
10 1 3 4 5 2 4 0 1 5 3 1 Tidak
11 1 3 5 2| 4 4 3 2 1 1 0 Tidak
12 1 3 5 4 2 4 5 2 5 3 0 Tidak
13 1 4 2 3 > 5 4 0 3 3 2 Tidak
14 ({1 ({4 (2|53 5 0 0 i 1 2 Tidak
15 1 4 3 2 5 5 3 1 3 5 1 Tidak
16 1 4 3 5 2 3 0 1 0 2 1 Tidak
17 1 4 > 2 3 5 3 3 1 1 3 Tidak
| 1]|4|5]|3]2 5 4 3 0 2 5 Tidak
19 1 3 2 3 4 0 4 1 3 5 1 Tidak
20| 1|5]|2|4]3 0 5 1 2 0 1 Tidak
21 1 5 3 2 4 0 3 2 3 S 0 Tidak
1| 5|3|4]2 0 5 2 1 1 0 | Tidak
23 i 5 4 Z 0% 0 3 3 2 0 5 Tidak
24 1 5 4 3 2 0 4 3 1 1 5 Tidak
25 2 1 3 4 5 3 0 4 0 1 3 Tidak
B 2 [1|3]s|a] 3 I 4 5 2 3 | Tidak
27 | 2 1 4 3 5 3 5 5 0 1 2 Tidak
21453 3 1 5 4 3 2 | Tidak
29 | 2 1 5 3 4 3 5 0 5 2 1 Tidak
30| 2 1 5 4 | 3 3 0 0 4 3 1 Tidak
31 2 3 1 4 5 5 0 4 2 5 3 Tidak
32 {23154 5 1 4 I 0 3 Tidak
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1 Imjimj|imv|vivl vii Vil IX X X1 X1 X1
109|531 |2]4 2 1 4 1 3 0 Tidak
101] 5 | 3 1 4 | 2 2 3 4 5 5 0 Tidak
1| s|3|2|1/|a4 2 0 5 1 3 5 Tidak
12 s{3})2|4}|1 2 3 5 4 0 5 Tidak
5] 5| 3| 4 1 2 2 0 | S 5 3 Tidak
M S | 3] 4 ) 2 1 2 1 1 4 0 3 Tidak
15| 5 | 4 1 2 13 3 1 = 1 3 3 Tidak
116 | 5 | 4 1 312 3 2 5 0 4 5 Tidak
BiT| 5 | 4| 2 1 3 3 0 0 1 3 A Tidak
18| 5| 4 (2|3 1 = 2 0 5 5 | Tidak
119{ 5| 4| 3 1 2 3 0 1 0 Rl 3 Tidak
120 5 (4|3 |2 1 3 1 1 3 5 3 Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada dua
sisi yang mempunyai label yang sama.

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan strong vertex-graceful atau tidak.

Tabel 3.1.26 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Gs
No : f et Ket
vy 1, v5) | (v1,v3) | (W2, v3) | (V3,05) | (v3,v4) | (v4,05)
vl viil X X X1 | xmr
Tidak
Tidak
Tidak

5

win(Rlu|lu|ala|lpwivw|luo|uv|ls|ls|lw|w|Z[F
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=
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1 Imimj|mv|Vvivl Vil Vil IX X Xl Xl Xl
92 | 4 5 1 3 2 9 7 6 7 4 5 Tidak
93 4 5 2 1 3 9 5 7 8 3 i Tidak
94 A4 5 2 3 1 9 7 7 6 5 ! Tidak
95 | 4| s|3|1]2 4 5 8 7 4 3 Tidak
9 | 4 5 3 2 1 9 6 8 6 5 3 Tidak
97 5 1 2 3 1 6 8 3 5 5 7 Tidak
98 5 1 21413 6 9 3 4 6 7 Tidak
5% 5 1 3 2| 4 6 7 4 5 5 6 Tidak
100 | 5 1 3 4 2 6 9 4 3 7 6 Tidak
101 | 5 1 4 2 3 6 7 5 L} 6 5 Tidak
02| 5|1 [4]3]2 6 8 5 3 7 5 Tidak
103 | 5 2 1 3| 4 7 8 3 6 4 7 Tidak
104 | 5 2 i 4 3 7| 9 3 5 5 7 Tidak
105 | 512 |3 1 4 7 6 5 6 4 3 ldak
106 | 5 v 3 4 1 7 9 5 3 7 5 Tidak
107 | 5 2 4 1 3 7 6 6 5 5 4 Tidak
108 | 5 2 4 3 1 7 8 6 3 7 4 Tidak
109 | 5 3 I 2| 4 8 7 4 7 3 6 Tidak
110 | 5 3 1 4 2 8 9 4 5 5 6 Tidak
| S 3 2 1 4 8 6 5 ¥ 3 5 Tidak
o 312 (4 1 8 9 5 4 6 5 Tidak
1131 5 3 1 1 2 8 6 g 5 5 3 Tidak
114 | 5 3 4 2 1 8 7 7 4 6 3 Tidak
15 S B 1 2 3 9 7 5 7 3 5 Tidak
116 | 5 4 1 3 |2 9 8 5 6 4 5 Tidak
17| 5 B 2 1 3 9 6 6 7 3 4 Tidak
118 | § 4 1213 I 9 8 6 5 5 4 Tidak
19 5 4 3 1 2 9 6 7 6 4 3 Tidak
1201 5 | 4 [ 3] 2 I 9 7 7 5 5 3 Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Dari tabel, dapat dilihat bahwa graf G5 bukan pelabelan vertex-graceful dan bukan

pelabelan strong vertex-graceful.
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Jadi, di antara lima graf-(5,6) seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.1
hanya tiga graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful sekaligus pelabelan
strong vertex-graceful yaitu G,, G,, dan G;.

Selanjutnya, akan diselidiki bahwa untuk graf-(6,7) terdapat 18 bentuk
graf yang saling tidak isomorf. Dari 18 graf ini hanya empat yang bukan pelabelan
vertex-graceful seperti dinyatakan dalam Teorema 3.2 berikut,

Teorema 3.2
Di antara 18 graf-(6,7) seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.2 hanya empat

graf yang bukan pelabelan vertex-graceful.

QZO\E ;

Hio H H>

H;y Hs Hs

Gambar 3.2 18 Graf-(6,7)

H/_{‘
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Bukti:
a) Untuk graf H; (ada 720 kemungkinan),

Misalkan V(H,) = {vy, V5, V3, V4, Vs, Vg }.

&

Gambar 3.2.1 llustrasi V(H,)

— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(H;) — {1,2,3,4,5,6}

v~ 1,
v, = 2,
vy = 3,
v, — 4,
vs = 5,
Ve P 6,

dan f*:E(H,) = Z, dimanaq = 7.

(v, v¢) » (f(v]) + f(vk)) mod 7, j*k

dan f*(—-mod): E(H,) - {min{f(vj) + f(vk)}, ---,maks{f(vj) +f(vk)}}

(v, o) = f(v;) + f (W),

j# k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

f‘+((171: Vz))

J'H((Vz"’:a))

f-+((U4, U((vq. U(_,))

Gambar 3.2.2 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H, (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((wy,v2) = (fF(wy) + f(v,)) mod 7 = (1 + 2) mod 7 = 3
fH((wa,v3) = (f(w) + f(vs)) mod 7 = (2+3) mod 7 = 5
FH((5,v8)) = (F(ws) + F(vs)) mod 7 = (3 + 4) mod 7 = 0
f+((v3,vs)) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (3+5) mod 7 = 1
fH((vavs)) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (4 + 5) mod 7 = 2
FH(va,v6)) = (F(0y) + f(v6)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3

fr((vs,ve)) = (f(vs) + f(vg)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.

85




Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.3 Pelabelan vertex-graceful Graf H, yang sudah dilabeli (I)
Karena ada dua sisi yang mempunyai label sama maka pelabelan di atas bukan
pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam bentuk
tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.1 Pelabelan vertex-graceful Graf H, (I)

f f*
Ket
" L'7) V3 Vy Vs Vg (Ul ’ Uz) (1’2- US) (0'3, v-t) (1-’3» VS) (041 VS) (vnh Uﬁ) (USr vb)
1123|456 3 5 0 1 2 3 4 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f‘”(—mtod)((vl,vz))

f*(=mod)((v,, U3))

f*(=mod)((vs, vs)) f*(~mod)((vs, vs))

Gambar 3.2.4 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H; (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(=mod)((vy,v3)) = f(v) + f(v,) =1+2=3
fr(=mod)((va,v3)) = f(v,) + f(v3) =2+3 =5
f*(~mod)((vs,vs)) = f(v3) + f(v) =3 +4 =7
f*(~mod)((vs, vs)) = f(vs) + f(vs) =3 +5=8
f*(~mod)((vs,v5)) = f(va) + f(vs) =4 +5=9
fr(=mod)((vs,v6)) = f(vs) + f(vg) =4+ 6 =10

f(—=mod)((vs,v)) = f(vs) + f(vg) =5+ 6 = 11.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

T

berikut:

10

Gambar 3.2.5 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H, yang sudah dilabeli(I)

Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah

pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.2 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H, (1)

f f*(~mod) -
vy vy | v | vs | vs | Ve | (v2) | (Va,vs) | (va,va) | (03,05) | (Vs vs) | (Vs v6) | (vs,v6)
112|134 |5]6 3 5 7 8 9 10 11 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Dengan cara yang sama seperti di atas, di antara 720 kemungkinan pada graf H,

tidak ada satu pun yang merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan

strong vertex-graceful.
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b) Untuk graf H> (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(H,) = {vy, V3, V3, V4, Vs, Vg ).

@

Gambar 3.2.6 Ilustrasi V(H,)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(H,) — {1,2,3,4,5,6}.
vy 1,
v, P2,
v~ 3,
vy - 4,
vg = 5,
v & 6,

dan f*:E(H,) = Z, dimanaq = 7.

(v, v) » (f(vj) +f(vk)) mod7, j#k

dan f*(—mod): E(H,) - {min{f(vj) + f(v)}, -, maks{f(v;) + f(vk)}}

(v, v) » £(vj) + f (W), j # k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan vertex-

graceful.

f+((1’1' Uz))

F*((vs,ve)) F*((vs.v6))

Gambar 3.2.7 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H; (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((wuvy) = (f(vy) + f(vy)) mod 7= (1 + 2) mod 7 = 3
fH((av3)) = (F(v) + f(v3)) mod 7 = (2+ 3) mod 7 = 5
fH((va,vs)) = (f(vy) + f(vs)) mod 7= (2+ 5) mod 7 = 0
FH((vs,v)) = (F(vs) + f(vy)) mod 7 = (3+4) mod 7 = 0
F+((v3,v6)) = (F(v3) + f(vs)) mod 7 = (3 + 6) mod 7 = 2
F((va,v5)) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (4 + 5) mod 7 = 2

fH((ws,v6)) = (f(vs) + f(ve)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.8 Pelabelan vertex-graceful Graf H, yang sudah dilabeli (1)

Karena ada beberapa sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di
atas bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis
dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.3 Pelabelan vertex-graceful Graf H; (I)

f i )
T ; : T Ket
v | vy | v vy | vs | W | (v1,v2) | (vpv3) | (v2,us) | (w5, 0) | (w3,06) | (s, w5) | (vs,v)
1123|456 3 5 0 0 2 2 4 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
beberapa sisi yang mempunyai label yang sama.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(=mod)((vy,v2))

f+(_1n10d)((1)2,v3) +(-1mod)((vz,v5))

f*(ﬂmod)((v;;,v(,)) f"(ﬁmod)((vs,vﬁ))

Gambar 3.2.9 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H; (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(=mod)((vy,v,)) = f(v) + f(v)) =1+2=3
f*(=mod)((vy,vs)) = f(v)) + f(vs) =2+3 =5
ft(=mod)((v,vs)) = f(v)) + f(vs) =2 +5=7
fH=mod)((v3,v5)) = f(w3) + f(w) =3 +4=7
fr(=mod)((vs,ve)) = f(v3) + f(vs) =3+ 6=9

f+(—|mod)((v4,v5)) =f(v)+f(vs)=4+5=9

fH(=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =5+ 6 = 11.




Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.10 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H, yang sudah dilabeli(I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.4 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H; (1)

f f*(—~mod)
Ket

v | g |03 | vy | vs | v | (v, vn) | (va,v3) | (va Vs)T (v3,v4) | (v3,v6) | (vg,v5) | (w5, v5)

1]1]2(3]14]|5]|6 3 3 7 T 9 9 11 Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Dengan cara yang sama seperti di atas, di antara 720 kemungkinan pada graf H,
tidak ada satu pun yang merupakan pelabelan verfex-graceful dan pelabelan

strong vertex-graceful.
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¢) Untuk graf H; (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(H;3) = {vy, v5, V3, V4, Vs, Vg }.

v, (vs)

Gambar 3.2.11 llustrasi V(H;3)
— Kemungkinan pertama, definisikan f:V(H3) — {1,2,3,4,5,6}.
vy 1,
vy, - 2,
vz = 3,
vy~ 4,
vs - 5,
Vg P 6,

dan f*:E(H;3) -» Z, dimanaq = 7.
(vj, v) » (f(v,) + f(vk)) mod 7, j*+k

dan f*(—mod): E(H;) = {min{f(v]-) +f(vk)}, ‘--,maks{f(vj) +f(vk)}}

(v, vi) = f()) + f (W), j#k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

Gambar 3.2.12 [lustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H; (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((wnv2) = (Fw) + f(v,)) mod 7 = (1 +2) mod 7 = 3
FH((nv3) = (Fw) + f(v3)) mod 7 = (1 +3) mod 7 = 4
fH((W2,v0) = (f(v2) + f(va)) mod 7 = (2 + 4) mod 7 = 6
F+((3,v8)) = (F(w3) + f(v)) mod 7 = (3 + 4) mod 7 = 0
FH((vavs)) = (F(vs) + f(vs)) mod 7 = (4 +5) mod 7 = 2
fH((va,v6)) = (f(va) + f(vg)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3

f((vs,v6)) = (f(vs) + f(vg)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.13 Pelabelan vertex-graceful Graf H; yang sudah dilabeli (1)
Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.5 Pelabelan vertex-graceful Graf H; (I)

f f*

vy | vy | vs | Vs | Vs | Ve | (01,v2) | (vy,v3) | (0p,08) | (wa,0) | (V4 vs) | (v, 06) | (vs,v6)

Ket

112|3(4]|51|6 3 4 6 0 2 3 B Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f+(j"md)((vl-vz)) f*(ﬁmud)((v,,lh))

f+(‘ﬂﬂf)d)((i)5, 17(,))
Gambar 3.2.14 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H; (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fr(=mod)((vy,v2)) = f(v) + f(v) =1+ 2 =3
fr(=mod)((vy,v3)) = f(w) + f(v;) =1+ 3 =4
fr(emod)((vz,va)) = f() + f(v) =2+4=6
fH(=mod)((vs,v)) = f(v3) + f(v) =3+4=7
f*(=mod)((ve,vs)) = f(ve) + f(vs) =4 +5=9
f*(=mod)((v4,ve)) = f(va) + f(vs) =4+ 6 =10

fH(=mod)((vs,ve)) = f(vs) + f(ve) =5+ 6 =11
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.15 Pelabelan vertex-graceful Graf H; yang sudah dilabeli (T)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukalah

pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.6 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hs (I)

f f*{(=mod) -
vy | vz | V3 |V | Vs | Vs | (vw3) | (v,v3) | (vows) | (v3,14) | (W4, vs) | (Va,v6) | (Us,06)
112131456 3 4 6 7 9 10 11 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Dengan cara yang sama seperti di atas, di antara 720 kemungkinan pada graf H;
tidak ada satu pun yang merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan

strong vertex-graceful.




d) Untuk graf H, (ada 720 kemungkinan)

Misalkan V(H,;) = {vy, V5, V3, Vs, Vs, Vg ).

Gambar 3.2.16 llustrasi V(H,)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(H,) — {1,2,3,4,5,6}.
vy -1,
v, - 2,
vy~ 3,
vy P4,
vs - 5,
Ve 6,

dan f*:E(H,) = Z, dimanaq = 7.
W v = (f(9) + @) mod 7, j#k
dan f*(—mod): E(H,) - {min{f(vj) + f(v)), -+, maks{f (v;) + f(vk)}}

(vj'vk) s f(vj) + f(ve), j# k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

f*((va. ve) F*((vs, vs))

Gambar 3.2.17 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf Hy (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((w1,v) = (Fwy) + f(v2)) mod 7 = (1+2) mod 7 = 3
FH(wnvs) = (fw) + f(v3)) mod 7= (1 +3) mod 7 = 4
FH((2v9) = (F(,) + f(v3)) mod 7 = (2 +3) mod 7 = 5
FH((Wavs) = (f(w) + f(v)) mod 7 = (2 + 4) mod 7 = 6
FH((vs,v8) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (3+5)mod 7 = 1

f*((v4, vﬁ)) = (f(v4) + f(vﬁ)) mod7=(4+6)mod7 =3

f*((vS, v(,)) = (f(vs) + f(vﬁ)) mod7 = (5+6)mod7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.18 Pelabelan vertex-graceful Graf H4 yang sudah dilabeli (I)
Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan verfex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.7 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy (1)

f £t ,
T ] = Ket
v vy | vy vy | s | W | (V) | (PLv3) | (v, v3) | (Ravy) | (92,0s) | (0, v6) | (s, 06)
1 Z 31415 6 3 4 5 6 1 3 4 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(=mod)((vy,v7)) f* (~mod)((vy,v3))

f*(ﬁmod)((vz,v,‘)) f+(—.mod)((v3,vs))

£* (~mod)((vs, vg)) f* (~mod)((vs, vs))

Gambar 3.2.19 llustrasi Pelabelan sirong veriex-graceful Graf Hy (1)
Dari definisi pemetaan diperoleh
fr(=mod)((vy,v;)) = f(v) + f(v,) =1+2=3
fr(=mod)((vy,v3)) = f(w) + fvs) =143 =4
fr(=mod)((v,v3)) = f(v) + f(vs) =2+3=5
fH(=mod)((v,vs)) = f() + f(va) =2+ 4 =6
f+(=mod)((vs3,vs)) = f(v3) + f(vs) =3+ 5=8
fr(—=mod)((va,v6)) = f(va) + f(vg) =4+ 6 =10

ft(—~mod)((vs,ve)) = f(vs) + f(ve) =5+ 6 = 11.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.20 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy yang sudah dilabeli(T)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukan
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.8 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy (1)
f f*(—~mod)

Ket
vy | Vo | V3 | Vs | Vs | Ve | (V,v2) | (04,v3) | (0p,v3) | (v,v) | (v3,v05) | (Vav6) | (s, v6)

112134516 3 4 5 6 8 10 11 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Dengan cara yang sama seperti di atas, di antara 720 kemungkinan pada graf H,
tidak ada satu pun yang merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan

strong vertex-graceful.




e) Untuk graf Hs (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(Hs) = {vy, v,, V3, V4, Vs, Vg }.
SN
(o))
(=)
(%)

Gambar 3.2.21 Ilustrasi V(Hs)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(Hs) — {1,2,3,4,5,6}.
v; — 1,
v, B 4,
vy P 2,
vy 3,
vs = 6,
Ve~ 5,

dan f*:E(Hs) - Z, dimanag = 7.
(vj, vg) » (f(vj) + f(vk)) mod7, j#k

dan f*(~mod): E(Hs) — {min{f(v}) + f(ve)}, -, maks{f (v;) + f ()}

(v, vi) = £(v;) + fw), j# k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

/”((Vs' vﬁ))

Gambar 3.2.22 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf Hs (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
(W, v2) = (f(w) + f(v;)) mod 7 = (1 + 49) mod 7 = 5
fH((vy,v3)) = (f(wy) + f(v3)) mod 7 = (1 +2) mod 7 = 3
FH((vav3) = (f(v2) + f(v3)) mod 7 = (4 + 2) mod 7 = 6
fH((va,vs)) = (f(v2) + f(vs)) mod 7 = (4 +3) mod 7 = 0
F+((3,v5)) = (f(v3) + f(vs)) mod 7 = (2 + 6) mod 7 = 1
FH (24, v5)) = (f(ws) + f(vs)) mod 7 = (3 + 6) mod 7 = 2

f*((vS,ve)) = (f(v5) + f(v(,)) mod 7 = (6 + 5) mod 7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.23 Pelabelan vertex-graceful Graf Hs yang sudah dilabeli (I)
Karena f*: E(Hs) — Z, merupakan pemetaan bijektif maka pelabelan di atas
merupakan pelabelan verfex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis

dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.9 Pelabelan vertex-graceful Graf Hs (1)
7 r

Vg (”1: 1”2) (vlv U;i) (Uz; V:!) (If'zn 1"4) (V3, 1«’5) (Vq; Vs) (Vsn V(,)

vy | v | V3 | vy | Vs

1 (4123 ]|6(5 5 3 6 0 I

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(=mod)((vy, v,) f* (=mod)((vy,v3))

f+(~|mod)((v2,v4)) f*(ﬁmod)((v_,,vs))

f¥(~mod)((vs, vs)
f*(ﬁmod)((vs, vﬁ))

Gambar 3.2.24 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hs (1)
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Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(=mod)((vy,v2)) = f(w)) + f(v) =1+4=5
fr(=mod)((vy,v3)) = f(v) + f(vs) =1+2=3
fr(=mod)((vz,v3)) = f(v) + f(vs) =4+2=6
fH(—mod)((v2,ve)) = f(w) + f(v)) =4+3=7
fr(=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =2+6=8
F(—mod)((vs,vs)) = f(v) + f(ve) =3+6=9
fH(—~mod)((vs,v5)) = f(vs) + f(ve) =6 +5 = 11.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.25 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hs yang sudah dilabeli (I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukan
pelabelan sfrong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.10 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hs (1)
f f*(—~mod)

vy | vp | vz | vy | U5 | e | (,v2) | (W,v3) | (a,v3) | (Va,vs) | (w3, v8) | (04, vs) | (ws,v6)

114121316135 5 3 6 7 8 9 11
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Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan
vertex-graceful pada graf Hc dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.11 Pelabelan vertex-graceful Graf Hs

No . 5
vy | v | va | ve | vs | vs | (n,v2) | (01,13) | (W2, v3) | (W2,vs) | (V3,05) | (W, v5) | (Ws,06)
1 1423 |6]S5 5 3 6 0 I 2 4
2 |12(1)4]|]6|5]3 3 6 5 0 2 4 1
3 |3|5(6|2(4]]1 1 2 4 0 3 6 5
4 |4 121|536 6 5 3 0 4 I 2
5|5|6|3|1]2)|4 4 1 2 0 5 3 6
6 (6|3 |5|4(1]2 2 4 1 0 6 5 3

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-
graceful atau tidak.

Tabel 3.2.12 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hs

- f f*(~mod) -
vy |ve | v | vg | vs | v | (vw2) | (vy,v3) | (v2,v3) | (a,v) | (v3,05) | (ws,vs) | (ws,v6)

1 ({1 |4]2|3]|]6]|S5 5 3 6 7 8 9 11
2|21 |14|6|5]|3 3 6 5 7 9 11 8

3 > 5161214 i 8 9 11 7 10 6 5 *
4 | 4| 2 1 51316 6 5 3 7 4 8 9 ¥
3 5163 112 ] 4 11 8 9 7 5 3 6

6 | 6|3 |5|14|1]2 9 11 4 7 6 5 3

Keterangan:

“*” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan verfex-graceful karena
f*:E(Hs) = Z, dan pelabelan strong vertex-graceful karena pelabelan tersebut
sisinya konsekutif.

Jadi, graf H; merupakan pelabelan vertex-graceful.
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f) Untuk graf Hs (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(Hg) = {vy, V5, V3, Vs, V5, Vg }.

G)—

Gambar 3.2.26 llustrasi V(H)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(Hg) — {1,2,3,4,5,6}.
vy > 1,
vy 2,
vz = 3,
vy~ 4,
vg - 5,
Vg P 6,

dan f*:E(Hg) = Z, dimanag = 7.
(vj, ve) » (f(vj) + f(vk)) mod 7, j*k
dan f*(—~mod): E(Hg) = {min{f(vj) + f(v)}, -+, maks{f(v;) + f(vk)}}

(v, ve) = f(v;) + f (W), j# k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

f+((V1: Vz))

/-+((L‘I3J US)

vﬁ)) @

Gambar 3.2.27 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf Hg (1)

f+((v5,

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH () = (W) + f(v,)) mod 7 = (1 4+ 2) mod 7 = 3
FH((vzv3)) = (F(v) + f(v3)) mod 7 = 2+ 3) mod 7 = 5
FH(200) = (f,) + (1)) mod 7 = (2 + 4) mod 7 = 6
FH((vs,v8)) = (f(v3) + f(v4)) mod 7 = 3+ 4) mod 7 = 0
fH((vs3,vs)) = (f(v3) + f(vs)) mod 7 = (3+5) mod 7 = 1
F*((va,v6)) = (f(ws) + f(vs)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3

fH((ws,v6)) = (f(vs) + f(vg)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.28 Pelabelan vertex-graceful Graf Hg yang sudah dilabeli (I)
Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.13 Pelabelan vertex-graceful Graf Hg (1)

4 F Ket
vy | V2 | V3 | Vs | Vs | Vs | (v,v2) | (W2,v3) | (vvs) | (v3,14) | (v3,05) | (Vs v6) | (Vs,0)
1 213141516 3 | 2 6 0 1 3 4 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(=mod)((v,,v,))

[ (=mod)((v,, v3) f*(~mod)((vy, v4))

f+(ﬁm0d)((v3,v4)
f*(ﬁmod)((v‘,, vﬁ))

f*(jmod)((v} vg)

T+ (wmod)((vs, ve)
Gambar 3.2.29 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hg (1)
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Dari definisi pemetaan diperoleh
fr=mod)((vy,v2)) = f(v) + f(v)) =1+2=3
fr(=mod)((vy,v3)) = f(¥) + f(v3) =2+3 =5
fr(=mod)((vy,vs)) = f(v) + f(vy)) =2+4 =6
FH(=mod)((v3,vs)) = f(v3) + f(v) =3 +4 =7
f*(=mod)((vs,v5)) = f(va) + f(vs) =3+5=8
f*(~mod)((v4,v6)) = f(vy) + f(vs) =4 +6 = 10
ft(~mod)((vs,ve)) = f(ws) + f(vg) =5+ 6 = 11.
Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.30 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hg yang sudah dilabeli (I)

Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan sfrong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.14 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hg (1)

f f*(—~mod)
| T - Ket
vi | V2 | Vs | Vs | Vs | e | (vy,v2) | (vp,v3) | (wa,ws) | (v3,vs) | (v3,v5) | (v, v6) | (vs,v)

11213 (4]5]|6 3 5 6 7 8 10 11 Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
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f*
(v, v2) | (va,v3) | (vp,1y) | (va,vs) | (W3,05) | (W4, v6) | (vs,v)

Tabel 3.2.15 Pelabelan vertex-graceful Graf Hg

vertex-graceful pada graf Hg dapat dilihat pada tabel berikut:

gl |lo|le|w|la|lelelcd]|n|=|=|wn|ea|=]=|@]|wn|=|<|wn
dlenln|la|m|(felrs|lw|le|le||la|lo|—~|[n|vn|~|~|a|oa|==|v|ln]|=
Sle|lg|n|s(vn|=[a|=||s|(n|l=|O|lc|n|ca|o|s| O] —
Ny
glsle|lg|lvn|—=|lvn|—|o|lg[vn]|l~ln|la|lo|ln|n|ls(Cc|lal|la|mn|—]|m
lnjlm|o|flo|lnjn|vn|v|—~|—=|lgt|s(amn|olw|lc| || |=]|—=|c |
gl=|=|=|=|N|N|N|[nN| ||l |n|(t ||| [ | n|in|o|e (L]0
Z w el | e T i hioe 1oy | SR sl ieRRY o | L e e | 90 ) Sl S | S

Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan




Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

graf yang merupakan pelabelan verfex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-

graceful atau tidak.
Tabel 3.2.16 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hg
- f f*(~mod) i
v v vy | v | Ws | v | () | (W2,93) | (020g) | (vavs) | (v3,95) | (Ve v6) | (s, 9%)

1|1 |5]|4|6]|3]2 6 9 1 10 7 8 5 *
2|1 |5]|6|4|2]3 6 1 9 10 8 7 5 *
B11|6|4|5]|2]3 7 10 1 9 6 8 5 *
411]|6|5]|4|3]2 7 1 10 9 8 6 5 .
§12|3|1|[5]|6] 4 5 4 8 6 7 9 10 *
6 |23 |5|1]|4]6 5 8 4 6 9 7 10 *
712]5]1]|3]4]6 7 6 8 4 5 9 10 *
g8 | 2|53 |1]|6] 4 7 8 6 4 9 5 10 *
9 13|14 |5|6]2 4 5 6 9 10 7 8 *
0|31 |s5|4|2]6 4 6 5 9 7 10 8 *
1| |3|4|1|5|2]6 7 5 9 6 3 1 8
12|3|4|5|1|6]2 7 9 5 6 1 3 8
B3|4|3]|2|6]|1]S5 7 5 9 8 3 11 6

4|4 |3|6|2(5]1 7 9 5 8 1 3 6
1546|2351 10 8 9 5 7 4 6 *
161463215 10 9 8 5 4 7 6 *
175|246 1]3 1 6 8 10 5 9 4 *
1851216431 7 8 6 10 9 5 4 *
19|54 |2]6|3]1 9 6 10 8 5 7 4 *
20|5|4|6|2]1]3 9 10 6 8 7 5 4 *
2116 |1 |2[3|[4]5 7 3 4 5 6 8 9 *
2|6 |1 |3]|2|5] 4 7 4 3 5 8 6 9 *
2|6|2|1[3]|5] 4 8 3 5 4 6 7 9 *
24| 6|2 |3 |1 |4]s 8 5 3 4 7 6 9 *

Keterangan:

“¥” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(Hg) —» Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-

graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf Hg merupakan pelabelan verfex-graceful.
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g) Untuk graf H7 (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(H;) = {vy, v,, V3, V4, Vs, Vg }.

Gambar 3.2.31 Ilustrasi V(H;)

|

Kemungkinan pertama, definisikan f: V(H;) - {1,2,3,4,5,6}.
vy~ 1,
vy P 2,
vz — 3,
vy -4,
Vs = 5,
Vg P 6,

dan f*:E(H;) - Z, dimanaq = 7.
(v, ve) » (f(vj) + f(vk)) mod 7, j*k
dan f*(—mod): E(H,) = {min{f(vj) + f(vk)}, ---,maks{f(vj) + f(vk)}}

(v, o) = F(v;) + (), j#k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

f+((vg.v5)) f+((U4,UG))

f+((U5' Uﬁ))
Gambar 3.2.32 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H; (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH (v, v2) = (fwy) + f(1)) mod 7 = (1+2) mod 7 = 3
FH((vy,v3)) = (f(vy) + f(v3)) mod 7 = (1 +3) mod 7 = 4
FH((ev) = (f(wy) + f(vy)) mod 7 = (2 + 4) mod 7 = 6
F((v3,v8)) = (f(v3) + f(v4)) mod 7 = (3+4) mod 7 = 0
fH((vs,vs)) = (f(v3) + f(vs)) mod 7 = (3+5) mod 7 = 1
FH((Wav6)) = (f(vs) + f(vg)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3
F+((ws,v6)) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.33 Pelabelan vertex-graceful Graf H; yang sudah dilabeli (I)




Karena ada beberapa sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di
atas bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis
dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.17 Pelabelan vertex-graceful Graf H; (1)

f f*
] I

. P - Ket
Vy (V2 (V3 | Vg | Vs [ ve | (vn,v2) | (v,v3) | (v, v) | (03,04) | (v3,v5) | (vg,v6) | (v5,06)

1123 |4(|5]6 3 4 6 0 I 3 4 Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
beberapa sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(emod)((vy,v5)),” 7 (mmod)((v1,v2)) \ £+ (~mod) ((v,, vs))

f+(~|m0d)((v3, v,,))

£+ (~mod)((v3, v5)) F*(—~mod)((vs, ve))

f+(—\mud)((05. UE,))
Gambar 3.2.34 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H; (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
f*(=mod)((v1,v2)) = f(w) + f(v;) =1+2=3
fr(=mod)((vy,v3)) = f(v) + f(v;) =1+ 3 =4
fr(=mod)((v2,vs)) = f(v) + f(v) =2+4=6
fr(-mod)((vs,vs)) = f(v3) + f(vy) =3+4=7
f*(=mod)((v3,v5)) = f(v3) + f(vs) =3 +5=8

fH(—mod)((v4,v6)) = f(vs) + f(vg) =4+ 6 = 10

f+(—1m0d)((v5,v6)) =fws)+ f(vg) =5+ 6 = 11.




Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.35 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H; yang sudah dilabeli (I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.18 Pelabelan sirong vertex-graceful Graf H; (1)
f f*(—mod)

vy v | vy | vy | v | ve | (w,v2) | (v,v3) | (wp,v) | (v3,v,) | (v3,v5) | (vg,v) | (vs,v5) e
1 2 (3 |4|5]6 3 4 6 7 8 10 11 Tidak
Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan sfrong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan
vertex-graceful pada graf H, dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.19 Pelabelan vertex-graceful Graf H;

f i
No
vy | vy | vz fve | vs | Ve | (v, v2) | (v,v3) | (va,w,) | (3,18) | (Wa,05) | (vs,v6) | (Ws,v6)
| nimijiivivi]vl|vi Vil IX X XI X1 X111 XIv
1 {1 |3]5]12]4]66 4 6 5 0 2 1 3
1 5 3 4 | 2 6 6 4 2 0 5 3 1
2 3 6 4 5 5 1 4 0 3 6 2
2 6 3 4 | 5 1 5 3 0 4 2 6




| iV viVvEp VI Vil IX X X1 Xl X1 X1V
9 5 1 4 3 6 2 6 2 0 3 5 1
10| 5| 4 1 6| 3 2 2 6 3 0 4 1 5
11| 6 | 2 4 3 5 1 1 3 5 0 2 4 6
12)16)14)2 | 513 1 3 i 2 0 5 6 4

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-
graceful atau tidak.

Tabel 3.2.20 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H;

f f*(—~mod)
No Ket
vy | v | vy | vy | v | v | (w,12) | (viv3) | (wp,v) | (v3,v) | (wa,vs) | (v, v6) | (vs.v6)
| 1 3 5 2 4 6 -+ 6 5 7 9 8 10 *
2 1 5 3 4 2 6 6 9 5 10 8 ¥
3 2 3 6 1 4 5 5 8 + 7 10 6 9 *
4 2 6 3 4 1 5 8 5 10 7 4 9 6 *
5 3 1 2 5 6 4 4 5 6 7 8 9 10 *
6 3 2 1 6 5 4 5 4 8 7 6 10 9 *
7 4 5 6 1 2 3 9 10 6 7 8 4 5 *
B |46 |5 (2]1 3 10 9 8 7 6 5 3 *
9 5 1 4 3 6 2 6 9 4 7 10 5 8 .
10| 5 4 1 6 3 2 9 6 10 7 4 8 5 .
11 | 6| 2 4 3 5 1 8 10 5 () 9 4 6 *
12 | 6 E 2 5 3 1 10 8 9 7 5 6 4 *
Keterangan:

cek

berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(H;) = Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf H; merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan sirong veriex-

graceful.
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h) Untuk graf Hg (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(Hg) = {vy, V3, V3, V4, Vs, V).

Gambar 3.2.36 Ilustrasi V(Hg)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(Hg) — {1,2,3,4,5,6}.
vy 1,
v, P 2,
v3 = 3,
vy P 4,
vg = 5,
Vg P 6,

dan f*:E(Hg) — Z, dimana q = 7.
(v, vy) + (f(vj) + f(vk)) mod7, j#k

dan f*(=mod):E(Hg) — {min{f(vj) + f(w)}, ---,maks{f(vj) + f(vk)}}

(v, vi) » f(v) + f(w), j# k.




Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

f+((vl-vz) f+((v1.va))

f+((1"5- ve))

Gambar 3.2.37 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf Hg (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((wa,v2)) = (Fwy) + F(v2)) mod 7 = (1 + 2) mod 7 = 3
FH((we,v3)) = (F(wy) + f(v3)) mod 7 = (1 + 3) mod 7 = 4
FH(vavs)) = (F(0,) + f(v3)) mod 7 = (2 + 4) mod 7 = 6
(3, v5)) = (F(v) + f(v5)) mod 7 = (2+ 5) mod 7 = 0
FH((ws,vs) = (f(w3) + f(vs)) mod 7= (3+4) mod 7 = 0
FH((v3,v6)) = (f(v3) + f(vs)) mod 7 = (3 + 6) mod 7 = 2

f*((v,;, vﬁ)) = (f(vs) + f(v,,)) mod7 =(5+6)mod7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.38 Pelabelan vertex-graceful Graf Hg yang sudah dilabeli (I)
Karena ada beberapa sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di
atas bukanlah pelabelan verrex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis
dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.21 Pelabelan vertex-graceful Graf Hg (1)

f i

vy | vy | v | vy | Vs | Vs | (Wvp) | (0,v3) | (Wa,v) | (v2,v5) | (w3,v) | (vs,v6) | (vs,v6)

112 1314]15]6 4 6 0 0 2 A

(S

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
beberapa sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f'+(—|mod)((v1,v2) f+(—|m0d)((vl,173))

f+(ﬁm0d)((l}5, UG))

Gambar 3.2.39 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hg (I)
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Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(=mod)((vy,v2)) = f(v) + f(vx) =1+2 =3
fH(=mod)((vy,v3)) = f(v) + f(vz) =1+3 =4
fr(-=mod)((v2,vs)) = f(w) + f(va) =2+4=6
FH(=mod)((vy,v5)) = f(w)) + f(vs) =2+5=7
fr(=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(va) =3 +4 =7
ft(=mod)((vs,v6)) = f(v3) + f(ve) =3+6=9
fH(~mod)((vs,v6)) = f(vs) + f(v6) =5+ 6 = 11.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.40 Pelabelan sirong vertex-graceful Graf Hg yang sudah dilabeli (1)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.22 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hg (1)

f f*(—~mod)

vy | vy | v3 | vy | Vs | Vs | (v1,) | (vy,03) (v2,v4) | (va,vs) | (v3,vy) | (v3,v6) | (vs,v6)

Ket

112 |3[4|51|6 3 - 6 7 7 U 11 Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
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Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan
vertex-graceful pada graf Hg dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.23 Pelabelan vertex-graceful Graf Hg

s f s
Vi |V | V3 | Vs | Vs | Vg (v1,v2) | (v1,13) | (v2,v5) | (v2,v5) | (v3,v5) | (v3,76) | (vs,06)

1 1 215613 4 3 6 ! 5 1 2 0
2 1 314 )6|S5 2 4 -] 2 1 3 6 0
3 1 4 |3 |62 5 5 A 3 6 2 1 0
) 1 5126 4 3 6 3 4 2 1 5 0
5 2 1 6 5 4 3 3 | 6 5 +4 2 0
6 2 3 B 5 1 6 5 6 1 4 2 3 0
7 21413 151|6 1 6 5 2 3 1 4 0
81216 1 513 4 1 3 4 2 6 5 0
i 3 1 6 | 4|5 2 o+ 2 5 6 3 1 0
10 3 2 5 4 1 6 5 | 6 3 2 4 0
11 3 5 2 4 6 | 1 5 2 4 6 3 0
12|13 |6 1 4 |2 5 2 4 3 1 5 6 0
13 | 4 1 6 | 3|5 2 5 3 1 6 2 1 0
14|14 (2|53 1 6 6 2 5 3 1 4 0
15 4 5 2 3 6 | 2 6 I -+ 5 3 0
16| 4|6 1 3 (2 3 3 5 2 1 4 6 0
VEq S 1 6 | 2| 4 3 6 4 3 5 1 2 0
18| 53| 4|2 1 6 1 2 5 4 6 3 0
19°] 5 4 3 2 6 1 2 | 6 3 5 B 0
20| 5| 6 1 213 4 4 6 1 2 3 5 0
211 6 |2 |5 1 3 4 1 4 3 5 6 2 0
22 | 6 | 3 | 4 1 5 2 2 3 4 1 5 6 0
23 1 6 | 4| 3 1 2 5 3 2 5 6 4 1 0
24 | ©6 5 2 I 4 3 4 | 6 2 3 5 0
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Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-
graceful atau tidak.

Tabel 3.2.24 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hg

f f+(-mod)
No Ket
v | vy | vy | vg | s | ¥ | (V1 vy) | (v1,v3) | (W2,v04) | (2,05) | (03,0) | (3,06) | (¥5,06)

1 112 ]85 ]%6]3 4 3 6 8 5 11 9 7

2 1 3l 4]6]35 2 4 5 9 8 10 6 7 ¥
3 1 |4 |3 ]6]2 5 5 4 10 6 9 8 7 *
4 1 512 |6 4 L 6 3 11 9 8 5 7

5] 2 | 1 6 | 5| 4 3 3 8 6 5 11 9 7

6 2 3 4 5 1 6 5 6 8 4 9 10 7 *
7 2 -+ 3 3 6 1 6 5 9 10 8 4 7 >
8 | 2|61 5|3 4 8 3 11 9 6 5 7

9 3 I 6 4 5 2 4 9 5 6 10 8 7 .
il 312|514 1 6 5 8 6 3 9 11 7
IH|{3|[5]12]|4/|6¢6 1 8 5 9 11 6 3 7

12|13 (6|1 | 4]2 5 9 4 10 8 5 6 7 .
13| 4|16 |3]|S5 2 5 10 4 6 9 8 7 ¥
My 412|531 6 6 9 5 3 8 11 7

19¢1 4 | 5123 ] 6 1 9 6 8 11 5 3 7

161 4|61 3 ) 2 5 10 5 9 8 4 6 7 *
1715 |1 6 [ 2] 4 3 6 11 3 5 8 9 7

B4 5 13141211 6 8 9 5 + 6 10 7 .
19| 5| 4|3 |2]|6 1 9 8 6 10 5 A 7 "‘
20| 5| 6 1 {213 4 11 6 8 9 3 5 7

21 6 | 2 | 5 1|3 4 8 11 3 3 6 9 7

g2 6 |1 314115 2 9 10 4 8 5 6 7 *
23 16 | 4|3 1] 2 5 10 9 5 6 4 8 7 "
24 | 6 | 5| 2 1] 4 3 11 8 6 9 3 5 7

Keterangan:

“*” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(Hg) = Z;, merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf Hg merupakan pelabelan vertex-graceful.
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i) Untuk graf Hy (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(Hg) = {v,, V5, V3, Vs, Vs, Vg }.

Gambar 3.2.41 Ilustrasi V(Hy)
— Kemungkinan pertama, definisikan f:V(H,) - {1,2,3,4,5,6}.
v =1,
v, B 2,
vy = 3,
Vg P 4,
Vg = 5,
Vg P 6,

dan f*:E(Hs) = Z, dimanag = 7.
(vj, vi) P (f(vj) + f(vk)) mod7, j#k
dan f*(—mod): E(Hy) - {min{f(vj) + f(w)}, ---,maks{f(vj) + f(vk)}}

(v, vi) = f() + fF(0), j#k.

126




Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

Gambar 3.2.42 Tlustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf Ho (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH ) = (F) + f(wp)) mod 7 = (1 + 2) mod 7 = 3
FH((vy,v3)) = (F(wy) + f(v3)) mod 7 = (1 + 3) mod 7 = 4
fH((wavs) = (f(wy) + f(v3)) mod 7= (2+3) mod 7 = 5
FH((v3,v8)) = (F(v3) + f(vs)) mod 7 = (3 + 4) mod 7 = 0
(e vs)) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (4 + 5) mod 7 = 2
F((vave)) = (F(vs) + f(vs)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3

fH((ws,ve)) = (f(vs) + f(ve)) mod 7 = (5+ 6) mod 7 = 4.

\
|
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.43 Pelabelan vertex-graceful Graf Ho yang sudah dilabeli (1)
Karena ada beberapa sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di
atas bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis
dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.25 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy (I)

f f*
Ket
vy | vy | V3 | Vs | Vs | Ve | (W,v2) | (U,v3) | (W v3) | (Wa,vs) | (W, vs) | (va,v6) | (s, 06)
| 2 3 4 3 6 3 4 5 0 2 3 4 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan verfex-graceful karena ada
beberapa sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.
f*(=mod)((vy,v,))

f*(=mod)((v,v3)) F*(~mod)((v,, v3))

(ﬁmod)((‘!,ﬁ, v4))

f*(=mod)((vs, —nmod)((m. vs))
(e (1)

f+(—1m0d)((vs»vﬁ))
Gambar 3.2.44 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf Ho (1)
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Dari definisi pemetaan diperoleh
fr(=mod)((vy,v2)) = f(v) + f(v;) =1+2 =3
fr(=mod)((vy,v3)) = f(v) + f(v3) =1+3 =4
fr(=mod)((vy,v3)) = f(vy) + f(v3) =2+3 =5
fH(=mod)((v3,vs)) = f(ws) + f(vg) =3 +4 =7
fH(=mod)((vs,vs)) = f(we) + f(vs) =4 +5=9
f*(~mod)((vs,v6)) = f(v4) + f(v) =4+ 6 =10
fH(=mod)((vs,v6)) = f(vs) + f(vs) =5+ 6 = 11.
Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.45 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy yang sudah dilabeli (I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.26 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hq (1)

f fH(=mod) ,
" Ket
vy | vz | vz | va | Vs | Ve | (01,02) | (v,v3) | (va,w3) | (v3,14) | (Wy,vs) | (vs, ve) | (vs,v6)
1 2|13(4|5]|6 3 4 5 ) 9 10 11 ldak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
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Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan
vertex-graceful pada graf H, dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.27 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy

o f i
vy | v | w3 | v | Vs | Vs | (0,v2) | (0, v3) | (2,03) | (W2, vs) | (W, vs) | (W, 06) | (Vs,06)

1 1 2 4 3 s 6 3 ] 6 0 1 2 B!
2 1 2141316 5 3 5 6 0 2 1 4
3 1 4 121513 6 5 3 6 0 1 4 2
4 1 4 |12 ]15|6 3 3 3 6 0 1 1 2
5 2 1 4 |3 |5 6 3 6 5 0 1 2 4
6 | 2 1 4 |36 5 3 6 5 0 2 1 4
712 4 1 6|3 5 6 3 5 0 2 4 1
8 (24 4 1 6 | 5 3 6 3 5 0 4 2 i
9 31516 1 2 4 1 2 4 0 3 5 6
10031516 11| 4 2 1 2 4 0 5 3 6
I3 (6|5 |21 4 2 1 4 0 3 6 5
12|13 (65|24 1 2 1 4 0 6 3 5
13 | 4 1 21513 6 5 6 3 0 1 4 2
14 | 4 1 2156 3 5 6 3 0 4 1 2
15 | 4 2 I 6 3 5 6 5 3 0 2 4 I
16 | 4 | 2 1 6|5 3 6 5 3 0 4 2 1
17151316 i (2 4 1 4 2 0 3 5 6
18 5|3 |6 1| 4 2 1 B! 2 0 5 3 6
19516 |3 | 4]2 1 4 1 2 0 6 5 3
20| 5|6 |3 |4 1 2 4 1 2 0 5 6 3
21 | 6 | 3 512 1 4 2 4 1 0 3 6 5
22 16 |3 | 5|24 1 2 R 1 0 6 3 5
2316|534 1 2 4 2 1 0 5 6 3
l_24 6 | 53|42 i 4 2 1 0 6 5 3
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Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-
graceful atau tidak.

Tabel 3.2.28 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hq

f f*(~mod)
No Ket
v (v | Vs | v | v | v | (v,v) | (v,v3) | (D2,03) | (¥3,04) | (Vs vs) | (Vasvs) | (w5, )

1 |1 |2|4]|3|5]°6 3 5 6 7 8 9 1 Tidak
2 1243|635 3 5 6 7 9 8 1 Tidak
81 1|4|2|5]|3]|6 5 3 6 7 8 1 9 Tidak
4 |1 |4|2]|5]|6]|3 5 3 6 7 1 8 9 Tidak
8l 2|1|4|3]|5] 6 3 6 5 7 8 9 1 Tidak
6 |2|1|4]|3]|6]S5 3 6 5 7 9 8 1 Tidak
71 2 )14|1)6)3] 5 6 3 5 7 9 1 8 Tidak
8 |2|4|1]6]|5]|3 6 3 5 7 1 9 8 Tidak
9 13|56 |12/ 4 8 9 ¥ 7 3 5 o Tidak
103|561 4|2 8 9 1 7 5 3 6 Tidak
m|3|lef|s|2|1]4 9 8 1 7 3 6 5 Tidak
2 13|6|5]|2]4]1 9 8 11 7 6 3 5 Tidak
3|41 |2]5]|3]6 5 6 3 7 8 1 9 Tidak
4|4 |1[2]5]6]3 5 6 3 7 11 8 9 Tidak
i 4 |2|1]6]|3] S5 6 5 3 7 9 11 8 Tidak
16]4]|2)1]16]5])] 3 6 5 3 7 11 9 8 Tidak
175|361 |2] 4 8 11 9 7 3 5 6 Tidak
I8{s5)3]6)1/|4] 2 8 1 9 7 3 t Tidak
19|56 (3421 1 8 9 7 6 5 3 Tidak
205|634 1] 2 1 8 9 7 5 6 3 Tidak
216 |3 (5|21 ] 4 9 1 8 7 3 6 5 Tidak
2|6 |3[5]|2]|4]1 9 1 8 7 6 3 5 Tidak
23 (6|53 |4[1] 2 1 9 8 7 5 6 3 Tidak
2416 |53 |4[2]1 1 9 8 7 6 5 3 Tidak

Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(Hg) = Z; merupakan pemetaan bijektif. Tetapi bukan pelabelan strong
vertex-graceful karena pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Jadi, graf Hy merupakan pelabelan vertex-graceful.
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j) Untuk graf H;y (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(H,,) = {vq, V3, V3, Vs, V5, Vg }.

Gambar 3.2.46 Ilustrasi V(H,,)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(H,o) = {1,2,3,4,5,6}.
v -1,
vy - 2,
vz P 3,
vy 4,
V5 = 5,
Vg P 6,

dan f*: E(H,o) - Z, dimanaq = 7.
(vj, ) » (f(vj) + f(vk)) mod 7, j#k
dan f*(—mod): E(H,) — {min{f(vj) + fw}, - ,maks{f(vj) + f(vk)}}

(v, i) = f(v) + F(w), j® k.

132




Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

Gambar 3.2.47 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf Hyo (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((wevs) = (f(w) + f(v)) mod 7 = (1 + 2) mod 7 = 3
FH((vev3)) = (F(w) + f(v3)) mod 7 = (2+3) mod 7 = 5
FH((vs,v4)) = (f(vs) + f(v)) mod 7 = (3 + 4) mod 7 = 0
F+((vs,v5)) = (f(v3) + f(v)) mod 7 = (34 5) mod 7 = 1
FH((v2,v6)) = (f(v3) + f(vs)) mod 7 = (3 + 6) mod 7 = 2
FH((va,v6)) = (f(vs) + f(v5)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3

fH((vs,v6)) = (f(vs) + f(ve)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.48 Pelabelan vertex-graceful Graf H;o yang sudah dilabeli (I)
Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.29 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy (1)

f f* ,
Ket
vy | va | va | vy | s | Vs | (1,v3) | (W2,v3) | (w3,v4) | (va,v5) | (vs,v6) | (v4,v6) | (vs,06)
| 2 3|4 5 6 4 5 0 1 2 3 4 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(—mod)((vs, vs)) f*(=mod)((vs, ve))

Gambar 3.2.49 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hyq (1)
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Dari definisi pemetaan diperoleh

fH(=mod)((vy,vs)) = f(v)) + f(vs) =1+3 =14
fr(=mod)((vo,v3)) = f(v)) + f(vs) =243 =5
fr(-mod)((vs,v4)) = f(v3) + f(vy) =3+ 4 =7
fH(~mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =3+5=8
fr(-mod)((vs,ve)) = f(v3) + f(vg) =3+6=9
f*(=mod)((vs,v6)) = f(vs) + f(v) = 4+ 6 = 10
f*(=mod)((vs,ve)) = f(vs5) + f(v6) =5+6 = 11.
Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.50 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hyo yang sudah dilabeli(l)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.30 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy, (1)
f f*(—~mod)

Ket
vy | vy | v3 | vs | vs |V | (01,v3) | (va,v3) | (va,vs) | (v3,v5) | (v3,v6) (v4,v6) | (vs,v6)

11213 |4[5]6 El 3 7 8 9 10 11 Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.




Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan

vertex-graceful pada graf H,, dapat dilihat pada tabel berikut:

fi-
(v3,v5) | (v3,v6) | (v4,06) | (v5,06)

XV

X

o

Xn

ol

XI

(vs, 1’4)

(v3,v3)

IX

(vy,v3)
Vi

Tabel 3.2.31 Pelabelan vertex-graceful Graf Hyg

Vs

viI
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VLV IV
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0

0

0
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w
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(3% ]
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E=
L

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-
graceful atau tidak.

Tabel 3.2.32 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hyg

f f*(~mod)
No Ket
vy | vy | V3 | v | Vs | Vs | (0,13) | (V2,v3) | (Ws,4) | (v3,75) (v3,v6) | (va,vg) | (v5,v6)

I eV VL VE ] v Vil IX X X1 X1l X1 X1V XV
1 1 2 B 3 6 5 5 6 7 10 9 8 11 *
2 i 2 4 6 3 5 6 10 7 9 i1 8 *
3 1 3 2 4 6 b 3 5 6 8 7 9 11

4 1 3 2 6 4 5 3 5 8 6 7 11 9

5 1|13 |4 |25 6 5 7 6 9 10 8 11 ¥
6 1 3 4 5 2 6 5 7 9 6 10 11 8 *
7 1 | 41213 ]5 6 3 6 5 7 8 9 11

8 1 4 2 5 3 6 3 6 7 5 8 11 9

9 115]312]6 4 4 8 5 9 7 6 10 *
10 | 1 5 3 6 2 el 4 8 9 5 7 10 6 &
11 1 5 6 3 4 2 T 11 9 10 8 5 6 -
12 1 | 5|1 6|43 2 7 11 10 9 8 6 5 *
13 | 2 1 1 3 6 2 6 5 7 10 6 5 11 *
14 | 2 1 4 6 3 5 6 5 10 7 9 11 8 *
o] 2 5 1 6 4 1 8 6 11 9 5 10 | s
16 | 2 3 5 6 1 4 7 8 11 6 9 10 5 ¥
17 | 2 3 6 4 5 1 8 9 10 11 7 S 6 ¥
18|23 |65 4 1 8 9 11 10 7 6 5 ¥
1912]4 |1 5|6 3 3 5 6 7 B 8 9 ¥
20| 2 | 4 {6135 3 3 p 7 6 1 9 8 "
21216 |1 |3 |4 5 3 7 1 5 6 8 9 *
g2 2 6 1 4 3 5 3 7 5 4 6 9 8 *
23| 2 6 4 1 5 3 6 10 5 9 7 4 8 .
24 | 2 6 4 5 1 3 6 10 9 5 7 8 4 *
25 13 |1 | 2|46 5 5 3 6 8 7 9 11

26 | 3|1 2 164 5 5 3 8 6 7 11 9
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I | jm|v|v|vi{vi| vi IX X X1 X1 X111 XIV | XV
65| 6 | 3|5 |2]4]1 1 8 7 9 6 3 5

66 | 6 |3 |5 |4|2]1 1 8 9 7 6 5 3
67|64 |3 [2]5]1 9 7 5 8 4 3 6 *
68 | 6 |4 |3 |5})2]1 9 7 8 5 4 6 3 *
69|6|4|5|1]|3]|2 1 9 6 8 7 3 5
70645312 1 9 8 6 7 5 3

M6 |5|3|1|4]2 9 8 4 7 5 3 6 *
2 6|53 |4]|1]|2 Y 8 7 4 5 6 3 *

Keterangan:

“*” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(Hyo) = Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf H,, merupakan pelabelan vertex-graceful.

k) Untuk graf H;; (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(Hy4) = {vy, V2, V3, Vs, Vs, Vs }-

o

Gambar

3.2.51 llustrasi V(H;4)

— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(Hyy) = {1,2,3,4,5,6}.

vy~ 1,
vy, » 2,
v 3,
vy P4,
Vs — 5,

Vg P 6,
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dan f*: E(Hy;,) = Z, dimana q = 7.
(vj, ) ~ (f(vj) +f(vk)) mod 7, j#k
dan f*(—~mod): E(Hy,) — {min{f(vj) + f(w)}, -, maks{f(v;) + f(vk)}}

(vjka) b f(v}) + f(vk), j # k.
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan vertfex-

graceful.

f+((v|r1’3)) f+((V2-v3))

f+((U3J (v" v5))
f(vy) : @

f+((v4,v((v5,v6))

Gambar 3.2.52 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H; (1)
Dari definisi pemetaan diperoleh

FH((y,v3)) = (Fws) + f(v2)) mod 7 = (1 + 2) mod 7 = 3
fH((v2,v3) = (f(w2) + f(v3)) mod 7= (2+3)mod 7 = 5
F+((v3,v8)) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (3 +4) mod 7 = 0
FH((vs,vs)) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (3+5)mod 7 = 1
FH((vevs)) = (F(vs) + f(v5)) mod 7 = (4 +5) mod 7 = 2
fH((va,v6)) = (f(vs) + f(vg)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3

f*((vs,vﬁ)) = (f(v5) - f(vﬁ)) mod7=(5+6)mod7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.53 Pelabelan vertex-graceful Graf H;; yang sudah dilabeli (I)
Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.33 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy; (1)

f f* )
I . T . I Ket
vy | V2 ‘ vy | vy | Vs | v | (vy,v3) | (vo,v3) | (w3,vy) | (va,vs) | (wa,vs) | (va,v6) | (Ws,v6)
1 2 3 4 5 6 4 5 0 1 2 3 4 Tlidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f+(—|m0d)((v1,v3)) f+("'”0d)((vz:v3))

f*(~mod)((vs, vy) f*(~mod)((vs,vs))

+(ﬂmod]((v4, Vs)

f*(~mod)((v4, v5)) *(~mod)((vs, vs))

Gambar 3.2.54 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy, (1)
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Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(=mod)((vy,vs5)) = f(v) + f(vz) =143 =4
f*(=mod)((vy,v3)) = f(vy) + f(v3) =2+3 =5
fr(=mod)((vs,v)) = f(v3) + f(v)) =3 +4=7
f+(=mod)((vs,vs)) = f(vs) +f(vs) =3 +5=8
f(—=mod)((va,vs)) = f(vy) + f(vs) =4+5=9
f*(~mod)((vs,v6)) = f(va) + f(ve) =4+ 6 = 10
ft(=mod)((vs,ve)) = f(vs) + f(vg) =5+ 6 = 11.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.55 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H,, yang sudah dilabeli(I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.34 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy, (1)

f f*(—mod) -
v, | vy |v3 | vy | v | v | (0,v3) | (v2,v3) | (v3,v,) | (W3,v5) | (v, v5) | (Ve vg) | (vs,v6)
: 11213 4J 516 4 5 7 8 9 10 11 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
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Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan

vertex-graceful pada graf H; dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.35 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy,

No 3 £
vy | va | va | vs | vs | Ve | (v, v2) | (V2,v3) | (Va,v) | (Wa,05) | (W, vs5) | (Vs W6) | (Ws,6)
1 1 2 4 3 6 5 5 6 0 3 2 1 14
2 1 2 4 6 3 5 5 6 3 0 2 4 1
3 1 4 2 3 5 6 3 6 5 0 1 2 4
4 1 4 2 5 3 6 3 6 0 5 1 4 2
5 2 | 4 3 6 5 6 5 0 3 2 | 4
6 2 1 4 6 3 5 6 5 3 0 2 4 1
& 2 4 1 5 6 3 3 3 6 0 4 1 2
8 2 4 i 6 5 3 3 5 0 6 4 2 i
9 3 3 6 1 2 4 2 4 0 1 3 5 6
e 3 S 6 2 1 4 2 4 1 0 3 6 5
i 3 6 5 2| 4 1 1 4 0 2 6 3 5
125 3 6 5 4 2 1 1 4 2 0 6 5 3
13 | 4 1 2 3 5 6 6 3 5 0 1 2 4
14 | 4 1 2 5 3 6 6 3 0 5 1 B} 2
IS5 | 4 2 I 5 6 3 ] 3 6 0 RS | 2
16 | 4 2 1 6 5 3 5 3 0 6 4 2 1
B 5 3 6 1 2 4 4 2 0 1 3 5 6
18 | 5 3 6 2 1 4 4 2 1 0 3 6 5
19| 5 6 3 | -4 " 1 2 4 0 5 3 6
20| 5 6 3 4 1 2 1 2 0 -+ 5 6 3
21 6 3 5 2 4 1 4 1 0 2 6 3 5
221 6 | 3 5 4 2 | 4 1 2 0 6 5 3
23l 6 5 3 | 4 2 2 | 4 0 5 3 6
24 6 5 3 4 1 2 2 I 0 4 5 6 3
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Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-

graceful atau tidak.

Tabel 3.2.36 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy,

f f*(=mod)
No Ket
vi | vy | w3 | vy | s | Vs | (v,v3) | (v2,03) | (vave) | (v3,95) | (v vs) | (w4, 05) (vs, vs)
1 1 2 e 3 6 5 5 6 7 10 9 8 11 ¥
P 1 2 4 6 3 5 5 6 10 7 9 11 8 *
3 1 4 2 3 5 6 3 6 5 7 8 9 11
4 1 R 2 5 3 6 3 6 7 5 8 11 9
5 2 1 R 3 6 5 6 5 7 10 9 8 11 .
6 2 1 4 6 3 5 6 5 10 7 9 11 8 .
7 2 kS 1 5 6 3 3 3 6 ) 11 8 9
8 214 1 6 |5 3 3 5 7 6 11 9 8
9 3 5 6 i 2 + 9 11 7 8 3 5 6
10| 3 5 6 2 1 A 9 11 8 7 3 6 5
11 3 6 5 2 B 1 8 11 7 9 6 3 5
12 3 6 5 4 2 1 8 11 9 7 6 5 3
13 | 4 1 7 3 5 6 6 3 7 8 9 11
14 | 4 1 2 5 3 6 6 3 7 5 8 11 9
151 4| 2 1 5 6 3 5 3 6 7 11 8 9
16 | 4 2 1 6 5 3 5 3 T 6 11 9 8
L 3 6 1 2 4 11 9 7 8 3 5 6 *
18 | 5 3 6 2 i 4 11 9 8 7 3 6 5 »
19| 5 6 3 1 4 2 8 9 ] 7 5 3 6
20 | 5 6 3 4 1 2 8 9 7 4 5 6 3
21| 6 | 3 5 2| 4 1 11 8 7 9 6 3 5 *
22 6 3 5 ! 2 1 11 8 9 7 6 3 3 *
23 (6|53 |1 4 2 9 8 4 7 5 3 6
24 | 6 | 5 3 4 1 2 9 8 7 4 5 6 3
Keterangan:

“*” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(Hy;) = Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf H,; merupakan pelabelan vertex-graceful.
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1) Untuk graf H;,(ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(H;,) = {vq, V5, V3, Vs, Vs, Vg ).

(»)

G

Gambar 3.2.56 Ilustrasi V(H;5)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(Hy,) = {1,2,3,4,5,6}.
vy =1,
vy - 2,
vz » 3,
v, P4,
vs » 5,
Ve P 6,

dan f*: E(H;,) = Z; dimanaq = 7.
), v) = (f(vj) + f(vk)) mod7, j#k

dan f*(—~mod): E(Hy3) — {min{f(vj) + f(vk)},'-‘,maks{f(vj) + f(vk)}}

(v, vi) = f(vy) + F(wp), j k.




Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verrex-

graceful.

f+((L’1-U2))

vy, v3) *((va,v4))
f"((v3, (3 ((U.;. Vs))

Ne

Gambar 3.2.57 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H;, (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((,v2) = (fFwy) + f(v,)) mod 7= (1 + 2) mod 7 = 3
FH((wav3) = (f(v) + f(v3)) mod 7 = (24 3) mod 7 = 5
fH{(va,vy)) = (f(w) + f(vy)) mod 7= (2+4) mod 7 =6
(v, vs)) = (f(vy) + f(vs)) mod 7 = (24 5) mod 7 = 0
FH((3,v5)) = (F(ws) + f(vs)) mod 7 = 3+ 5) mod 7 = 1
(s vs)) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (4 + 5) mod 7 = 2

fH((vs,v6)) = (f(vs) + f(vg)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.58 Pelabelan vertex-graceful Graf H,, yang sudah dilabeli (I)
Karena f*:E(H;;) = Z; merupakan pemetaan bijektif maka pelabelan di atas
merupakan pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.37 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy; (I)

f f*

Vy | V2 | V3 | Vg | Vs | Vg (v1,v2) | (va,v3) | (v2,v) | (v2,v5) | (v3,vs) | (v, vs) | (vs,v6)

Ket

112 (34|56 3 5 6 0 1 2 4 | Ya

b

Keterangan:
“Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(Hy3) - Z; merupakan pemetaan bijektif.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

"+ (—mod)((vy,v,))

f*(~mod)((vy, v3) +(~mod)((v2,v4))

f*(—-mod)((v3,v5)) +(ﬁm‘7d}((1’4: vs))

*(—-mod)((vs, v6))

Gambar 3.2.59 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H;, (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(=mod)((vy,v2)) = fw) + f(w)) =1+2=3
f*(=mod)((v2,v3)) = f(v2) + f(v3) =2+3=5
Fr(amod)((v,v4)) = f(W) + f(v) =2+4=6
fH(=mod)(vy, vs)) = f(wv2) + f(vs) =2+5=7
f*(=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =3 +5=18
f+(~mod)((vs, vs)) = f(vy) + f(vs) =4 +5=9

fH(=mod)((vs,v5)) = f(vs) + f(vs) =5+ 6 = 11.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.60 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H;, yang sudah dilabeli(I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.38 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy; (1)

f f*(—~mod) [

Ket
vy | va | vg | v | vs | v | (W, 1) | (02,13) | (wa,v) | (wa,v5) | (vs,v5) | (w4, v5) | (vs,v6)
11211314 { 516 3 5 6 7 8 9 11 Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan
vertex-graceful pada graf H,, dapat dilihat pada tabel berikut:
Tabel 3.2.39 Pelabelan vertex-graceful Graf H,
f fo
No ; = =
o 8 e 0 I vy | vs | Ve | (0,vg) | (va,v3) | (va,vs) | (vo,ws) | (vs,vs) | (vs,vs) | (vs,v6)
| miorjmnvi v |vi|vil Vil IX X X1 X1 X X1V
1 | 2 3 415 6 3 5 6 0 1 2 4
2 |1 |2|43]|5]6 3 6 5 0 2 1 4
3 1 3 2 51 4 6 4 5 1 0 6 2 3
4 |1 |3|5|2|4]6 4 I 5 0 2 6 3
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| B WAy [V pENVET N VI IX X XI X1 XHI X1V
43 | 6 | 3 5 1 2 4 2 1 4 5 0 3 6
4|1 6 | 3 5 4 1 2 2 1 0 4 6 5 3
45 | 6 | 4 2 513 1 3 6 2 0 5 1 4
46 | 6 | 4 5 213 i 3 2 6 0 1 5 B
47 | 6 | 5 3 4 | 2 1 ) 1 2 0 5 6 3
48 | 6 | 5 4 3 2 1 4 2 1 0 6 5 3

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-

graceful atau tidak.

Tabel 3.2.40 Pelabelan strong veritex-graceful Graf H,

f f*(-mod)
No Ket
vy | va | vs | ve | vs | Ve | (v2) | (Wa,v3) | (wa,v4) | (02,05) | (v3,v5) | (v,v5) | (vs5,v6)

I VAN VYR VIl IX X X1 X1 X1 X1V XV
1 | 2 3 5 6 3 5 6 7 8 9 11

2 1 2 4 3 5 6 6 5 7 9 8 11

3 1 3 2 5 4 6 4 5 8 7 6 9 10 *
4 1 3 5 2 4 6 4 8 5 7 9 6 10 ¥
5 I 4 2 3 6 5 5 6 7 10 3 9 I .
6 1 4 2 6 5 3 3 6 10 9 7 11 8 *
7 | 4 3 2 6 5 5 7 6 10 9 8 it »
8 1 4 6 2 5 3 5 10 6 9 11 7 8 %
9 2 1 4 = 3 6 3 5 6 4 7 8 9 ¢
10| 2 1 4 6|5 3 3 5 7 6 9 11 8

11 2 1 5 -+ 3 6 3 6 3 + 8 7 9 *
2 2 1 6 4 5 3 3 7 5 6 11 9 8

134 2 4 | 6 3 5 6 5 10 7 4 9 8 *
14 2 4 6 | 3 5 6 10 5 T 9 4 8 *
15121 6 3 4 | 5 8 9 10 7 4 9 6 *
16 | 2 6 4 3 1 5 8 10 9 7 5 4 6 o
i 3 2 1 6 5 4 5 3 8 1 6 11 9

18 | 3 2 6 1 5 4 5 8 3 1 11 6 9

iy 3 5 2 6 4 1 8 7 11 9 6 10 5 ¥
201 3 5 B 6 1 2 8 9 11 6 5 7 3

21 3 5 6 2 4 | 8 11 7 9 10 6 5 *
22 3 5 6 -+ 1 2 8 11 9 6 7 5 3
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6 7
28| 4 )21 |5|3/|6 6 3 7 5 4 9
29| 4|2 |3[1|6]S5 6 5 3 8 9 11
30| 4|2|5[1[3]6 6 7 3 5 8 4 9
3|4 |5|1|6|2]3 9 6 1 7 3 8 5
2|4 |5|6]|1]2]3 9 1 6 7 8 3 5
3(s5(1]|3]|4]|]6] 2 6 4 5 7 9 10 8
4 (5|1 |4|3[6] 2 6 5 4 7 10 9 8
355|131 ]6)4]|2 8 4 9 7 5 10 6
366|536 |1 |4]2 8 9 4 7 10 5
371561 [3]2]4 1 7 9 8 3 5 6
38|5(6|2|3|4]1 11 8 9 10 6 7 5
9 |5|6 (3|1 |2]4 11 9 7 8 5 3 6
40|56 |3[2]4]1 11 9 8 10 7 6 5
416 |3 |1 |5|2] 4 Y 4 8 5 3 7 6
2634|512 9 7 8 4 5 6 3
436 |3 |5]|1|2] 4 9 8 4 5 7 3 6
4416135141112 9 8 7 4 6 5 3
45 | 6 4| 2|53 10 6 9 7 5 8 4
46 1 6 141|523 1 10 9 6 8 5 4
4716 (5|3 |4|2]1 11 8 9 7 5 6 3
48| 6|5 |4 |3]|2]1 1 9 8 7 6 5 3

Keterangan:

“*” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan verfex-graceful karena
f*:E(Hy;) » Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf Hy, merupakan pelabelan vertex-graceful.
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m)Untuk graf H;; (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(H;3) = {vy, V2, V3, V4, Vs, Vg ).

Gambar 3.2.61 llustrasi V(H,3)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(H;3) — {1,2,3,4,5,6}
vy~ 1,
vy, P 2,
vz » 3,
vy P 4,
vg - 5,
Vg - 6,

dan f*: E(H,3) = Z; dimanaq = 7.
(vj, vk) » (f(vj) + f(vk)) mod 7, j#*k

dan f*(—mod): E(H,3) = {min{f(vj) + f(vk)}, ---,maks{f(vj) - f(vk)}}

(v, v) = f(v)) + F (), j # k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

(v vy)

f1(@zrvs) @ [ (@2v0)
f+(( 3 5)) f+((‘74:”5))
V3,7 @

f+((U5: Vﬁ))

Gambar 3.2.62 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H;; (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(v,vy) = (f(w) + f(vy)) mod 7 = (1 + 2) mod 7 = 3
FH((w,v3) = (f(v2) + f(v3)) mod 7= (2+3)mod 7 =5
fH((w2ve)) = (f(w2) + f(vs)) mod 7 = (2+ 4) mod 7 = 6
FH((vs,v0)) = (f(v3) + f(vs)) mod 7 = (3 + 4) mod 7 = 0
FH((vs,vs)) = (F(ws) + f(v5)) mod 7= (34 5)mod 7 = 1

fH((va,vs)) = (f(va) + f(vs)) mod 7 = (4 +5) mod 7 = 2

fH((vs,v6)) = (f(vs) + f(ve)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut;

Gambar 3.2.63 Pelabelan vertex-graceful Graf H,3 yang sudah dilabeli (I)

Karena f*:E(H,3) = Z; merupakan pemetaan bijektif maka pelabelan di atas

merupakan pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.41 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy; (I)

f Iz ,
Ket
vy | va | vs | vs | vs | v | () | (Wva) | (V2ivy) | (v3,v4) | (v3,05) | (W4,v5) | (ws,v6)
1 (2|3 [4[5](6 3 -] 6 0 1 2 4 Ya
Keterangan:

“Ya” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan verfex-graceful karena
f*:E(H,3) = Z, merupakan pemetaan bijektif.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

*(—-mod)((ul, vz))

f*(=mod)((vs,ve))

Gambar 3.2.64 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H;; (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fr(=mod)((vy,v2)) = f(v)) + f(v;) =1+2=3
fr(~mod)((v2,v3)) = f(v)) + f(v3) =2+3=5
fr(=mod)((v2,v)) = f() + f(vy) =2 +4=6
fH(=mod)((vs,vs)) = f(v3) + f(vy) =3+ 4 =7
f*(=mod)((v3,vs)) = f(v3) + f(vs) =3+5=8
f*(=mod)((vs,vs)) = f(vy) + f(vs) =4+5=9

fH(=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =5+ 6 = 11.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.65 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H,; yang sudah dilabeli (I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.42 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hys (1)

f f*(=mod) 5
et
Vi |V | Vs | W | Vs | Vg | (,12) | (Wo,v3) | (v2,vy) | (v3,v) (v, vs5) | (v4,v5) | (vs,v6)
11234516 3 5 6 7 8 9 11 Tidak
Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan
vertex-graceful pada graf H,, dapat dilihat pada tabel berikut:
Tabel 3.2.43 Pelabelan vertex-graceful Graf Hs
f +
No !
Vi | V2 | V3 | Vs | U5 | Vs | (v1,05) | (wpw3) | (v21) (v3,v3) | (v3,v5) | (vg,vs) (vs,v¢)
L (mfmf{v|v|vi|fvia| v IX X XI X1 X1l X1V
bl 1]2)13|a4]|5] 6 3 5 6 0 | 2 4
2 |1|2|4(3]|5]6 3 6 5 0 2 1 4
3|1 (325|466 4 5 1 0 6 2 3
4 1|3 |5|2]4]6 4 I 5 0 2 6 3
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I I |mjv| v |vl|vl vin IX X XI X1 X1 X1V
5 2| 4 1 3 5 6 5 3 0 4 2 1
6 2 | 4 6 1 3 5 6 3 5 0 2 4 1
7 216 3 4 1 5 1 2 3 0 4 5 6
8 21614 3 1 5 ! 3 2 0 5 4 6
9 3 2 1 6 |5 Bl 3 3 1 0 6 4 2
10| 3 2 6 1 5 1 5 1 3 0 4 6 2
il 3 | 6|25 1 4 2 1 4 0 3 6 3
12| 3 6| 5 2 1 4 2 4 1 0 6 3 5
13 | 4 1 2 516 3 5 3 6 0 1 4 2
14 | 4 1 5 216 3 5 6 3 0 4 1 2
15| 4|5 1 6| 2 3 2 6 4 0 3 1 5
16 | 4|5 6 1 2 3 2 4 6 0 1 3 5
i l 31446 2 6 4 5 0 2 3 !
18 | 5 1 4 316 2 6 5 4 0 3 2 1
i1 5 3 1 6 | 4 2 1 1 2 0 5 3 6
201 5| 3 6 1 4 2 1 2 1 0 3 5 6
21 | 6 4 2 5 3 1 3 a 6 2 0 5 1 4
22 [ 6 | 4 5 213 1 3 2 6 0 1 5 A
23| 6| 5 3 412 1 4 1 2 0 5 6 3
‘j4 6 5 4 3 2 1 4 2 1 0 6 5 3

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-

graceful atau tidak.

Tabel 3.2.44 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy3

No 4 B, Ket
Vi | V2 | V3 |V |05 | v | (,03) | (vo,13) | (V2uy) | (ws,1) | (vs, vs) | (v, vs) | (vs,v6)

I I IV V|VI|VI VIl IX X XI X1 X1 X1V XV
1 I 2 3 4 5 6 3 5 6 7 8 9 11

2 1 2 4 3 B 6 3 6 5 7 9 8 i1

3 1 3 2 5 4 6 4 5 8 6 9 10 *
4 1]3)5)]2]|4 6 4 8 5 7 9 6 10 .
3 2 4 | 6 3 5 6 5 10 7 4 9 8 »
6 | 2|46 |1]3 5 6 10 3 7 9 A 8 e
7 2 6 3 4 I 5 8 9 10 7 4 3 6 *
8 2 6 R 3 1 3 8 10 9 7 5 4 6 *

=
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| I |mj{Ivyiv ViV VIl [X X X1 XII X111 X1V XV
9 3 2 1 6 5 4 5 3 7 6 11 9

10 | 3 2 6 1 5 4 5 8 3 7 11 6 9

i1 |3 ]6 2 5 1 ! 9 8 11 7 3 6 5

1213 6 512 i 4 9 11 8 7 6 3 5

13 | 4 1 2 516 3 5 3 6 7 8 11 9

14 1 1 5 2] 86 3 5 6 3 7 11 8 9

1591 4 | 5 1 6 | 2 3 9 6 11 7 3 8 5

16 | 4 5 6 1 2 3 9 11 6 7 8 3 5

bl S 1 3 4 6 2 6 A 5 7 9 10 8 4
18 | 5 1 4 3 6 2 6 5 4 7 10 9 8 ¥
19 5 3 1 6 | 4 2 8 4 9 4 5 10 6 *
20 | 5 3 6 1 4 2 8 9 B 7 10 5 6 *
211 6 | 4 2 513 | 10 6 9 7 3 8 4 o
22 |1 6 | 4 5 2 3 1 10 9 6 7 8 5 4 *
231 6 | 5 3 4 12 1 11 8 9 7 5 6 3

24 | 6 5 4 3 2 1 11 9 8 7 6 5 3

Kctefhngan:
“*” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan verfex-graceful karena
f*:E(H,3) = Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf H,3; merupakan pelabelan vertex-graceful.

n) Untuk graf H;, (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(H14) = {vl, Uy, V3, Uy, Vs, ve}.

Gambar 3.2.66 Ilustrasi V(H,,)
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— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(Hy4) — {1,2,3,4,5,6}.

vy 1,
vy & 2,
v3 - 3,
vy P 4,
Vg P 5,
Ve P 6,

dan f*: E(H;4) = Z, dimanag = 7.
(v, vx) » (f(vj) + f(vk)) mod 7, j*k
dan f*(—~mod):E(Hy,) — {min{f(vj) + f(vk)}, --‘,maks{f(vj) + f(uk)}}

(vi, o) » f(v;) + F(w), ¥k
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

+((V1-Ug)) f+((v2'v3)

f* ((vh U4))
f+((V3'V4)

Gambar 3.2.67 Ilustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf Hy4 (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fH((vy,v5) = (f(vy) + f(v3)) mod7=(1+3)mod 7 = 4

fH((wuve)) = (f(w) + f(v))) mod 7 = (1 4+ 4) mod 7 = 5
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f+((vz,173)) = (f(vz) + f(vg)) mod7=(2+4+3)mod7 =5

fH((v2vs5)) = (f(vo) + f(vs)) mod 7 = (2 + 5) mod 7 = 0

fH((va,vs)) = (f(v3) + f(vy)) mod 7= (3+4) mod 7 =0

f+((173,175)) = (f(va) + f(vs)) mod7=3+5 mod7 =1

FH(ws,v6) = (F(w3) + f(s)) mod 7 = (3 + 6) mod 7 = 2.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.68 Pelabelan vertex-graceful Graf GG) yang sudah dilabeli (I)

Karena ada beberapa sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di

atas bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis

dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.45 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy4 (I)

p

ff

l

Ket
v |V |3 |y | Vs | Vg | (0,v3) | (1) | (W2,v3) | (vo,v5) | (v3,v4) | (va,v5) | (v3,v6)
| 2 314 3 6 4 5 5 0 0 | 2 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
beberapa sisi yang mempunyai label yang sama.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

*(mod)((v1,v5))  f*(-~mod)((v2,v3)

f * (—~mod)((vy, v4)) f*(~mod)((vy, vs))

f*(~mod)((vs, vs)

fHmod)((vs,v8))]  f*(~mod)((v3, v5)) \ f (%)

Gambar 3.2.69 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H 4 (1)

Dari definisi pemetaan diperoleh
ft(=mod)((vy,v3)) = f(v)) + f(vs) =1+3 =4
fr(-mod)((vy,vs)) = f(v)) + f(v)) =1+4=5
f*(~mod)((vo,v3)) = f(v) + f(vs) =243 =5
f(=mod)((vy,vs)) = f(vy) + f(vs) =2+ 5=7
fr(=mod)((v3,vs)) = f(v3) + f(v)) =3+4 =7
f*(~mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =3 +5=8

fH(=mod)((vs,v6)) = f(v3) + f(vg) =3+ 6=09.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.70 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H,4 yang sudah dilabeli(T)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.46 Pelabelan sirong vertex-graceful Graf Hy4 (1)

f f*(—=mod)
Ket

vy | va | v3 | vs | vs | ve | (vv3) | (v1,v) | (va,v3) | (v2,v5) | (v3,v4) | (w3,05) | (vs,v6)

1121314 )|5]6 4 S 5 7 7 8 9 Tidak
Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan
vertex-graceful pada graf H,, dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.47 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy4
o f i
v | v | v | Ve | vs | Ve | (U,v3) | (01.vs) | (Va,v3) | (vp,vs) | (v3,0) | (v3,%5) | (vs,v%)

I mimiwv:! vivilivi Vil IX X X1 X1 X1m X

1 1 2 4 3 6 5 3 5 6 1 0 3 2

2 1|26 |53 4 3 0 1 5 4 2 3

3 1 3 6 5 Z 4 4 0 2 5 4 1 3

B! 1 4 2 3 5 6 5 3 6 2 5 0 1

51|43 |5]6]:2 5 4 0 3 1 2 5

6 1 5 2 3 9 6 6 3 0 2 5 6 1

7{1{6(3|5|4]2 0 4 2 3 1 0 5

8 |1 |64 |3 [2]S:s 0 5 3 [ 0 6 2
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1 IR IV 4 V| Ve VH VI IX X XI X1 X1 XIv
45 | 6 | 4 1 | | 3 3 0 5 2 3 6 4
46 | 6 | 5 1 2| 4 3 4 0 6 2 3 5 4
47 | 6 | 5 | 3 | 4 1 2 4 2 1 6 0 A 5

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-
graceful atau tidak.

Tabel 3.2.48 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy4

No ! i Sl Ket
v | v | Vs | v | W | Vs | (0w3) | (i) | (vws) | (0, 05) | (wa,w4) | (03,05) | (w3, 0)
T j{njmjiviviviivit| v X X X1 X1 X1 XIV | XV
1|1 |2|4]|3]6]|S5s 3 5 6 8 7 10 9 *
211|2]6|5]|3]| 4 7 8 5 11 9 10 *
3l 1]|3]|6[|5]|2] 4 4 7 9 5 1 8 10 *
4 |1 |(4|2(3|5]6 5 3 6 9 5 7 8 *
s|1|4|3]|5|6]2 5 4 7 10 8 9 5 .
81 1]|5]|2]3]14]6 6 3 7 9 5 6 8 .
711]6|3|5|a]2 7 4 9 10 8 7 5 *
8 (16|43 /2]s+5 7 5 10 8 7 6 9 .
9 |2|1]|4]|6]|3]|S5 3 6 5 4 10 7 9 *
0|2|3|4]6]|1]|5 5 6 7 4 10 5 9 *
m|2(4|1(6|5]3 6 3 5 9 7 6 4 *
1224|5361 6 7 9 10 8 11 6 *
3|2 (5|1]|6]|4]3 7 3 6 9 7 5 4 *
M(2|5|6|3|1] 4 7 8 1 6 9 Y 10 *
1512165341 8 7 11 10 8 9 6 *
6|3]|1]|6)2|5]|4 4 9 7 6 8 1 10 .
17({3)2)|4)1|6] s 5 7 6 8 5 10 9 *
183 |4 |2]|1|5]6 7 5 6 9 3 7 8 *
19|34 |5]2]6] 1 7 8 9 10 7 1 6 *
203 (5|2]|1]4]6 8 5 7 9 3 6 8 *
21 |3 |56 |21 ] 4 8 9 11 6 8 7 10 *
2(3|6|4|1|2]5 9 7 10 8 5 6 9 *
2313|6524/ 9 8 1 10 7 9 6 *
244125136 5 6 3 4 7 5 3 *
25 4|1 |3]6]|5] 2 5 7 4 6 9 8 5 *
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Keterangan:

“*” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(Hy4) = Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf H,, merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan strong vertex-

graceful.
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0) Untuk graf H;s (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(H;5) = {vy, V3, V3, V4, Vs, Vg }-

Gambar 3.2.71 Ilustrasi V(H;s)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(Hys) — {1,2,3,4,5,6}
v e 1,
vy & 2,
vz = 3,
vy P 4,
vg = 5,
Vg - 6,

dan f*: E(H,5) = Z, dimana q = 7.

W, vi) = (f(v) + f(w) mod 7, j#k

dan f*(=mod): E(H;s) — [min{f(vj) + f(vy)}, -+, maks{f(v;) + f(vk)}}

(v, v) = f(v) + f(w), j# k.
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Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verrex-

graceful.

f+((b’2- Vs))

f+((”3n"4)) f+((U3-v5))

fH((vs.v6))

o)

fve

Gambar 3.2.72 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H;s (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
FH((w,vs) = (f(w) + f(vs)) mod 7= (1 +3) mod 7 = 4
ff((wyve))=(fw) + f(wvy)) mod7=(1+4)mod 7 =5
F*((wv3) = (f(vy) + f(v3)) mod 7 = (24 3)mod 7 = 5
FH((W2v5)) = (f(v,) + f(vs)) mod 7 = (2 + 5) mod 7 = 0
FH((wsva) = (fws) + f(v)) mod 7 = (3 +4) mod 7 = 0

f+((v3,v5)) = (f(vg) + f(vs)) mod7 =345 moed7=1

fH((vs,v6)) = (f(vs) + f(vg)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.73 Pelabelan vertex-graceful Graf H,s yang sudah dilabeli (I)
Karena ada beberapa sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di
atas bukanlah pelabelan verfex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis
dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.49 Pelabelan vertex-graceful Graf Hs (1)

4 f*

Ket
[ [ | 5 | =
vy [ vp | vz | vy | vs | v | (vy,v3) | (vy,w) | (vp,v3) | (v,vs) | (v3,vy) | (v3,v5) | (Ws,ve)
1 2 3|4 5 6 4 5 5 0 0 1 4 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
beberapa sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

+(—‘m0d)((”::v3)) f+(_'"19d)((172:'73)

f+("m0d)((v1v V4))

f+(—|m0d)((v3,!/’4)) f*(ﬁmod)((vmvs))

[+(—'mod)((vs- vﬁ))

Gambar 3.2.74 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hys (1)
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Dari definisi pemetaan diperoleh

f+(_1m0d)((v1,133)) =fv)+f(vz)=1+3=4

fH(=mod)((vy,vs)) = () + f(v)) =1+4=5

f+(—;mod)((v2, 173)) =f(v))+f(v3) =2+3=5

FH(=mod)((v,vs)) = f(w) + fws) =2+5=7

f+(_1m0d)((v3:v4)) =f(vs))+f(vy) =34+4=7

f*(-=mod)((vs,vs)) = f(v3) + f(vs) =3+5=8

f*(~mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(v6) =5+ 6 = 11.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.75 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H;s yang sudah dilabeli ()

Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah

pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.50 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H,s (1)

f f*(=~mod)
Ket
vy | va | v3 | v | vs | ve | (vvs) | (v,vy) | (Vo,v3) | (w2,v5) | (v3,v4) | (v3,05) | (v5,v6)
} | 2 3 4 5 6 4 5 5 7 7 8 11 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena

pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
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Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan

vertex-graceful pada graf H,s dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.51 Pelabelan vertex-graceful Graf Hs

o f o
vy | vy | va | s | U5 | v | (Wiva) | (1) | (03,v3) | (03,05) | (W, 1) | (w3, v5) | (v3.76)

l 1 3 B 2 5 6 5 3 0 1 6 2 B
2 1 9 2 A 6 3 3 5 0 4 6 1 2
3 2 3 4 1 9 6 6 3 0 1 3 2 4
4 2 6 1 4 3 5 3 6 0 2 5 4 1
5 3 | 6 5 4 2 2 1 0 5 4 3 6
6 3 2 5 6 1 4 1 2 0 3 4 6 5
7 4 5 2 1 6 3 6 5 0 4 3 1 2
8 4 6 1 2 3 5 5 6 0 2 3 4 i
9 5 1 6 3 4 2 B 1 0 5 2 3 6
101 5 4 3 6 2 1 1 4 0 6 2 5 3
11 6 2 5 3 1 hl 4 2 0 3 1 6 5
21 6 A4 3 5 2 1 2 4 0 6 1 3 3

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

graf yang merupakan pelabelan verrex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-

graceful atau tidak.

Tabel 3.2.52 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hs

f f*(~mod)
No Ket
vp | v | vs | v | Us | Vs | (vnvs) | (vrw) | (vp,03) | (v2,05) | (v3,08) | (w3,05) | (¥, 0)

=L R IV VN VT vl X X XI XII X111 XV XV
1 11314215 6 5 3 7 8 6 9 11

2 1 5 2 4 6 3 3 5 7 11 6 8 9

3 2 3 R 1 5 6 6 3 7 8 5 9 11

4 | 2|61 4 | 3 5 3 6 7 9 5 4 8 *
5 3 1 6 5 4 2 9 8 7 5 11 10 6 *
6 3 2 5 6 1 4 8 9 7 3 11 6 5

7 4 5 2 1 6 3 6 5 7 11 3 8 9

8 4 6 i 2 3 5 5 6 7 9 3 K 8 »
9115|1634 2 11 8 7 5 9 10 6 ¢
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I HtIH PIV ] VopNEY vV VIl X X X1 X1l X1 XIv XV
10| 5| 4 3 6 | 2 1 8 11 7 6 9 5 3
1|6 | 2 5 3 1 4 11 9 7 3 8 6 5

w

6 8 5

¥
[ 3%
o
~

12 | 6 4 3

Keterangan:

“** berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan verfex-graceful karena
f*:E(Hy;s) = Z, merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf H,s merupakan pelabelan vertex-graceful.

p) Untuk graf H;s(ada 720 kemungkinan)

Misalkan V(H,g) = {vq, V3, V3, Vs, Vs, Vg ).

Gambar 3.2.76 Tlustrasi V(H;g)
— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(H,¢) — {1,2,3,4,5,6}
vy P 1,
vy - 2,

vz - 3,

dan f*: E(H,6) = Z, dimana q = 7.
(v, ) = (f(vj) + f(vk)) mod7, j#k

dan f*(—mod): E(H,¢) — {min{f(vj) + f(w)}, -, maks{f(v;) + f(vk)]}
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(v, vie) = £(v;) + f (W), j*k.
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-

graceful.

f+((v4' ve))

Gambar 3.2.77 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf Hyg (I)

fH((vs,vs)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fH((wnv2) = (fw) + f(v)) mod 7 = (14 2) mod 7 = 3
fH(w1,v3)) = (f(w) + f(v3)) mod 7 = (1 + 3) mod 7 = 4
fH(vv) = (fr) + fF(vy)) mod 7=(1+4) mod 7 =5
FH () = (fw) + f(v)) mod 7= (2 + 4) mod 7 = 6
fH((va,vy)) = (f(ws) + f(vy)) mod 7= (3+4) mod 7 =0
f((vs,v5)) = (f(w3) + f(vs)) mod 7 = 3+ 5) mod 7 = 1

fH((va,v6)) = (f(vy) + f(v6)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

©,

©

Gambar 3.2.78 Pelabelan vertex-graceful Graf H;s yang sudah dilabeli (I)

Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas

bukanlah pelabelan verrex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.53 Pelabelan vertex-graceful Graf Hyg (1)

f

f‘i

L1

Vs

vy | v

Vs

Vg

(vy,v2)

(Vlruj)

(vla U4)

(Uz. U4)

(v3,v4) | (v3,v5) | (vgv6)

B

~
3

4

5

6

2
3

4

5

6

0 1

(8]

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(—‘mod)((ux, 1’5))

>

HET (XA R

f+(ﬁmod)((v1, Uz)) Fv,)
S

f+(—|mod)((v2, 174))

f*(=mod)((v4,ve))

f(ve)

Gambar 3.2.79 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H;q (1)
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Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(=mod)((vy,v2)) = f(v) + f(vx) =142 =3
fr(=mod)((vy,v3)) = f(v) + f(v) =1+3 =4
fr(-mod)((v1,vs)) = f(v)) + f(v)) =14+ 4=5
fH(=mod)((v2,v4)) = f(w)) + f(vy) =2+4=6
fr(-mod)((vs,vs)) = f(v3) + f(vy) =3+ 4 =7
f*(=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =3+5=8
fH(=mod)((v4, v6)) = f(vs) + f(v6) = 4 + 6 = 10.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.80 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy¢ yang sudah dilabeli (I)
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.54 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H4 (1)

f f*(—=mod)
Ket

vy (v (Vs | vy | vs | v | (o) | (01,93) | (v1,0s) | (vavs) | (V3,0) | (93,05) | (v v)

1123|456 3 4 5 6 7 8 10 Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.
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Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan

vertex-graceful pada graf H,, dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.55 Pelabelan vertex-graceful Graf Hg

No : .
vy | vy | va | v | vs | Vs | (Wvp) | (v1,v3) | (0,1) | (V0a) | (W5,08) | (v3,05) | (v4,06)
1 11312 ]4]6 3 4 3 5 0 6 1 2
2 113|456 2 4 5 6 1 2 3 0
3 1 3 5 2 4 6 4 6 3 5 0 2 1
i) 1 516 |3|4 2 6 0 4 1 2 3 5
3 1162 ]3] 4 5 0 3 A 2 5 6 1
6 2 3 5 6 1 R 5 0 1 2 4 6 3
7 2 5 4 6 1 3 0 6 1 4 3 5 2
8 2416 i 3 5 4 i 3 5 2 4 6 0
91216|3]4 1 5 1 5 6 3 0 ) 2
10 | 2 6 4 | 5 3 1 6 3 0 > 1 4
11 3 1 4 2 5 6 4 0 5 3 6 1 1
2 3 | 2 1 {65 4 5 4 2 1 0 6 3
i3l 3| 2| 5 1| 4 6 5 1 4 3 6 1 0
14 3 2 6 5 -+ 1 5 2 1 0 4 2 6
e 3 4 6 2 5 I 0 2 3 6 | 4 3
16 | 4| 5 11213 6 2 5 6 0 3 1 1
17 | 4 5 2 6 3 1 2 6 3 i i 5 0
18| 4 {516 |12 3 2 3 5 6 0 1 4
19 | 4 6 3 5 2 1 3 0 2 4 1 5 6
20 | 5|1 3|1]6]2 4 6 1 4 0 2 5 3
21 5 1 4 3 6 2 6 2 1 4 0 3 5
2251 5 1L 6|4 ]:2 3 6 4 2 5 3 1 0
2 5 2 3 1 6 4 0 1 6 3 4 2 5
24 | 5 Rl 2 | 6 3 2 0 6 5 3 | 4
25 | 6 1 5 1 3 2 0 4 3 5 2 1 6
26 | 6 2 1 R 3 3 1 0 3 6 5 4 2
271 6 | 4 3 2 1 5 3 2 1 6 3 1 0
28 | 6 4 5 3 1 2 3 4 2 0 1 6 5
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Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-

graceful atau tidak.

Ket

XV

X

10

10

10

Xl

10

10

10
11

10

X1

11

10

10

f*(~mod)

XI

10

Usl

10

10

10

11

11

(v, v2) | (01,93) | (vy,0) | (Prv) | (Va,0) | (02, 95) | (vs, v6)

Vi

10

Tabel 3.2.56 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hyq

Vg

Vs

Vg

VY NV

Lt T [

¥y

o

No
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1| N

I

XV

21| 6|43

\'

201 6 | 2 1 4TRSS 5 8 7 10 6 5 4
2
3

281 6 | 4| 5

Keterangan:

“** berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(Hys) = Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf H,4 merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan strong vertex-
graceful.

q) Untuk graf H;7 (ada 720 kemungkinan)

Misalkan V(H;7) = {vy, V3, V3, Vs, Vs, Vg }.

Gambar 3.2.81 Ilustrasi V(H,)

— Kemungkinan pertama, definisikan f: V(Hy5) — {1,2,3,4,5,6}

dan f*: E(Hy6) = Z,; dimana q = 7.

(v, vg) » (f(vj) + f(vk)) mod 7, j#k
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dan f*(—mod): E(H,g) — {min{f(vj) + f(vk)}, -~-,maks{f(vj) + f(vk)}}

(vi,v) = f(v;) + F(p), j # k.
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verrex-

graceful.

Gambar 3.2.82 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H,7 (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fH(vnv) = (f(v) + f(v3)) mod 7 = (14 3) mod 7 = 4
FH((v3) = (f(v) + f(v3)) mod 7= (2+3) mod 7 = 5
fH((2vs)) = (f(v)) + f(vs)) mod 7 = (2 + 5) mod 7 = 0
FH((vs, 1)) = (F(ws) + f(v3)) mod 7 = (3 +4) mod 7 = 0
fH((vs,v6)) = (f(v3) + f(vs)) mod 7 = (3 + 6) mod 7 = 2
FH((va,v6)) = (f(v4) + f(v6)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3

fH((vs,v6)) = (f(vs) + f(vs)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.
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Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.83 Pelabelan vertex-graceful Graf H,; yang sudah dilabeli (I)
Karena ada beberapa sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di
atas bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis
dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.57 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy; (I)

f f*

vy | v |3 | vy | Vs | Vs | (vy,v3) | (vo,v3) | (02,v5) | (v3,1) | (v3,v6) | (w4,v6) | (v5,v6)

Ket

11213 (4|5]|]6| 4 5 0 0 2 3 4 | Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
beberapa sisi yang mempunyai label yang sama.

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f+(_‘m0d)((v1! U3 ))

f*(—~mod) ((Vs: 174))

+(—.mod)((v4. vs))

Gambar 3.2.84 Ilustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H,; (I)
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Dari definisi pemetaan diperoleh
fr(=mod)((vy,v3)) = f(v)) + f(v;) =1+3 =4
fH(=mod)((v;,v5)) = f(v)) + f(v3) =2+3 =5
f*(=mod)((v2,vs)) = f(v2) + f(vs) =2+5=7
fH(=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(wa) =3 +4 =7
ft(=mod)((vs,ve)) = f(v3) + f(v) =3+6=9
fH(=mod)((vs,v6)) = f(v4) + f(vg) =4+ 6 = 10
f(~mod)((vs,v6)) = f(vs) + f(vs) =5+ 6 = 11.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.85 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy7 yang sudah dilabeli(])
Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah
pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.58 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hy; (1)

f £*(~mod) ‘

Ket
vy (v | vg | vy | s | g | (m,v3) | (2,v3) | (w2,vs) | (v3,7s) | (va,v6) (vs,v6) | (vs,v6)

1123|4516 4 5 7 7 9 10 11 Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.




Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan

vertex-graceful pada graf H,, dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.59 Pelabelan vertex-graceful Graf Hy;

5 ¥ s
vy | vp | va | vs | vs | Ve | (v,v3) | (Va,v3) | (0a,v5) | (93,04) | (v3,06) | (Ve vs) | (vs,06)

| 114652 3 0 3 6 1 2 0 5
2 116|235 R 3 1 4 5 6 1 9
3 16| 3|54 2 4 2 3 1 5 2 6
4 |21 513 | 4 6 0 6 5 1 4 0 3
5|63 |1]2]5 1 0 4 1 3 5 0 2
6 |2 (5|6 3|1 4 1 1 6 2 3 4 5
i: 2 5 4 6 3 1 6 2 1 3 5 2 1
8 i3 (4121115 6 5 6 2 3 i 6 4
9 |3 [4]6|2]1 5 2 3 1 4 3 6
0|3 |5[4]1]6 2 0 2 4 5 6 0 1
1|42 (3]6]]1 5 0 5 3 2 1 0 6
12| 4|3 1 |5]6 2 5 4 2 6 3 4 1
13[4 (3 ]|5]|6]2 1 2 1 5 4 6 1 3
14| 5|23 |1] 4 6 1 5 6 4 2 5 3
15| 5 2 [ 4 | 6 3 6 3 I 3 4 3 2
6| 5|62 )41|3 1 0 1 2 6 3 0 1
17 { 6 1 4 2 3 5 3 4 6 2 5 1
18 | 6 1 5 L) 2 3 4 6 3 2 1 6 5

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-

graceful atau tidak.

Tabel 3.2.60 Pelabelan strong vertex-graceful Graf H,;

f f*(~mod)
No Ket
vy | P2 | Vs | Vs | Vs | Ve | (vi,v3) | (V2vs) | (Va,v5) | (Wa,we) | (v3,v6) | (W) | (ws,v6)

0 S5 G I R VI IX X XI X1 X1 XIv XV
1 1146152 3 7 10 6 11 9 7 5 o
2 |1 |62 |3]|S5 4 3 8 11 5 6 8 9
3 1 {63 )54 ) 4 9 10 8 5 9 6 *
4 | 2|1 513 4 6 7 6 5 8 11 7 10 *
5163 1215 4 7 4 8 3 5 7 9 *




L |mjm|wv|v|vi|vio| v X X XI X1 X111 XIV | XV
6 |2 |56 (3|1 4 8 1 6 9 10 4 5 *
7012|5463 1 6 9 8 10 5 9 4 *
8 |34 |2(1|5]6 5 6 9 3 8 6 1
9131416211 1{s 9 10 5 8 1" 3 6 .
10|3|5(4|1|6] 2 7 9 1 5 6 7 8
1nja/2]3/6]1]s5 7 5 3 9 N 7 6
121431 ]|5|6] 2 5 4 9 6 3 1 8 *
B4 |3 (5]6]2]1 9 8 5 1 6 8 3
14|5(2|3[1]4] 6 8 5 6 4 9 5 10 *
155|121 ]|4|6] 3 6 3 8 5 4 10 9 *
6|56 2431 7 8 9 6 3 7 4 *
17(6 |1 (42|35 10 5 4 6 9 5 8 *
B16 |1 | 5(4f2]3 1" 6 3 9 8 6 5
Keterangan:

3331

berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena

f*:E(Hy7) = Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.

Jadi, graf H,, merupakan pelabelan vertex-graceful.

r) Untuk graf H;z (ada 720 kemungkinan).

Misalkan V(Hyg) = {v,, v,, v5, Uy, Vs, Vg }.

@:'@

Gambar 3.2.86 [lustrasi V(Hig)
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— Kemungkinan pertama, definisikan f:V(H,g) — {1,2,3,4,5,6}
vy~ 1,
v, » 2,
vz~ 3,
vy P 4,
Vg P 5,
Ve P 6,

dan f*: E(H,6) = Z, dimanaq = 7.
(v, vk) » (f(v]-) + f(vk)) mod7, j#k
dan f*(—mod): E(H,¢) — {min{f(v,-) + f(vk)}, ,maks{f(vj) + f(vk)]}
(v, vi) » f(vy) + fF(wp), j# k.
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan verfex-
graceful.
f(vy)

f+((v1- Uz))
@
N

f+((1)2, v'i))

Gambar 3.2.87 llustrasi Pelabelan vertex-graceful Graf H;s ()




Dari definisi pemetaan diperoleh
fH((vy,v2) = (f(v) + f(vz)) mod 7 = (1 4+ 2) mod 7 = 3
fH((vpv3)) = (f(w2) + f(v3)) mod 7= (2+3) mod 7 = 5
FH((Wsv) = (f(ws) + f(vy)) mod 7 = 3+ 4) mod 7 = 0
FH((vs,v5)) = (f(v3) + f(vs)) mod 7 = (3+5) mod 7 = 1
FH((w3,6)) = (f(v3) + f(ve)) mod 7 = (3 + 6) mod 7 = 2
(s v6)) = (f(vs) + f(v6)) mod 7 = (4 + 6) mod 7 = 3
FH((vs,v6)) = (f(ws) + f(v6)) mod 7 = (5 + 6) mod 7 = 4.

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli

sebagai berikut:

Gambar 3.2.88 Pelabelan vertex-graceful Graf H,g yang sudah dilabeli (I)
Karena ada dua sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas

bukanlah pelabelan vertex-graceful.
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Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.61 Pelabelan vertex-graceful Graf Hyg (1)
f f*
vy | v | vz | Vs | U5 | Ve | (V,v2) | (Wa,v3) | (va,vy) | (v3,v5) | (v3,06) | (V4 v6) | (vs,v6)
| 213|456 3 5 0 1 2 3 4 Tidak

Keterangan:
“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
dua sisi yang mempunyai label yang sama.

Ket

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan

strong vertex-graceful.

f*(—umod)((vl, uz))

f*(=mod)((vs, vs) +(~mod)((vs, vs))

f* (—mod)((vy4, v4)) f*(=mod)((vs, vg))

Gambar 3.2.89 llustrasi Pelabelan strong vertex-graceful Graf H,g (I)

Dari definisi pemetaan diperoleh
fr=mod)((vi,vy)) = f(w) + f(vp) =142 =3
fr(=mod)((vy,v3)) = f(v,) + f(vs) =243 =5
fr(=mod)((vs,vs)) = f(v3) + f(vy) =3 +4=7
fr(=mod)((vs,vs)) = f(vs) + f(vs) =3+5=8
f*(=mod)((v3,v5)) = f(v3) + f(vg) =3+ 6 =9

fH(=mod)((v4,v6)) = f(v4) + f(vs) =4+ 6 = 10

fH(=mod)((vs,v6)) = f(vs) + f(ve) =5+ 6 = 11.




Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai

berikut:

Gambar 3.2.90 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hg yang sudah dilabeli(I)

Karena pelabelan di atas sisinya tidak konsekutif maka pelabelan di atas bukanlah

pelabelan strong vertex-graceful. Pelabelan graf di atas dapat di tulis dalam

bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2.62 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hs (1)

f f*(=mod) -
vy vy oy g | v | v | (v,vg) | (vaav3) | (v3,v4) | (w3,05) | (v3,v) | (Ve vs) | (5, 6)
112 |3|4|5]|6 3 5 7 8 9 10 11 Tidak
Keterangan:

“Tidak™ berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan strong vertex-graceful karena
pelabelan tersebut sisinya tidak konsekutif.

Dengan cara sama seperti cara di atas, untuk pelabelan yang merupakan pelabelan

vertex-graceful pada graf H,g dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.2.63 Pelabelan vertex-graceful Graf Hyg

No £ L

Vi | Va | Vs |V | Vs | U | (U,1y) | (v303) | (Va,vs) | (Wa,05) | (V3,06) | (Vav6) | (vs,v6)
Ljnjmiviv|vilvan| v X X XL X1 X1 X1V
1 |1 |3 |2|5]|6]| 4 4 5 0 1 6 2 3
2 |1 |3|2|6]|5]| 4 4 5 1 0 6 3 2
3|1 (562|443 6 4 1 3 9 5 0
4 |1|5|6|4|2]3 6 4 3 1 2 0 5
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XIv

X1

X1l

X1

(o}

IX

VI

Vil

|V |V

1T

1

1

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
Ty

i

Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah

graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful tersebut, pelabelan strong vertex-

graceful atau tidak.

Ket

XV

10

10

10

10

11

f*(-mod)

10
10

10

10

11

10

10

(vlu "2.) (”1: 1’3) (Vll ”4) {VZJ 'I’..) (!’.3, v&) ("30 -Vs) (”4- 1’6)

Tabel 3.2.64 Pelabelan strong vertex-graceful Graf Hyg

Vg

Us

Vs

vz | V3

"

njmlwv|v|vilvin]| v

No

10
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I |mjm{Iv|Vv|vi|{vil| VI IX X X1 X1l X1l XIV | XV
1mn{3|2(6f|1|4/|S5s 5 8 7 10 1 6 9 *
121326 ]4]1 5 8 10 10 1 9 6 *
34|51 (3|6]2 9 6 4 7 3 5 8 *
Mlals{tie|3]2 9 6 7 T 3 8 5 *
15(/4|6|3|1|2]5 10 9 4 5 8 6 7 .
1646|3215 10 9 5 5 8 7 6 *
17|s|1|3]|2|4/|6 6 4 5 7 9 8 10 *
18|51 |3]|4]|2]6 6 4 7 7 9 10 8 .
19|54 |2|3]6]1 9 6 5 8 3 4 7 *
20| 5|4 |2|6[3]1 9 6 8 8 3 7 4 *
21| 6 | 2|1 |3|5]| 4 8 3 4 6 5 7 9 *
26|21 ]|5|3] 4 8 3 6 6 5 9 7 *

Keterangan:

“*” berarti pelabelan tersebut merupakan pelabelan vertex-graceful karena
f*:E(H,g) = Z; merupakan pemetaan bijektif dan pelabelan strong vertex-
graceful karena pelabelan tersebut sisinya konsekutif.
Jadi, graf H;g merupakan pelabelan vertex-graceful dan pelabelan strong vertex-
graceful.

Jadi, di antara 18 graf-(6,7) seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.2
terdapat 14 graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful yaitu Hs,--,Hyg.

Empat graf diantaranya juga merupakan pelabelan sirong vertex-graceful yaitu

H?, H14, Hlﬁ, da.rl HIB.




BAB 1V

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil yang telah diperoleh pada Bab III, dapat disimpulkan
bahwa:
1. Pada graf-(5,6) terdapat 3 graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful
dan juga pelabelan strong vertex-graceful yaitu G,, G,, dan G
2. Pada graf-(6,7) terdapat 14 graf yang merupakan pelabelan verrex-
graceful, yaitu Hs,---,H;g. Empat graf diantaranya juga merupakan
pelabelan strong vertex-graceful yaitu H,, Hi4, Hy6, dan H,g.
4.2 Saran
Pada penelitian ini, penulis melakukan kajian pelabelan vertex-graceful
pada graf-(5,6) dan graf-(6,7). Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk graf-

(7,8) dan seterusnya.
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