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ABSTRAK

Ruang vektor (V, +, .) merupakan suatu himpunan V yang unsur— unsurnya
dinamakan vektor dan dilambangkan dengan huruf cetak tebal seperti u, v, w, dan
x. Z3> merupakan salah satu ruang vektor atas lapangan Z;. Sifat — sifat dari ruang
vektor Z’ yang berlaku pada setiap unsurnya tidak memiliki sifat-sifat yang
sama.

Kata kunci : Ruang Vektor, Group.



BAB 1

PENDAHULUAN

1. 1 Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu ilmu yang memiliki struktur dan
sistematika keilmuan yang sangat kuat, sehingga tidak berlebihan bila
banyak yvang mengatakan bahwa matematika itu rajanya ilmu karena dasar
dari matematika telah banyak memberikan sumbangan dalam
perkembangan  ilmu dan teknologi. Salah satu cabang dari ilmu
matematika yaitu Aljabar.

Ruang vektor (V, +, .) merupakan suatu himpunan ¥ yang unsur —
unsurnya dinamakan vektor dan dilambangkan dengan huruf cetak tebal
seperti u, v, w, dan x. Terdapat dua cara untuk menggabungkan unsur —
unsur tersebut yaitu penjumlahan vektor (+) dan perkalian skalar (.).

7> merupakan salah satu ruang vektor atas lapangan Z;. Pada
tulisan ini akan dijabarkan sifat — sifat dari 75 terhadap ruang vektor yang
berlaku yang terkadang pada setiap unsurnya tidak memiliki sifat—sifat
yang sama.

Adapun yang akan dijabarkan selain ruang vektor yaitu subruang,
basis dan juga dimensi dari y

1. 2 Rumusan Masalah

Berdasarkan pada uraian latar belakang bahwa 73 merupakan

salah satu ruang vektor atas lapangan Z;, sehingga timbul pertanyaan apa

saja sifat—sifat dari ruang vektor 75 tersebut.



1. 3 Batasan Masalah
Pada pembahasan ini penulis membatasi hanya pada lapangan,
ruang vektor, basis dan juga dimensi.
1. 4 Manfaat
Tulisan ini diharapkan bermanfaat dalam membantu menentukan
sifat—sifat dari ruang vektor Zs’.
1. S Tujuan
Pada tulisan ini akan ditunjukan sifat-sifat dari ruang vektor 75
yang berlaku berdasarkan teorema—teorema dan definisi yang ada.
1. 6 Sistematika Penulisan
BAB I PENDAHULUAN
Berisikan latar belakang, rumusan masalah, pembatasan masalah,
manfaat, tujuan serta sistematika penulisan.
BAB Il LANDASAN TEORI
Berisikan definisi—definisi, teorema—teorema, lemma serta contoh—
contoh mengenai gelanggang/ring, lapangan, ruang vektor, subruang,
kombinasi linear, bebas linear, bergantung linear, membangun, basis, dan
dimensi.
BAB Il PEMBAHASAN
Berisikan teorema-teorema serta bukti mengenai sifat—sifat ruang
vektor 232.
BAB IV KESIMPULAN

Berisikan kesimpulan mengenai sifat-sifat dari ruang vektor Zs”.



BAB 11
LANDASAN TEORI

Pada bagian ini akan dijelaskan definisi—definisi, teorema dan lemma
yang berkaitan dengan group, lapangan, ring, ruang vektor, subruang, basis, bebas

linear, membangun, dan dimensi yang akan dipakai pada pembahasan BAB III.

2. 1 Group

Definisi 2. 1. 1(Jacob, 1990)

Himpunan tak kosong G dikatakan membentuk group terhadap operasi *

jika G terhadap operasi * memenubhi :

1. Setiap a, b € G berlaku a*b € G (G bersifat tertutup terhadap operasi *)

2. Setiap a, b, ¢ € G berlaku (a*b)*c = a*(b*c) € G (G bersifat asosiatif
terhadap operasi *).

3. Terdapat unsur di G yang ditulis sebagai e sehingga a*e = e*a = a untuk
setiap a € G (adanya unsur identitas terhadap operasi * di G).

4. Setiap a € G terdapat suatu unsur b di G sehingga a*b = b*a = e (setiap

unsur di G mempunyai invers, b disebut invers dari a dan ditulis sebagai
a'l).
Contoh 2. 1. 1
Himpunan bilangan bulat Z merupakan group terhadap operasi penjumlahan
biasa. Terhadap operasi penjumlahan biasa, himpunan bilangan bulat Z

mempunyai sifat—sifat sebagai berikut :

1. Bersifat tertutup, karena jumlah dua bilangan bulat senantiasa bilangan

bulat.




. Bersifat asosiatif, karena setiap a, b, ¢ di Z senantiasa berlaku :

at(b+c)=(a+b)+c

. Terdapat unsur identitas di Z, karena ada bilangan bulat 0 di Z sehingga

untuk setiap adi Z berlakua+0=0+a=a.
Setiap unsur di Z mempunyai invers, karena setiap bilangan bulat a di Z

ada bilangan bulat —a di Z sehingga a + (-a) = (-a) +a=0.

. Bersifat komutatif, karena setiap a, b di Z senatiasa berlaku :

at+b=b+a.

Dengan demikian (Z, +) merupakan group.

2. 2 Ring/Gelanggang

Definisi 2. 2. 1(Arnawa, 2008)

Himpunan tak kosong R dikatakan membentuk gelanggang jika di R dapat

didefinisikan dua operasi biner yang ditulis sebagai + (operasi jumlah) dan

(operasi kali) sedemikian sehingga setiap a, b, ¢ € R berlaku :

L

Z.

a+b R.

at+b=b+a R.

.(a+b)+c=a+(b+c) R

Terdapat suatu unsur di R yang ditulis sebagai 0, sedemikian sehingga

a+ 0=0+a=a (0 disebut unsur identitas terhadap operasi +).

. Terdapat unsur —a di R sedemikian sehingga a + (-a) = 0.

.a'b R

(a’b)y'c=a’(b'c)

.a'(b+c)=a'b+a'cdan(a+b) c=a'c+b’'c




2. 3 Lapangan

Definisi 2. 3. 1(Roman, 1992)

Misalkan R gelanggang komutatif. Jika R - {0} membentuk group terhadap

operasi perkalian maka R disebut lapangan.

Contoh 2. 3. 1

Misalkan R menyatakan himpunan bilangan rill. Dapat ditunjukan bahwa R

suatu gelanggang komutatif dan R - {0} membentuk group terhadap operasi

perkalian biasa. Dengan demikian R suatu lapangan.
2. 4 Ruang Vektor

Definisi 2. 4. 1(Hoofman, 1971)

Suatu himpunan V dikatakan ruang vektor (ruang linear) apabila terdiri dari

1. Lapangan F (disebut skalar).

2. Himpunan objek — objek V.

3. Operasi + (disebut operasi penjumlahan vektor) yang mengaitkan setiap
dua vektor v dan w di ¥V dengan suatu vektor v + w di V yang disebut
dengan jumlah dari vektor v dan w yang memenuhi :

a. Untuk setiap vektor v dan w di V berlaku v + w = w + v (sifat

komutatif terhadap operasi jumlah). |
b. Untuk setiap v, w, dan u di V berlaku:

v+ (w +u) = (v +w) + u (sifat asosiatif terhadap operasi jumlah).
c. Terdapat secara tunggal vektor 0 di V yang disebut vektor nol,

sehingga untuk setiap vektor v di V' berlakuv+0=0+v=v.
d. Untuk setiap vektor v di V, terdapat secara tunggal vektor —v di V

sehingga berlaku v + (-v) = 0.




4. Operasi . (disebut operasi perkalian skalar) yang mengaitkan setiap skalar
¢ di F dan vektor v di V' dengan c . v di V yang disebut sebagai perkalian
skalar ¢ dengan vektor v, yang memenubhi :

a. Untuk setiap vektor v di ¥ berlaku lv =v.

b. Untuk setiap skalar ¢, dan ¢, di F serta vektor v di V berlaku
ci.(c2.v) = (c1.c2).v

c¢. Untuk setiap skalar ¢ di F serta vektor v dan w di V berlaku
c.(vtw)=c.v+tc.w

d. Untuk setiap vektor v di V serta skalar ¢, dan ¢, di F berlaku

(citec).v=cp.v+ey.v

Untuk selanjutnya c . v ditulis cv.

Contoh 2.4. 1

Misalkan F lapangan dan ¥ himpunan semua n — tupel & = {x, X2, ..., Xn}
dengan x; € F. Jika B = {y1, y2, ..., ¥} dengan y; € F, operasi jumlah dari a

dan B didefinisikan sebagai berikut :

&+ P= (X Ry s Za) (V1 Y25 -0 Vi)

:(X] +YI5X2+YL saey xn+Yn)

Dari operasi perkalian skalar ¢ dan a didefinisikan sebagai berikut :

cax = c(X1, X2, ..., Xn)

= (€X1, €X2, ..., CXp)

Dengan operasi diatas, ¥ merupakan ruang vektor atas lapangan F.




Akan ditunjukan bahwa a dan f terhadap operasi penjumlahan berlaku :

lL.a+f=f+a
a+ B =(X1,X2, ..., Xn) + (Y1, Y2 .-.» ¥n)
=(X1+y,X2+Yy2 ... Xa + ¥n)
=(y1 +X1,¥2 + X2, ..., Yn + Xn)
=(¥1, ¥2, .-+, ¥n) + (X1, X2, ..., Xn)
=B+a
2.at(Bry)=(a+fp+y
a+(B+y)= (X, X2 ..., Xa) + [(Y1, Y2, ..., Yn) + (21, 22, ..., Za)]
= (X1, X2 c.0s Xn) T (Y1 + 21, Y2+ 22, ..., Yn T Zn)
=[x+ tz1),x2+(y2+2), ..., Xn + (¥ + Zn)]
=[(x1+y1)) +z1,(x2+y2) + 22, ..., (Xn + Yn) + Zn]
=(X1ty, X2+ Y2, .os Xn +Ya) + (215 22, .., Zn)
= [(x1, X2, .oy Xn) + (Y1, Y25 -5 Yo) + (20, 22, -, Zn)
=(@+p)+y
3. Terdapat sebuah vektor 0 di V sehingga a + 0 = a, untuk setiap a € V.
a+0=(x,x2,....,X,) +(0,0,...,0)
=(x1+0,x2+0,....,x,+0)
=y W0y woieis X
=a
4. Untuk setiap a € V terdapat sebuah —a € V' sehinggaa + (-a) =0
Ambil @ = (X, X2, ..., Xp) E Vmaka—-a=-1a
-a=-la

=-1(x1, X2, ..., Xn)



= (X1, “X25 +++5 “Xn)
Akibatnya,
a + (-a) = (X1, X2, ..., Xn) + (-X1, X2, ..., -Xn)
= (x1 +(-x1), X2 + (-X2), ..., Xn + (-Xn))
=(0,0,...,0)
=0
Jadi, untuk setiap a € V terdapat sebuah - a € V sehingga a + (-a) = 0.
Akan ditunjukan pada operasi perkalian skalar, dimana setiap skalar
¢ € F dan vektor @ € V berlaku ¢ a@ € V, disebut perkalian ¢ dan a.
Dalam hal ini berlaku :
l.la=a
Perhatikan bahwa :
1 a=1(x, X2, ..., Xp)
= (1xy, 1xa, ..., 1X,)
= (R X35 vovs Xan)
=a
2. (cicn) a=ci(c; a)
(cic2) @ = (c1e2)(X1, X2, ..., Xn)
= [(e1e2)x1, (C1€2)X2, ..., (C1€2)Xn]
= [ei(e2x1), €1(€2X2), ..., Ci(€2Xn)]
= [ei(ca(x1, X2, -, Xn))]
=ci(c2 @)
J.clat+B)=ca+cB

c(a + B) = c[(X1, X2, -..s Xn) + (Y15 Y2, ---5 ¥n)]



=c[x1 +y1, X2+ ¥2, ..., Xn + ¥n]

= [e(x1 + y1), (%2 + ¥2), ..., €(Xn + ¥n)]

= (cx) + ¢y, €X2+ CY2, ..., CXp + C¥n)

= (cX1, CX2, ..., €Xn) T (CY1, CY2, -.+s C¥Yn)

= ¢(X1, X2, +--» Xn) + €(¥1, ¥2, <5 ¥n)

=ca+tcp

4 cit)a=ciat+tca
(c1 +¢2) @ =(c1 + C2)(X1, X2, ..., Xn)

= (¢1X1, C1X2, ..., €1Xn) + (C2X1, C2X2, ..., C2Xp)
= ¢1(x1, X2, ..., Xpn) + C2(X1, X2, ...y Xn)

=ciat+tca
Definisi 2. 4. 2(Jacob, 1990)

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F, vektor w di V dikatakan
kombinasi linear dari vektor — vektor vy, va, ..., v, di V, apabila terdapat

skalar — skalar ¢, cs. ..., ¢, di F sedemikian sehingga :
wW=cvi+Ceavat+ ... TV

Himpunan semua kombinasi linear dari vektor — vektor vy, va, ..., v, disebut

Span dari vy, va, ..., v, yang ditulis sebagai Span(vy, va, ..., Va).
Contoh 2. 4.2
Diberikan vektor — vektor sebagai berikut :

u=(1,2,-1)dan v = (6, 4, 2) di R’. Tunjukan bahwa w = (9, 2, 7) adalah

kombinasi linear dari u dan v.



Penyelesaian :

Pandang persamaan

W = KU+ KoV e (1)

maka :

(9,2, 7) =ki(1, 2, -1) + ka(6, 4, 2)

Sehingga diperoleh :

(1) k;+6k;=9
(i) 2k, +4ky =2

(i) ki +2kp=7

Dengan memecahkan persoalan ini menggunakan SPL maka diperoleh

k; = -3 dan k, = 2 sehingga :

w=-3u+2v

Definisi 2. 4. 3(Jacob, 1990)

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F, W € V dan W # @. W disebut
subruang dari V, jika W membentuk ruang vektor atas lapangan F terhadap

operasi penjumlahan dan perkalian pada V.

Teorema 2. 4. 1(Hoofman, 1971)

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F, W € V dan W # @. W subruang

dari V jika dan hanya jika setiap v, w € W dan ¢ € F berlakucv + w € W.
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Bukti :

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F, W € Vdan W # Q.

(=) Misalkan W subruang dari V

Akan ditunjukan bahwa untuk setiap v, w € W dan ¢ € F berlaku

cv+weE W,

Ambil v, w € Wdanc € F.

Maka, cv € W (W tertutup terhadap perkalian skalar).

cv +w € W (W tertutup terhadap penjumlahan vektor).

Karena v, w € W dan ¢ € F diambil sebarang maka untuk setiap

v.w € Wdan ¢ € Fberlakucv+w € W.

(«) Misalkan untuk setiap v, w € W dan ¢ € F berlaku cv +w € W.

Akan ditunjukan bahwa W subruang dari V, yaitu cukup dengan

menunjukan :

a. Untuk setiapv,w € Wmakav +w € W.
b.0eW.
c¢. Untuk setiapv € Wdanc € Fmakacv € W.
d. Untuk setiap v € W maka —v € W.
a. Ambil v, w € Wdan ¢ € F dengan ¢ = 1.
Maka,v+w=1v+w

=cv +w € W (Premis).

11



Jadi, v + w € Wuntuk setiap v, w € W.
b. Ambil v, w € Wdengan v =u, w = u dan ¢ € F dengan c = -1.
Maka, 0 =-lu + u

=cv +w € W (Premis)

Jadi, 0 € W.

c. Ambil v, w € Wdenganw =0danc € F.
Maka, cv=cv +0
=cv +w € W (Premis).
Jadi cv € W untuk setiapv € Wdanc € F.
d. Ambil v, w € Wdengan w =0 dan ¢ € F dengan ¢ = -1.
Maka, -v=-v + 0
=-lv+w
=cv +w € W (Premis).
Jadi, -v € Wuntuk setiapv € W.
2. 5 Bebas Linear
Definisi 2. 5. 1(Jacob, 1990)
Misalkan S = {vy, vz, .... vu} adalah himpunan vektor. Jika persamaan
vektor kjvy +kova + ... + kyvy = 0 hanya mempunyai satu pemecahan yaitu
ki =0.k,=0, ..., ko= 0 maka S dikatakan bebas linear.
Contoh 2. 5. 1
Tentukan apakah vektor — vektor
vi=(1,0,0) v2=(0,1,0) wv3=(0,0,1)

Membentuk himpunan bebas linear.
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Penyelesaian :
Pandang persamaan kivi + kova Fkava =0 ..ccciiivaiaiinierorsnseesnaes (2)

ki(1,0,0) + ka0, 1, 0) + k3(0,0, 1) =0

Diperoleh :
(i) k=0
(i) ka=0
(iii)) k3=0

Karena persamaan (2) hanya dipenuhi dengan k; = 0, k> = 0, k3 = 0 maka

V1. V2, dan v3 bebas linear.

2. 6 Bergantung Linear

Definisi 2. 6. 1(Jacob, 1990)
Misalkan S = {vjy, V2, ..., vu} adalah himpunan vektor. Jika persamaan
vektor kjvy + kovz + ... + kyvp = 0 mempunyai pemecahan selain k; = 0,

k=0, ..., k, = 0, maka S dikatakan bergantung linear.

2. 7 Membangun

2.

Definisi 2. 7. 1(Anton, 2004)
Jika vy, va, ...,v, adalah vektor — vektor pada ruang vektor V dan jika
masing — masing vektor pada V dinyatakan sebagai kombinasi linear dari

V1, V2. ..., vy maka dinyatakan vektor — vektor ini membangun V.

8 Basis

Definisi 2. 8. 1(Jacob, 1990)
Misalkan V ruang vektor atas lapangan F dan B = {vi, v2, ....va; E V. B
disebut basis dari Vjika :

1. B bebas linear.
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2. B membangun V (Span(B) = V).

B disebut basis baku dari V jika vi = (1,0, ..., 0), v2=(0, 1, ..., 0), ...,

vo=1(0,0,....1).

Contoh 2. 8. 1

Misalkan A = {G)Gl)} adalah vektor — vektor di R%. Apakah A

merupakan basis untuk R
Penyelesaian :

1. Akan ditunjukan A bebas linear

Pandang kombinasi linear kyvy + kova =0

Maka (9) =ki(7) +1e( 7))
k; — k

(g) B (ki + ki)

Sehingga diperoleh :

(1) kl—k2=0

(i) k; +ko=0

Dengan mengeliminasi persamaan (i) dan (ii) maka diperoleh k; = 0 dan
k, = 0. Jadi kombinasi linear k v, + kav, = 0 hanya dipenuhi oleh k; = 0
dan k; = 0. Dengan kata lain A bebas linear.
2. Akan ditujukkan A membangun R
. 2 _ (4
Ambil w € R makaw = (b)

Perhatikan bahwa :
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w=kyvi + kava

(6) 1) +1a(7)

I gl

Diperoleh :
(i) ki—-kx=a
(i) ki+k2=b

Dengan menggunakan SPL diperoleh k;, = % danky = a;—b

Jadi vektor — vektor tersebut membangun di R”.
Dari 1 dan 2 dapat disimpulakan bahwa A merupakan basis dari R’
Lemma 2. 8. 1(Hoofman, 1971)

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F, B € V, B himpunan bebas linear,

dan w € ¥V dengan w &€ Span(B). Maka B U {w} bebas linear.
Bukti :

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F, B = {vy, va, ..., v,} dengan

vektor — vektor vy, va, ..., v, di ¥ bebas linear.

Ambil w € V dan w & Span(B). Akan ditunjukan bahwa B U {w} bebas

linear.
Pandang persamaan :

O=cijvi +Cva+ ... TeWa+hW ol (3)
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2.

Untuk suatucy, ¢y, ....Cn, bE F

Akan ditunjukan bahwa persamaan (3) hanya dipenuhi oleh

ci=c=...=¢c;=b=0.

Andaikan b # 0 maka,

=€y —Cz =Cn
= (2 + (Z)p+ ...+ (=2
w (b)vl (b)v2 (b)v“

Ini berarti w € Span(B). Jadi haruslah b = 0. Sehingga persamaan (3)

menjadi 0m = ¢ vy + cova + ... + ¢y, Karena B = {vy, va, ..., v,} bebas
linear maka ¢, =c, =...= ¢, = b= 0. Ini berarti B U {w} bebas linear.
9 Dimensi

Definisi 2. 9. 1(Anton, 2004)
Dimensi sebuah ruang vektor V yang berdimensi berhingga didefinisikan
sebagai banyaknya vektor pada basis untuk V. tambahan lagi, kita
mendefinisikan ruang vektor nol mempunyai dimensi nol.
Contoh 2. 9.1
Tentukan dimensi untuk ruang pemecahan dari sistem homogen berikut :
2x1 + 2%2 — X3 +x5=0
X1 —X2+2X3-3x4+x5=0
X3+ X4 +x5=0

matriks yang diperbesar untuk sistem tersebut adalah :

0 0 11 10
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Dengan mereduksi matriks ini menjadi bentuk eselon baris tereduksi maka
didaptkan :

11 0 0 1 0

0O 0 1 0 1 0

0 0 01 0 0

Sistem persamaan yang bersesuaian adalah

X +x+ xs=0
X3 + x5=0
X4 =0

dengan memecahkannya untuk peubah — peubah utama maka akan

menghasilkan :

X1 T=X—Xs5
X3 = -X5
X4 =0

Misalkan x, =tdan x5 =s

Maka himpunan penyelesaiannya adalah :

X|=-t—s
X3 =-§
x4=0

Sehingga vektor — vektor pemecahan tersebut dapat dituliskan sebagai :

—t—S
1 0
=t 0 |+s]—1
0 0
0 1

Yang memperlihatkan bahwa vektor — vektor

oco.-rl
+
weolol
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-1 -1
1 0
vi=| 0 |danv,=|—1
0 0
0 1

Merentang ruang pemecahan tersebut. Karena vektor — vektor tersebut juga

bebas linear, maka {v;, v} adalah sebuah basis dan ruang pemecahan

tersebut adalah ruang berdimensi dua.
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada Bab ini akan dijabarkan tentang sifat — sifat dari ruang vektor Zs*.

Definisi 3. 1(Arnawa, 2008)

R dikatakan lapangan jika R merupakan gelanggang komutatif dan R - {0}

membentuk group terhadap operasi perkalian.

Teorema 3. 1

Z3 merupakan lapangan terhadap operasi +3 dan 3.

Bukti :

Zs dikatakan lapangan jika:

1. Z; group komutatif terhadap operasi +;.
2. 7 terhadap operasi 3 bersifat tutup dan asosiatif.
3. Z; terhadap operasi +3; dan ‘3 bersifat distributif.

4. 73— {0} membentuk group terhadap operasi perkalian.
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Z;=1{0, 1,2}

Penjumlahan modulo 3

+3 0 1 2

0 0 1 2

1. Akan ditunjukan bahwa Z3; membentuk group komutatif terhadap operasi +;

yaitu :

a.

Akan ditunjukan bahwa untuk setiap a, b € Z3 berlaku a +3 b € Z;.
Dari tabel penjumlahan modulo 3 dapat dilihat bahwa untuk setiap
a,b € Z; berlaku a +5 b € Zs.
Akan ditunjukan untuk setiap a, b, ¢ € Z; berlaku :
at3(btzc)=(at3b)+sc¢
Ambila=0,b=1,danc =2 € Zs.
Perhatikan bahwa :
a) 0+3(1+32)=0+30
=0
b) O+31)+32=1+;2

=90
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Ambila=2,b=1,danc =2 € Z;.

Perhatikan bahwa :

a) 2+H(1+2)=2+0
=2

b) 2+31)+32=0+32

=2

Ambila=1,b=2,danc=1 € Z;.

Perhatikan bahwa :

a) 1+H3(2+1)=1+0
=1

b) (1+32)+31=0+31

=]

Jadi untuk setiap a, b, ¢ € Z; berlakua +5 (b +3¢)=(a+3 b) +3 c.

Akan ditunjukan untuk setiap a € Z; terdapat e € Z3 sehingga a +3 ¢ = a.

Dari tabel penjumlahan modulo 3 dapat dilihat bahwa ada e = 0 sehingga

a+3 0 =0 +3; a = a untuk setiap a € Z.

Untuk setiap a € Z3 ada b € Z;3 sehingga a +3 b = b +3 a = e (setiap unsur

di Z; punya invers).
Perhatikan bahwa :
a) Invers dari 0 adalah 0
b) Invers dari 1 adalah 1

¢) Invers dari 2 adalah 2
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Jadi dari (a), (b), (c), dan (d) dapat disimpulkan bahwa Z3; membentuk group

komutatif terhadap operasi +;.

Akan ditunjukan bahwa Z; terhadap operasi 3 bersifat tertutup dan asosiatif.

Perkalian modulo 3
0 | 2
0 0 0 0
0 1 2
2 0 2 1

a. Akan ditunjukan bahwa untuk setiap a, b € Z; berlaku a 3 b € Zs.

1y

2)

3)

4)

5)

Ambila=0danb=0 € Z;
Perhatikan bahwa :
a3b=030=0€Z;
Ambila=0danb=1€Z3
Perhatikan bahwa :
a3b=031=0€12;
Ambila=0danb=2 € Z;
Perhatikan bahwa :
a3b=032=0€Z;
Ambila=1danb=1 € Z;
Perhatikan bahwa :
a3b=131=1€Z;

Ambila=1danb=2 € Z;
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Perhatikan bahwa :
a3b=132=2€l;

6) Ambila=2danb=2 € Z;
Perhatikan bahwa :

as3b=232=1€Z;

Jadi untuk setiap a, b € Z; berlaku a 3 b € Zs.

b. Akan ditunjukan bahwa untuk setiap a, b, ¢ € Z; berlaku :
(a3b)3c=a3(bic)€EZ;
1) Ambila=1,b=1,c=2€Z;
Perhatikan bahwa :
L (131)32=2€X;
.. 149(132)=2€l;
2) Ambila=2,b=2,c=2€1Z;
Perhatikan bahwa :
L. (232)32=2€l;

il. 23(232)=2€L;

Jadi untuk setiap a, b, ¢ € Z3 berlaku (a 3b) 35¢=a3(b 3¢) € Zs.

Jadi dari (a) dan (b) dapat disimpulkan bahwa Zj3 terhadap operasi 3 bersifat

tertutup dan asosiatif.

Akan ditunjukan bahwa Z; distributif terhadap operasi +3 dan 3 yaitu akan
ditunjukan bahwa untuk setiap a, b, ¢ € Zs berlaku :

ajz(btzc)=azb+zazc€l;
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Ambila=1,b=2,c=0€Z;
Perhatikan bahwa :

a 132+H0)=1492=2€1Z;
b. 132130=2+H0=2€1,

Akan ditunjukan bahwa Z; — {0} membentuk group terhadap operasi

perkalian.
3 1 2
1 1 2
2 2 1

a. Akan ditunjukan bahwa untuk setiap a, b € Z3 berlakua 3 b € Z3
Dari tabel dapat dilihat bahwa untuk setiap a, b € Z; berlaku
a3b€Z.

b. Akan ditunjukan untuk setiap a, b, ¢ € Z;3 berlaku :
az(bic)=(as3b)sc€Zs
Ambila=2,b=1,c=2€Z;

Perhatikan bahwa :

1y 2% 32)=232=1

2) 231)32=232=1
Ambila=1,b=2,c=1€%Z;
Perhatikan bahwa :

1) 13@31)=1732=2

2) (132)31=24%1=2

Jadi untuk setiap a, b, ¢ € Zs berlakua3(b3¢c)=(a3b) 3¢ € Zs.
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c. Akan ditunjukan untuk setiap a € Z; terdapat e € Z3 sehingga a 3 ¢ = a.
Dari tabel dapat dilihat bahwa ada e = 1 € Z; sehingga
ajl=13a=a€l;

d. Untuk setiap a € Z3 ada b € Z;3 sehingga a +3 b =Db +3 a = e (setiap unsur
di Z3 mempunyai invers).

Perhatikan bahwa :
1) Invers dari 1 adalah 1

2) Invers dari 2 adalah 2

Karena (a), (b), (¢), dan (d) maka Z; — {0} membentuk group terhadap

operasi 3.
Dari (1), (2), dan (3) dapat disimpulkan bahwa Z3; merupakan lapangan.
Teorema 3. 2
73 merupakan ruang vektor atas lapangan Zs.
Bukti :
Z5" dikatakan ruang vektor apabila memenuhi aksioma berikut :

1. Untuk semua u, v, w € Z;” berlaku :
a. u+vE232.
b. 6+V:VEZ32
e u+v=v-l-u€Z32
d. u+(v+w):(u+v)+weZg2

2. Untuk semua u, w € 232 danr, s € Z; berlaku :
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1. Akan ditunjukan untuk setiap u, v, w € Z;z berlaku :

da. u+3v€Z32

Ambil unsur dari 232 :

a3 amv- ()
v ()-Qew

2 - (O v ()

v Q) (Q)-()er
3 - () danv= ()

vrv-()s(Q)-@ew
e (2) s

Dari tabel juga dapat dilihat bahwa untuk setiap w, v € Z;° berlaku

b (§) sv=vez
) (o) (o) = (o) 2
2 () » (=@ er
9 (9) ()=
5 ()= (o) = (o) e
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d. uts(vHw)=(u+v)+3wE Zs

1) ambil u, v, w € 232

a=(v=C)mn=()
> Oa(@+=O) =@ ez
D (B4 0) D)= Q)

w=(3)v= (). qanw-(})
0 Q)n(@)+ ()0 Q-()er
o (B + ()= ()-0)n0)-Bez

2. Akan ditunjukan untuk semua u, v € 232 danr, s € Z; berlaku :
a. rv € 232

Ambilr=0

e ofd)- () e

2 -ol)-() ez
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1

Ambil r
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Ambil r

)EZ32

0
0

Il

l)rv=2(g

)ez32

0
2

0
1

2) v=2(

)EZ32

0
1

I

0
2

3)rv=2(

0)=(o) ez

4y v=2(

)EZ;;Z

2
2

5) rv=2(}

)EZ32

G

1
2

6)rv=2(

)6232

1
0

2
0

7)rv=2(

)EZ32

1
2

2
I

8)rv=2(

)EZ32

1
i

2
2

9) rv=2(

=¥

b. 1v

)6232

0
0

0
0

1) 1v:1(

D=()ez

2) 1v:1(

)6232

0
2

0
2

3) lv=l(

)EZ32

]
0

1
0

4 v=1(

)€Z32

1
1

1
1

5) v=1(

)EZ;;Z

1 1
2 2

6) 1v=1(

)6232

2
0

2
0

7 v=1(
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o)~ (e
2) Ov = 0(2) = (g) €7
o)~ s
=i Qe
o ov-of)- Qe
o ov=o)-() <
nov=0(2)=(0) ez
i) (e
o) () e

1 r(u+3v)=m+3rvEZ32

Ambilr€ Z;danu, v € Z32

1) untuk r=10
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g
d) (1.2)(3) = (g) € 7.2

0 a2(l)- (e

()~ (e

0 a2(3)-(})ew

@)- ()

by a2()- () ez

() (e

) a2()-()ew

Karena aksioma — aksioma (1) dan (2) terpenuhi maka dapat dikatakan bahwa Z:

* merupakan ruang vektor atas lapangan Zs.
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v - QO v - QGG x = Q)

2 = {(e)- () (o) () (2)- (6)- (1) (3)} merupakan subruang dar

1. Akan ditunjukan bahwa V= {(g) , ((1)) , ((2))} subruang dari Z5” yaitu :
2 (-0 @) ez
0 ()-0).Q) 0
¢) Untuk setiap a, B € {(g) y ([1)) " (g)}, ¢ € Z3 berlaku :

canpe{(o) (1) ()

1) Akan ditunjukan bahwa {(3) (‘1)) , (‘2’)} c 7.2,

z={(0)- ()2 (0)- () 2) (0) (). )
)

(
Maka dapat disimpulkan bahwa V= {(

2) Akan ditunjukan bahwa {( ) (1) ( )} =0.
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Jelas sekali bahwa {(g),(g),(g)} merupakan unsur — unsur ruang

vektor yang tak nol sehingga dapat disimpulkan bahwa

{(0)-Q)-GQ}=o

3) Akan diperiksa apakah setiap a, f € {(g),(g),(g)}, ¢ € Zj berlaku

canpe{(p) (1) ()

) cang=od) o ()= ()-(010)- Qe
o) 5 ()-Q) - Q- (010)- Qe
o) @)= ()- (19O ex
0 an=ol) 5 (-0 Q- (1) Qe

)
» a0 Q-Qo0-(1D- Qe
)1 Q)-Q Q-6 ew

3) ca+ B= 1(0

¢) Untukc =2

) =205 Q)= 0)- (10 Oz
D) eatp=2()n(3)=() = ()=(c12)-() ez
3 eanp=2(]) 4 (5)=(9) = (5)=(173)=(



Dari (1), (2), dan (3) maka dapat disimpulkan bahwa {(g),(o),(o)}

merupakan subruang dari Z5.

2. Akan ditunjukan bahwa W = {(g) . ((1}) . (g)} subruang dari Z32 yaitu :
2 {O).(). Q)2

5 {(0): (o) @)} =@

¢) Untuk setiap a, B € {(g) , ((1)) ((2))} ¢ € Z; berlaku :

carsBe{(o)- o) ()

1) Akan ditunjukan bahwa {(g) ((1)) , (g)} c 72

-0 0)-0)-0-0-0.0.0.0)

Maka dapat disimpulkan bahwa W = {(g) , ({1)) . ([2})] & 232.

2) Akan ditanjikan babwa {(g) , ((1)) , (g)} £0.

Jelas sekali bahwa {(g),(é),(;)} merupakan unsur — unsur ruang

vektor yang tak nol sehingga dapat disimpulkan bahwa

{(0)-)-G)}=e

3) Akan diperiksa apakah setiap a, f# € {(g) g ((1)) ,(

a1 Be{(5)- (o) (o)

a) Untuk c =0

) e p=oQ) (0O (Q)-( 18- @ e

2

0)} ¢ € 73 berlaku

39



2 cana=0(g) 2 (5)= () = (o)~ (0 +30) = (0) €2
y can=oQ)n(?)-0)nO-(012)-Oen
0 canp=0(5) 4 (0) =)+ (0)=(0430)- () e
b) Untuk ¢ =1
1) catsB= l(g) +3 ((1))
2 wnp=1(0)5(g)= ()= G- (0+30) = @)
)

3 canp=1(p)+(;

Il
A
=
p—
+
e
N
Q=
e
Il
N
o o
+ +
w W
o =
S——
Il
—
SO =
e
m
N
L]
(%]

o
—
Il
N
o =
~—r
+
e
e
(=2
~—
N
o =
+ +
wow
=y
S—
Il
Vo
o o
S
m
N
w
8]

¢) Untuk ¢ =2

Dari (1), (2), dan (3) maka dapat disimpulkan bahwa {(O),(l),(z)}

merupakan subruang dari Z3”.

3. Akan ditunjukan bahwa X = {(7

a {(p)} <27
b) [(g)} 0.

¢) Untuk setiap a, B € {(g

)] subruang dari Z5” yaitu :

)}, ¢ € Zs berlakuca +3 B € {(g)}
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1) Akan ditunjukan bahwa [(g)} c Z

2200000 0)-0).0)

Maka dapat disimpulkan bahwa X = {(g)} c 73

2) Akan ditunjukan bahwa {(g)} £ 0.

Jelas sekali bahwa {(0

0)} merupakan unsur — unsur ruang vektor yang tak

nol sehingga dapat disimpulkan bahwa {(g)} £0.

0

0)}, ¢ € Z; berlaku

3) Akan diperiksa apakah setiap a, B € {(

ca+ B €{(g))

a) Untuk ¢ =0

) o) (-0 Q- (19)-Qen

b) Untuk ¢ =1

) earsg=1(0) 5 (0) = (6) = (6)=(0420) - () €2

¢) Untuk ¢ =2

D cats8=2() (D)= ()=()-(10)

(g) = 232.

Dari (1), (2), dan (3) maka dapat disimpulkan bahwa {(g)} merupakan

subruang dari Zs”.

4. Akan diwnjukan babwa 2 = {(0). (3): (). (). (2)- (2)- ()-(2)- ()

subruang dari yaitu :
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2 1O.0.0-0-0)-0-0.0.0) <z
0 {0)-0)-0)-0)-0)-0-0.0.0) =0
o vk sip 8 € {(2).(0)-0)- () (). (). ). ). )} e 2

ﬁe{(o),@), 0).0)-0).0).¢).0).0)
) asaniivan (9. (9. (9. (). (). 2)- - 0. Q) e 22
1i-| >,(),().(0>.(>, ).0.0).)

l%@)@l@l@)ﬁ)@l@)@l@ﬂc%?
2 kan dinjukan {(0). (7). (2). (o) (1) (2)- (0)- (1) (R} = @
seas - sekali - batva {(3).(7)-()- (o) (1) (2)- (0)- (2)- ()}

merupakan unsur — unsur ruang vektor yang tak nol sehingga dapat

disimputian {(5). (7). (). () (1)- (). () () ()} #

3) Akan diperiksa apakah setiap
8 € (0.0 0)-0)-0-0). ) € 2 bor
carBel(y)-(1)- () () () GG QD))
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) € 232.

(5

) =(o+50)
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)4 (g

1
1

3) ca+sf=0(

c=1

b) Untuk
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Dari (1), (2), dan (3) maka dapat disimpulkan bahwa

{(0)- () @) (0)- () ) (g)- (1) (2)} merupalan subruane. i

y A
Teorema 3. 4

Himpunan bagian dari ruang vektor Z;* yang memuat vektor nol bukan

merupakan basis.

Contoh 3. 4. 1

z={(0)- () 2) (o) ) ) ©)- 0B}

Ambil himpunan dari Z;* yang memuat vektor nol misalkan ¥V = [(g)(g)}

Akan dituktika batiwa V= {(g) . (‘1))} adalah bebas linear.

Pandang persamaan :

KIVIFKVIZ0 ottt 0)
ki) +1a(3) = (5)

0(2)-

(00++ 1?2) L (g)

() =)

Diperoleh k> = 0




Sedangkan k; merupakan variabel bebas, misalkan s.

Maka persamaan (4) dipenuhi dengan k; = s dan k; = 0. Pernyataan ini kontradiksi

bahwa V = {(g), {1])} adalah bebas linear. Jadi, pengandaian V = [(g),(g)]

bebas linear salah. Haruslah V = {(g),(g)} tidak bebas linear. Karena V =

{(g).(g)} tidak bebas linear/bergantung linear maka V = { g)'((l) } bukan

merupakan basis. Jadi, dapat disimpulkan bahwa himpunan dari ruang vektor 75
yang mengandung vektor nol pasti tidak bebas linear dan juga bukan merupakan

basis.

Teorema 3. 5

Dimensi dari ruang vektor Zs” adalah 2.
Bukti :

Untuk memperlihatkan dimensi dari ruang vektor Zy® cukup dengan

memperlihatkan basis dari ruang vektor 7. Ruang vektor dikatakan basis apabila

a. Unsur — unsur dari Z5” bebas linear.

b. Unsur — unsur dari 232 membangun di Zs.

Loe={(): ()

Akan ditunjukan B, merupakan basis dari 75

a. Pandang persamaan k!({l)) * kz((ly) - (g)

(o) (§)- ()
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(0+ kz)
k, + 0

(<2

o
0

I
N

Diperoleh k; =0 dan k, =0

1

Karena persamaan kl((l)) + kz(o

) = (8) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

1

k> = 0 maka persamaan k;((l)) + k2(0

) = (8) bebas linear.

. Akan ditunjukan {((1)),(8)} membangun di Zs;*. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di 75
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2 5={()). ()

Akan ditunjukan B, merupakan basis dari Z;

o g 9 +4(0) - ()

0 ko\ /0
(k1) N (kz) a (0)
(0 + k, ) _ (0)
ki + k; 0
k, 70
(k1 + kz) - (0)
Diperoleh k; = 0. Subtitusikan nilai k, = 0 ke persamaan k; + k, = 0, maka
diperoleh nilai k; = 0.

Karena persamaan k.((l)) + kz(i) = (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

k> = 0 maka persamaan k.(g) + kz(i) = (g) bebas linear.

0

b. Akan  ditunjukan {( .

),(D] membangun di 7+*. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di y A

b (o) =0() +o()
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s 3={(7). ()

Akan ditunjukan B; merupakan basis dari Z;*

a. Pandang persamaan k ( )+ kz( ) (

)
(o) *(22)=()
(o3 52)-()
(k1+ 2k2) ()

Diperoleh k; = 0. Subtitusikan nilai k, = 0 ke persamaan k; + 2k, = 0,
maka diperoleh nilai k; = 0.

1

) - (g) hanya dipenubi oleh k; = 0 dan

Karena persamaan k'((l)) + kz(

k> = 0 maka persamaan k‘(g) + kg@) - (g) bebas linear.

0

b. Akan ditunjukan {( .

),G)} membangun di 7+>. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z”.

(o) =)+ ()
2 (1)=1()+ ()
5 (5)=2(1) ()
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9 (p)=1() 1)
9 (1)=20)16)
0 ()=o) *1(;)
n(G)=2(1) +20)
8 (1)=0(1) +2(3)
) (5)=1() +2()

Akan ditunjukan B4 merupakan basis dari Z5

a. Pandang persamaan k,(l) 4 kz(l) = (O)
(% 4K (kz) o
(641)- )
()=
Diperoleh k, = 0. Subtitusikan nilai k = 0 ke persamaan k; + k, = 0, maka

diperoleh nilai k; = 0.

1

1) (0) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

Karena persamaan kl([l)) + kz(
i

k; = 0 maka persamaan kl((l)) + kz(1

) = (0) bebas linear.

1

. Akan ditunjukan {(é)(1

)} membangun di Z;’. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z’.
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b (p)=0(p) *(;)
2 (1)=2) 10
» (5)=10) ()
9 ()=1()+2()
9 (1)=00) 1)
0 (5)=2() +2()
" (5)=2o) ()
& (1)=10)10)
9 (3)=9() +2()

s 3:={(p)- ()

Akan ditunjukan Bs merupakan basis dari Zs

a. Pandang persamaan k() + k() = ()

k]_ 2k2 _ 0
(0)+(k2)_(0)
(kl + 2k2) - (0)
0+ k, 0
ky + 2k;\ (0
( Kk, ) - (0)
Diperoleh k; = 0. Subtitusikan nilai k, = 0 ke persamaan k; + 2k, = 0,

maka diperoleh nilai k; = 0.
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0

Karena persamaan kl(é) + kz(i) - (0

) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

k> = 0 maka persamaan k,((l)) + kz(i) = (g) bebas linear.

b. Akan ditunjukan {(é),(i)] membangun di Zs°. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z”.

b ()=0(p) +o(3)
2 (1)=1()+1()
3 (5)=2) +2()
9 (g)=1(p) +o(3)
9 (1)=20p) +1()
6 (2)=9(p) +2(3)
N (o)=2() +o(3)
8 (1)=0) +1()
9 (3)=10)+2(5)

Akan ditunjukan Bs merupakan basis dari 232

a. Pandang persamaan k; (i) + kz(g) - (g)

(}l:) " (zgz) - (g)
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k
(k1 legz) N (8)

(k1 Jl: 121{2) N (3)

Diperoleh k; = 0. Subtitusikan nilai k; = 0 ke persamaan ki +2k; =0,
maka diperoleh nilai k, = 0.

0

Karena persamaan kl(i) + kz( 2

) = (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

0

k> = 0 maka persamaan kl(l) = kz(o) N (0

1 2 ) bebas linear.

. Akan ditunjukan {(})(g)} membangun di 72 Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di 73’

)
) ()=o) +16)
5 (o)1) 1)
9 ()=10)+0)
o (5)=1)+20)
M (o)=2(1) +2(3)
» (1)-2)16)
9 (5)=21)+ ()
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2 5={()-Q))

Akan ditunjukan B; merupakan basis dari Z’

a. Pandang persamaan kl(i) + kz(é) = (g)

(El) ’ (zklfz) gt
ez~
() k+k;=0

(i) ki +2kx=0

Dengan menggunakan SPL diperoleh k; = 0 dan k; = 0. Karena persamaan

kl(i) + kz(;) - (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan k; = 0 maka
persamaan k.(]i) + kz(;) = (g) bebas linear.

b. Akan ditunjukan {G),G)} membangun di Z;’. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z”.

b (9)=0() +o(;)
2 (1)=2() 1)
9 (2)=1(1) +2(3)

9 (9)=2()+2(;)
9 (1)=1(1) o)

o ()= 1)
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s 5= {(1). (o)

Akan ditunjukan Bg merupakan basis dari Z5*

a. Pandang persamaan kl(}) * kZ((z]) - (g)

2k
() C5)=(5)
k k
( 111++202) - (g)
k k
(" %)= 6)
Diperoleh k; = 0. Subtitusikan nilai k; = 0 ke persamaan k; + 2k, = 0,

maka diperoleh nilai k; = 0.

2

2) = () hanya dipenui oleh ki = 0 dan

Karena persamaan k.(i) + kz(

2

k, = 0 maka persamaan k[(}) 3 kz(o

) (0) bebas linear.

1

b. Akan ditunjukan {(1

),(g)} membangun di Zs*. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

b (p)=0(;)+ (o)
2 (1)=1)+10)
) (2)=2)+2(5)
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9 (o) =0(3) +2(g)
9 (1)=10) ()
0 (2)=2()+1(o)
M (o)=2(1) + (o)
9 ()=10)+20)
9 (3)=2(1) ()

0. 3={(1)- (D}

Akan ditunjukan By merupakan basis dari Zs’
a. Pandang persamaan kg(i) + kz(i) = (g)
kq 2k;\ (0
(ie)* (i)~ @)
(k1 + Zkz) = (0)
k; + k; 0
(i) ki +2k=0
(ll) ki+k,=0
Dengan menggunakan SPL diperoleh k; = 0 dan k; = 0. Karena persamaan

k.(i) + kz(’ll) = (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan k; = 0 maka

persamagn kl(i) % kz(i) = (g) bebas linear.

1

b. Akan ditunjukan [(1

),(i)} membangun di Z32. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Zs°.
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10-80={(). ()}

Akan ditunjukan By merupakan basis dari Z3*

~(o)

a. Pandang persamaan k, ( ) + kz(

)
() ()=

(0 + 2k,
ky + k,

)=G
(klz-IL-( 2kz)

Diperoleh 2k; = 0, maka k, = 0. Subtitusikan nilai k, = 0 ke persamaan

k; + k, = 0, maka diperoleh nilai k; = 0.
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2

2) = (7) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

Karena persamaan k]((l)) + kz(

k> = 0 maka persamaan k.(g) + kz(i) - (g) bebas linear.

0

b. Akan ditunjukan {( ;

),(i)} membangun di 232. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z;%.

b (9)=0()+o()
2 (1)=10) ()
3 ()=2(2) +o(])
9 (g)=10) ()
9 (1)=2()+2()
0 (5)=0()+2()
M (5)=22) +1()
9 (=) +1()
9 (3)=1()+1()

n.5-(0). ()

Akan ditunjukan B;; merupakan basis dari 73

- O

a. Pandang persamaan k'((l)) 4 RZ@ - (g)

() ()= ©)
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(o 2=
(kl ikfzkz) - (3)

Diperoleh 2k, = 0, maka k, = 0. Subtitusikan nilai k, = 0 ke persamaan
k; + 2k, = 0, maka diperoleh nilai k; = 0.

2

2) - (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

Karena persamaan kl((l]) + kz(

0

k, = 0 maka persamaan k'({l)) * kz(g) - (0

) bebas linear.

. Akan ditunjukan {(‘1})@)} membangun di Zs2. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z:>.

) (o) =0(2) +0(2)

~o

Il
&
=}

BN

Il
(§]
ik
=

— j — S~— ~— S’ i j S— j
+
[y}

F ¥ P — P = T P—

Il
9
+
[y}

&
[S]

Il
e

Il
]
+

ol T <= 7 e R < R et
Il Il
—_ o
S — P— Y ST — AT P ¥ ¥ i P S
—_ O RO RO RO RO RO RO RO RO
lh i sl - S R S s

NN NN NN NN [ NSRS NN NN

Il
(=]
+
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2.82={(;). ()}

Akan ditunjukan B, merupakan basis dari 232

a. Pandang persamaan kl(g) + kz((ll) = (g)

(21) ()= ()
0+ k
(214 + 0)~(0)
()= ©)
Diperoleh 2k; = 0, maka k; = 0 dan k; = 0.
Karena persamaan k.(g) + kz(O) ( 0) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

k; = 0 maka persamaan ki({z)) + kz((l)) - (g) bebas linear.

0

b. Akan ditunjukan {(2

5 1 memban di 232. Berdasarkan definisi
) (0)} g

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z”.

D (g)=0
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@)=

(D=2
2 (§)=1(3)+2( )

13.82={(5). ()}

Akan ditunjukan B;; merupakan basis dari Z5*

8)

a. Pandang persamaan ki(0) +ka(2) = (9)

(a) * (2) =G
)

( 0+ k,
2k, + 2k,

H

8)
(21(1 lf: 2k2) N (3)

Diperoleh k, = 0. Subtitusikan nilai k; = 0 ke persamaan 2k, + 2k, = 0,

maka diperoleh nilai k; = 0.

Karena persamaan lq(g) + kz(z) (0) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

k, = 0 maka persamaan kl(g) + kz(;) - (g) bebas linear.

0

b. Akan ditunjukan {(2

),(;)} membangun di Zs*. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di 7.

D (p) =) +o(;)
2 (1)=2)06)
D (5)=1G)+ ()
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Il
S

14-8={(5). (o))

Akan ditunjukan B4 merupakan basis dari Z5>

(o)
0
0

a. Pandang persamaan k; ( ) + kz(

)
(ax)* ()
(24, +6)°

2k, 0
(21) = )
Diperoleh 2k; = 0, maka k; = 0. 2k, = 0, maka k, = 0.

2

Karena persamaan k.(g) + kz(o

) = (8) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

2

k> = 0 maka persamaan k; (g) < 2 kz( 0

) = (g) bebas linear.

0

b. Akan ditunjukan {(2

)((2))} membangun di Z;°. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Zs”.
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=3
+

[a—y

(S
+

.

+

b (p)=0()+°()
2 (1)=2() ()
3 (5)=1() o)
4 (0)=0()+2(p)
9 (1)=2() ()
0 (5)=1) ()
©)-2)16)
(1)=2() 1)
(2)-1G) ()

o

2
1

- {(0). )

Akan ditunjukan Bs merupakan basis dari Z;

a. Pandang persamaan k.(

(

0
2k

(
‘ (

} Diperoleh 2k, = 0, maka k; = 0. Subtitusikan nilai k> = 0 ke persamaan

2) (i

2k,
)*(kz

0+ 2k,
2k, + k,

1

2k,
2k, + ks

)=
)=

)
)

Il

)

)

(o)
(o

2k; + k; = 0, maka diperoleh nilai k, = 0.



°

%) = (3) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

Karena persamaan k.(g) # kz(

0

k, = 0 maka persamaan k'(g) + kz(i) = (0

) bebas linear.

b. Akan ditunjukan {(g),(i)} membangun di 232. Berdasarkan definisi 2.

7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z:%.

b (p)=0()+o()
2 (1)=2) o)
9 (2)=1G) o)
9 (0)=2()+2()
9 (1)=1()+2()
0 (5)=0() ()
N (o)=1)+1()
5 (1)=0)+10)
9 (3)=22) +1()

6= (9. Q)

Akan ditunjukan B, merupakan basis dari Zs

N O

a. Pandang persamaan k‘(g) * RZ@ - (g)

(a0)* (2)=0)
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k
(2(1)<j +221§2) N (8)
2k
(2k1 +22k2) - (3)

Diperoleh 2k, = 0, maka k, = 0. Subtitusikan nilai k, = 0 ke persamaan
2k, + 2k, = 0, maka diperoleh nilai k, = 0.

2

2) = (8) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

Karena persamaan k1((2)) + kp_(

k> = 0 maka persamaan kl(g) + kz(g) = (g) bebas linear.

. Akan ditunjukan {(g),@)} membangun di Zs;”. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z:>,

D ()=0(z) +(3)
2 (1)=2) ()
) (2)=1)+ ()
9 (g)=1() +2()
9 (1)=0() +2(3)
6 (3)=2() +2(3)
N (o)=2)+1()
B (1)=1G) 1)
9 (5)=00)1(;)




17.80={(p).(5))

Akan ditunjukan B;7 merupakan basis dari Z32

a. Pandang persamaan k (0) + k2(1 ( )

)=
()+(22) -
)= (o

(k1 + k,
0+ 2k,

k; +k;\ (0
( 2k, )_ (0)
Diperoleh 2k; = 0, maka k, = 0. Subtitusikan nilai k» = 0 ke persamaan

k; + ko = 0, maka diperoleh nilai k; = 0.

Karena persamaan k.(é) + kz(;) (0) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan
k> = 0 maka persamaan kl((l)) ¥ kz(z) (g) bebas linear.

b. Akan ditunjukan {((l))@)} membangun di Z3’. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z5.

b ()=o) +o(2)
2 (1)=1(0) +2(3)
) (2)=20) 1)
9 (o)=1(0)* ()
9 (1)=2()+2()
60 (3)=0(p) +1()
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Akan ditunjukan B,g merupakan basis dari Z5>

~(o)

a. Pandang persamaan k ( ) + kz(

1 (Zkz)
2k,
(k1 + 2k,
0+ 2k,

)=G
(k1 + 2k2)

2k,
Diperoleh 2k, = 0, maka k, = 0. Subtitusikan nilai k, = 0 ke persamaan

k; + 2k = 0, maka diperoleh nilai k; = 0.

Karena persamaan k.((l)) + kz(z) (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

k> = 0 maka persamaan kl((l)) + kz(z) ( 0) bebas linear.

i

b. Akan ditunjukan {(0

),(g)} membangun di Z5’. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z3’.
) ()=0(p) +0(3)
2 (2)=2()*2(;)
5 (2)=10)+1()
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9 (g)=1() +o(3)
9 (1)=0(0) *2(3)
o (5)=2p)1(;)
N (5)=2p) ;)
» (1)=10) ()
9 (3)=0p) 1)

19:80={(3). (5)

Akan ditunjukan B9 merupakan basis dari 232

(0
(o)

remtl

D =

a. Pandang persamaan k ( ) + kz(

)-
(ae) + 55
L o)l

("2 ) (8)

Diperoleh 2k; = 0, maka k; = 0. Subtitusikan nilai k; = 0 ke persamaan

[

k; + 2k, = 0, maka diperoleh nilai k, = 0.

1

2) + kl(g) = (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

Karena persamaan k|(

k, = 0 maka persamaan k.(z) + kg(g) (8) bebas linear.

1

b. Akan ditunjukan {(2

), (3)} membangun di Z+’. Berdasarkan definisi 2.

7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di 7.
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P et = T <= T - T = T - - == )
N N N N N N N N e’

e T T - = B = = = R e
' et N e e e N N

Fane N <. =i R - B i = <= k. T =
— e’ Sme? | e S’ S S Sa e

tunjukan Bo merupakan basis dari Ao

. -

Akan d

(o)

2)

)i

1
2

a. Pandang persamaan k.(

©

2k
1 +( 2)=
)+ (e

(k
2k

(l) ki +2k, =0
(i) 2k +2k;=0
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Dengan menggunakan SPL diperoleh k; = 0 dan k, = 0. Karena persamaan

kl(;) + kz(g) = (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan k, = 0 maka

persamaan kl(;) + kz(g) = (g) bebas linear.
b. Akan ditunjukan {(;),(g)} membangun di 7:’. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di A

b ()=0() +o(3)
2 (1)=1G) 1)
3 (5)=2) ()
9 (9)=2() 1(;)
9 (1)=00)+2(;)
o (5)=1G) ()
N (o)=1)*2()
9 (1)=23)+o()
9 (3)=90G)1(;)

21.8a={(g). (1)

Akan ditunjukan B, merupakan basis dari Z;

o raamgpersmant () -3~ ()

(3)+ (i)~
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(2k1 + Zkz) _ (0)
0+ k, 0
2k, + 2k,\ /0
( ks, ) N (0)
Diperoleh k, = 0. Subtitusikan nilai k, = 0 ke persamaan 2k; + 2k, = 0,

maka diperoleh nilai k; = 0.

2

1) - (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

Karena persamaan k|((2)) + kz(

k, = 0 maka persamaan kl({zl) + kz(i) = (g) bebas linear.

z

. Akan ditunjukan {((2))(1

)} membangun di Zs”. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di 7.

b (p)=0()+o()

Il
[a—
+
(4]

I
B - -
=] [5®) >

VoY F S P o P ] F il F Fatw) Ve

l
=

I
N Y e N P N N i) TN N
oN o N oN onN (=T o8 onN on SN oN

SN— N—’ S—’ S— i S—’ S— S—’
-+
—t

-+

Il
5]
+
3]
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2.82={(g). ()

Akan ditunjukan B, merupakan basis dari VA

~(o)

a. Pandang persamaan kl( 0) + kg(

)
C5) ()= (o

(Zk1 + 2k2)
0+ 2k,

(2k1 +2kz\ _
2k,

Diperoleh 2k; = 0, maka k, = 0. Subtitusikan nilai k, = 0 ke persamaan
2k; + 2k, = 0, maka diperoleh nilai k; = 0.

Z

) + kz@) - (g) hanya dipenuhi oleh k; = 0 dan

Karena persamaan kl(

k> = 0 maka persamaan kl([z)) + k2(§) (g) bebas linear.

b. Akan ditunjukan {(5),@)} membangun di Z;z. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Zs”.

b (g)=0(o) +0(2)
2 (1)=1()+26)
) (2)=20) 1)
4 (p)=2(5) ;)
) (1)=0(p) +2(3)
0 (2)=1(0)+1()
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23. By = {(

- N

) ()

Akan ditunjukan By merupakan basis dari Zs*

a. Pandang persamaan kl(i') + kz@) = (g)

k k
(zkf) " Gki) - (3)
2k, + 2k
( k11-|-+ Zk:) - (8)
(i) 2k, +2k;=0

(i) ki+2k=0

Dengan menggunakan SPL diperoleh k; = 0 dan k; = 0. Karena persamaan

k;@) + kz(g) = (g) hanya dipemibi oleh k; = 0 dan k; = 0 maka

persamaan k.(i) + kz(g) = (g) bebas linear.

2

b. Akan ditunjukan {( "

),(:23)} membangun di Zgz. Berdasarkan definisi

2. 7(Anton, 2004) maka kombinasi linear dibawah ini merupakan vektor —

vektor yang membangun di Z”.

D (g)=0o(3) +o(;)
2 (1)=2() 1)
» ()=1()+2()
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1@)+0(§
)+ 1(

)
)

8) (i

9 (
Dari penjabaran diatas terbukti bahwa dimensi dari ruang vektor Z;” adalah 2.

2
2

o(i

2:
2

73



BAB 1V

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dari pembahasan dari BAB III diperoleh kesimpulan yaitu :

1. Zs; merupakan lapangan.

2. 73" merupakan ruang vektor atas lapangan Zs.

v = QR 7 = {Q0)-QF x = (@)
2= {(o)- (1)) (0 (1)) (). (). (2)) merupakan subruane

dari ruang vektor Zs”.
4. Himpunan bagian dari Z3 yang memuat vektor 0 bukan merupakan basis.

Terdapat dua puluh tiga basis pada ruang vektor Z5* yaitu :

b B ={(7) ()}

2 B:={(1).(})
5 0= ((
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nsi dari ruang vektor Zs adalah 2.
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