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ABSTRAK

Misal diberikan graf G = (V, E) dengan himpunan titik V() dan himpunan sisi
E(G). Pelabelan total sisi-ajaib pada G adalah suatu pemetaan bijektif

f: V(@) U EG) - {1,2,...,[V(G)] + |EG)]}
yang mempunyai sifat bahwa untuk setiap sisi xy di G berlaku

fx) +f0) + fO) = £k,

untuk suatu konstanta k. Bilangan k disebut konstanta ajaib pada pelabelan graf
G. Pelabelan total sisi-ajaib f pada graf G disebut pelabelan total sisi-ajaib super
bila fF(V(G)) - {1.2,...,|V(G)[}. Dalam tugas akhir ini, akan ditunjukkan
pelabelan total sisi-ajaib super pada graf B, U P, quntuk » ganjil (n = 3)
dengan k = 5n 4 4.

Kata kunci: gabungan graf lintasan, konstanta ajaib, pelabelan total sisi-gjaib,
pelabelan total sisi-ajaib super.
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pelabelan graf adalah pemberian label bilangan bulat tak negatif (Z")
pada titik atau sisi atau keduanya dengan memenuhi aturan-aturan tertentu, [4].
Dengan demikian, akan terdapat tiga jenis pelabelan graf, yaitu pelabelan graf
pada titik, pelabelan graf pada sisi, dan pelabelan titik dan sisi (pelabelan total).

Dalam perkembangannya, pemanfaatan teori pelabelan graf sangat
dirasakan peranannya terutama pada sektor komunikasi dan transportasi, navigasi
geografis, radar, penyimpanan data komputer, dan desain integrated circuit pada
komponen elektronik.

Misal terdapat graf G = (V, E) dengan himpunan titik V() dan himpunan
sisi E(G). Pelabelan total sisi-ajaib pada G adalah suatu pemetaan bijektif
f:V(G) VU EG) - {1,2,...,|V(G)| + |E(G)|} yang mempunyai sifat bahwa
untuk setiap sisi xy di G berlaku f(x) + f(xy) + f(y) = k. untuk suatu
konstanta k. Konstanta k disebut angka ajaib (konstanta ajaib) graf G. Suatu graf
G dikatakan fotal sisi-ajaib jika pelabelan total sisi-ajaib dapat dikenakan
padanya. Pelabelan ini untuk pertama kalinya diperkenalkan oleh Kotzig dan Rosa
[5], dengan istilah magic valuations. [9]

Pada [8] mengatakan bahwa dalam [3]. R. M. Figueroa-Centeno, R.
Ichishima dan F. A. Muntaner-Batle menunjukkan bahwa P; U nP, adalah total
sisi-ajaib super untuk setiap m = 1,dan P, UPB, untuk setiap n = 3. Bila
fV(G)) - {1,2,...,|V(G)|} maka f disebut sebagai pelabelan total sisi-ajaib

super.




Pada tugas akhir ini, penulis melakukan kajian mengenai Pelabelan Total
sisi-ajaib Super, khususnya pada graf P, U P, untuk » ganjil (n = 3).
1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah apakah graf

P, U P, untuk » ganjil (n = 3) memiliki pelabelan total sisi-ajaib super.

1.3 Pembatasan Masalah

Dalam tulisan ini permasalahan dibatasi untuk menentukan pelabelan total
sisi-ajaib super pada graf P, U P, untuk z ganjil (n = 3) dengan konstanta ajaib
k =5n+4.
1.4 Tujuan Penulisan

Tulisan ini bertujuan untuk mengkaji pelabelan total sisi-ajaib super pada
graf P, U P, untuk » ganjil (n = 3) dengan k = 5n + 4.
1.5 Sistematika penulisan

Sistematika penulisan dalam tugas akhir ini terbagi menjadi empat bab,
yaitu Bab I menjelaskan tentang latar belakang, perumusan masalah, pembatasan
masalah, tujuan penulisan, dan sistematika penulisan. Bab II berisi tentang
definisi dan teori-teori yang mendukung dan mendasari pembahasan. Bab Il1 akan
dibahas mengenai hasil utama dari penulisan tugas akhir ini. Dan pada Bab IV
adalah penutup, berisi kesimpulan dari permasalahan yang telah dibahas pada bab

sebelumnya dan saran untuk pelaksanaan tugas akhir selanjutnya.




BABI1

LANDASAN TEORI

2.1 Defnisi dan Terminologi

Graf G adalah pasangan himpunan (V,E) dengan V adalah himpunan
tidak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut titik dan E adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di G
yang disebut sisi. Himpunan ftitik-titik pada graf G dinotasikan dengan V(G)
sedangkan himpunan sisi-sisi pada graf G dinotasikan dengan E(G). [2]

Banyak titik yang ada pada graf G disebut orde (order), dinotasikan
dengan |V(G)| = p sedangkan banyak sisi pada graf G disebut ukuran (size) dari
G, dan dinotasikan dengan |E(G)| = q. [2]

Sebagai contoh perhatikan Gambar 2.1.1 berikut:

V2
G,
€g €1
Vg V3
L1
ey €
€g
Vs €3 vy

Gambar 2.1.1 Orde dan Ukuran dari Graf
gambar graf G; di atas menunjukkan bahwa graf tersebut memiliki tittk V(G,) =
{vl, Vo, V3, Vs, 175_176}, dan sisi E(G;) = {e,, e;, €3, &4, €5, €, €7, €g, €5, €10 }. Jadi,

p(G,) = 6 dan q(G,) = 10.




Derajat di titik v pada graf G adalah banyaknya sisi pada G yang
bersisian dengan v yang dinotasikan dengan degg (v), atau ditulis deg(v). Titik
dikatakan genap atau gamjil berdasarkan apakah derajatnya genap atau ganjil.
Titik berderajat satu disebut titik ujung. [2]

Jika v adalah titik pada graf G, maka himpunan semua titik di ¢ yang
bertetangga dengan v disebut lingkungan dari v, ditulis N(v). [6]

Graf pada Gambar 2.1.2 mempunyai himpunan titik V = {a, b, c,d} dan

himpunan sisi E = {e;, €;,€3,€4,€5}.

€2
Gz H {a c
(¢4
e; 4
b €s d

Gambar 2.1.2 Derajat dan Lingkungan Graf
Diperoleh
N(a) ={b,c,d}
N(b) ={a,c,d}
N(c) = {a, b}
N(d) = {a, b}
Jadi,
deg(a) =3
deg(b) =3
deg(c) =2

deg(d) = 2.




Titik @ dan b adalah berderajat ganjil, titikk ¢ dan & adalah berderajat genap.
Karena tidak ada yang berderajat satu, maka graf G, tidak mempunyai titik ujung.

Jalan u — v dalam graf G adalah barisan berhingga yang berselang-
seling antara titik dan sisi W:u = vy, e, V5, €3,V3,..., €, ¥y = v, yang dimulai
dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan e; = v;_qv; untuk i = 1,2,...,n adalah
sisi di G, v, disebut titik awal, v, disebut titik akhir, titik v,,v3,...,Vp—4
discbut titik internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jalan yang tidak
mempunyai sisi disebut jalan trivial. [2]
Dalam hal ini, jalan # — v yaitu

Wiu=v e vye0; . epvp =17
dapat ditulis menjadi
Wiu=wvy v, v3  VUnqVq=".

Perhatikan Gambar 2.1.3 berikut :

a c

b d
Gambar 2.1.3 Jalan dari sebuah Graf
Berdasarkan gambar diatas, diperoleh

Wi:a,b,c,a,d,e,c,b

W,:b,c,a,d,e,a,b




adalah jalan di G3. Jalan W, mempunyai panjang 8 dan W, mempunyai panjang 7.
Sedangkan,
Wi:a,b,c,d, e, a
bukan jalan di G, karena sisi cd tidak ada di G3. Demikian juga
Wy:a,b,e,c,a
bukan jalan di G5, karena be bukan sisi di G3.

Jika vy # v, maka W disebut jalan terbuka, dan jika vy = v, maka W
disebut jalan tertutup. Jalan terbuka yang semua titiknya berbeda disebut
lintasan. [2]

Lintasan yang panjangnya n dari titik awal v, ke titik akhir v, dalam graf
G ialah barisan berselang-seling dari titik-tittk dan sisi-sisi yang berbentuk
Vi €y V2 V3 . Vn_y, €qVn  sedemikian  schingga e = (vy,v;),e; =
(v4,v3), ..., €n = (Vy—1, V) adalah sisi-sisi dari graf G. [7]

Graf lintasan dengan n titik dinotasikan dengan P, yaitu graf terhubung
sederhana dengan dua titik berderajat satu, yvang disebut ujung dari lintasan, dan
n — 2 titik berderajat dua. Graf lintasan P, memiliki n — 1 sisi.

Gambar 2.1.4 berikut memperlihatkan beberapa contoh graf lintasan,

o & &
P. 3 - & L =
P, : & ® ® ®

Gambar 2.1.4 Beberapa contoh Graf Lintasan
Titik u dan v di graf G dikatakan terhubung jika terdapat lintasan u — v
di G. Graf G dikatakan terhubung jika sebarang dua titik berbeda di G ada jalan

yang menghubungkannya, jika tidak demikian maka G dikatakan tidak



terhubung. Graf yang hanya terdiri dari satu titik saja (tanpa sisi) dikatakan
terhubung, karena titik tunggalnya terhubung dengan dirinya sendiri. [2]
2.2 Graf Gabungan
Misal ada dua buah graf G dan H dimana himpunan titik di ¢ dan H
dinotasikan V(G) dan V(H), begitu juga dengan himpunan sisinya, dinotasikan
dengan E(G) dan E(H). Gabungan graf G dan H dinotasikan (G U H) dengan
himpunan titik V(G) U V(H) dan himpunan sisi E{(G) U E(H), [1].
2.3 Pelabelan pada Graf
Pelabelan adalah pemberian label bilangan bulat tak negatif (Z") pada titik
atau sisi atau keduanya dengan memenuhi aturan-aturan tertentu, {4]. Jika
domain dari fungsi adalah titik, maka disebut pelabelan titik (verrex labeling).
Jika domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan jika
domainnya titik dan sisi maka disebut pelabelan total (fofal labeling). [6]
2.4 Pelabelan Total Sisi-ajaib
Misalkan G(V,E) adalah suatu graf dengan himpunan titik ¥ dan sisi E.
Banyaknya titik di G adalah [V(6)], dan banyak sisi di G adalah |E(G)|.
Definisi 2.4.1 [9] Pelabelan total sisi-ajaib pada graf G dengan himpunan titik
V(G) dan himpunan sisi E(G) adalah suatu pemetaan f bijektif seperti di bawah
ini E
F:V(G) VE(G) —{1,2, .., [V(G)] + |E(G)]}
dengan sifat bahwa wntuk setiap sisi xy di G berlaku,
fAO+fN+f0) =k,

untuk suatu konstanta tetap k.




Selanjutnya k disebut angka ajaib (konstanta ajaib) untuk graf G. Suatu
graf G dikatakan fotal sisi-ajaib jika pelabelan total sisi-ajaib dapat dikenakan
padanya.[9]

Perhatikan contoh berikut, misalkan graf C, dengan V(C,) = {a,b,c,d}
dan E(C,) = {ab,ad, bc,cd}. Jelas bahwa orde dari C, adalah [V(C,)| = 4 dan

ukuran dari C, adalah |E(C,)| = 4.

d c
a b
Gambar 2.4.1 Graf C;

Jika dibuat fungsi f dari V(C,) U E(C,) ke himpunan {1, 2, 3, 4,5, 6,7,8} scbagai |

berikut: 1
8 6

5
Gambar 2.4.2 Pelabelan Total Sisi-Ajaib pada C,
diperoleh
f(@) +f(ab)+ f(b)=3+5+7=15
fFO)+f)+fc)=7+2+6=15
FEO)+fled)+fd)=6+1+8=15
f@+f(da)+ f(a)=8+4+3=15

Maka graf C, adalah graf total sisi-ajaib dengan konstanta ajaib k = 15.



2.5 Pelabelan Total Sisi-ajaib Super

Definisi 2.5.1 [4] Pelabelan total sisi-ajaib super adalah pemetaan total sisi-ajaib

pada graf G (V, E) sehingga V (G) dipetakan ke himpunan {1,2,3, ..., |[V(G)[}
Dengan demikian, pelabelan total sisi-ajaib super adalah suatu bentuk

khusus dari pelabelan total sisi-ajaib. Setiap pelabelan total sisi-ajaib super pasti

merupakan pelabelan total sisi-ajaib, tetapi tidak sebaliknya. Graf yang dapat

dikenai pelabelan total sisi-ajaib super disebut graf total sisi-ajaib super.

Perhatikan graf G, dan G5 berikut :

1 6 2
Gy :
3 4
3
Gambar 2.5.1 Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super
|
< 1 6
65 :
s 2
4

Gambar 2.5.2 Pelabelan Total Sisi-Ajaib
Gambar 2.5.1 dan Gambar 2.5.2 di atas merupakan graf pelabelan total
sisi-ajaib. Pelabelan pada Gambar 2.5.1 disebut pelabelan total sisi-ajaib super,
sedangkan pada Gambar 2.5.2 bukan pelabelan total sisi-ajaib super. Hal ini
karena pada Gambar 2.5.1 himpunan titik dipetakan ke himpunan {1,2,3},

sedangkan pada Gambar 2.5.2 tidak memetakan ke himpunan {1, 2, 3}.

‘ MIL 1S
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Lemma 2.5.1 [8]. Suatu graf G dengan n titik dan m sisi adalah graf sisi-ajaib
super jika dan hanya jika terdapat suatu fungsi bijektif
F:VGYVE(G) = {1,2,3,..., V(G + |[E@G]}
sedemilkian sehingga himpunan S = {f(uw) + f(v)|luv € E(G)} terdiri dari j
bilangan bulat terurut. Dalam kasus ini, f diperluas menjadi pelabelan total sisi-
ajaib super dari G dengan konstanta ajaib k = |V(G)| + |[E(G)| + s dimana
s = min(S) dan
S={f@ + fW)uv € E(G)}
={k— (V@I + k- (VDI +2D,....k— (IV(G] + IEGD})

Dengan menggunakan Lemma 2.5.1, untuk membuktikan bahwa suatu
pemetaan bijektif merupakan pelabelan total sisi-ajaib super hanya dibutuhkan
melabelkan semua titik dengan 1,2,...,|V(G)| dan tunjukkan bahwa himpunan
S ={f(w) + f(v)|uv € E(G)} terdiri dari j bilangan bulat terurut.
2.6 Pelabelan Dual Super
Teorema 2.6.1 [8] Misalkan graf G adalah pelabelan total sisi-ajaib super
dengan konstanta ajaib k. Pelabelan ' didefenisikan sebagai berikut :

f'(x) =p+1-— f(x) untuk setiap x € V(G)
dan
f'(xy) = 2p+q+1—f(xy) untuk setiap xy € E()

adalah pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib k' = 4p + q +
3 — k. Pelabelan f’ disebut pelabelan dual super dari f di G.
Bukti :
Misalkan xy € E(G). Maka

ffO+f e+ )=k

10



(P+1-f@)+2p+a+1-fN)+@+1-fOI =K
P+2p+P)+q+A+1+D—-(F@—-fON - fON =K
dp+q+3—f)+fE)+fO) =¥

karena
fR+ ) +fO)=k

hal ini berdasarkan dari defenisi 2.4.1, sehingga
p+q+3-—k=Fk.

Jadi, f’ adatah pelabelan dual super dari f di G dengan konstanta ajaib &' = 4p +

g+3—k =

11



BAB IIX

PELABELAN TOTAL SISI-AJAIB SUPER PADA GRAF P, U P,,;
UNTUK 7 GANJIL (n > 3)

Pada bab ini dijelaskan hasil utama kajian, yaitu pelabelan total sisi-ajaib
super pada graf B, U P, 1 untuk # ganjil {n = 3). Hasil tersebut disajikan dalam
bentuk teorema, akibat, dan ilustrasi sebagai berikut:
definisikan himpunan semua titik dan sisi sebagai berikut :

VIR UPy) ={ryli<i<nju{y|i<j<n+1}
= {171,1: V1,2 e rvl,n} U {1’2,1: V3,2, - :Vz.n+1},
dan
E(FuUPu) = fe[1<i<n—1}u{e |l <j<n}
={er1, €12 €1a} U {ez1, €52 s €201, €50}
dimana : e;; = Vi Vi1, untuk 1 €£i<n-—1,dan
ej = Vpj Vyjppuntuk 1 < j<n.
Gambar 3.1 memperlihatkan cara memberikan label titik dan sisi pada graf

PnUPn+1



f(vi2)
@ —@

N f(1n-1) f(1a)

f(e1n-1)

-@

f(vz1) f(va2) f(v23) f(W2n-1)  f(v2n)
| 2 —@ —@ ®

®
f(ez.n—l)

f(ez1) f(ez2)

f(V2n41)

—o
flezn)

Gambar 3.1 Pelabelan semua titik dan sisi graf P, U P44

Teorema 3.1 Untuk setiap n ganjil dan n > 3, graf P, U Py, memiliki pelabelan

total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib k = 5n + 4.
Bukti:

Definisikan pelabelan untuk semua titik dari graf P, U P,,,, sebagai berikut:

i+1 )
178 untuki= 13,..,n,
f(vu) = ;

i
n+2+§ untuki = 2,4,...,n—1,

dan,

n+tj

T-}-l untuk j = 1,3,...,n,
f(v2) = e =}
3(n+1)+j
% untukj=2,4, s L

Selanjutnya, definisikan pelabelan untuk semua sisi sebagai berikut

f(el'i) = f(vllivl‘i.Pl) =4n+1—1 untuk 1 <is<n-— 1, dan

In+1—j 1<j<n-
f(ez.j) = f(”z,j”z,jn) - { = J Sk

3n+1 j=n

Berdasarkan Definisi 2.4.1, diperoleh bahwa untuk 1 < i < n — 1 berlaku

k = f(vii) + f(viiviien) + F(viisn)

1

|
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sehingga dapat ditentukan k sebagai berikut :

k=f (171,;') +f (U1,i171,i+1) +f (171.i+1)

i+1 i+ 2
(——2 )+(4n+1—i)+(n+2+—l 2 )

= (4n+ )+(1+2+1+1) ('+i+i)
= e 272) \!"273
=5n+ 4,

diperoleh

F(vi) + F(wrvpia1) + f(wri41) =5n+ 4 untuk 1 <i<n—1.

Demikian juga untuk 1 < j < n berlaku
k = f(v2,1) + F(va,v2,541) + f(v241)
sehingga dapat ditentukan k& sebagai berikut :
G 1<j<n-—-1
k = f(vay) + f(v2;2,541) + f(v2,21)

3(n+1)+(j+1))
2

=G%1+1)+Gn+1ﬁﬂ+(

s

=(5+3 +&j+(1+1+1+3)+f o+
= 3" i 272)7\3 f+§)

n+1 3n+34+2
=( 2 )+1+3n+(————2 )

k =5n+4,
() j=n
k = f(vy;) + f(v2,/92,501) + F(V2,)41)

=G%i+i)+8n+ﬂ+{n+$

=(;-+3n+ﬁ)+(%)+(1+1+2)
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= (%+ 3n+n)+ (g-)+4
k=5n+4,
sehingga dari (i) dan (ii), diperoleh
f(vo;) + f(vo va i) + f(V2j41) =50+ 4untuk 1 < j < n.

Dari hasil yang diperoleh, jelaslah bahwa

f (vl.i) +f (171,i171,i+1) Hif (vl,i+1) =5n+4 untuk1 <i<n-—1,dan

f(va) + f(vovss1) + f(v2j41) =5n+ 4, mtuk 1 < j <m,
Sehingga terbukti bahwa f adalah pelabelan total sisi-ajaib super. |

Dari Teorema di atas, diperoleh Akibat sebagai berikut:
Akibat 3.1 Untuk setiap n ganjil dan n > 3, graf P, U Py, memiliki pelabelan
total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib k = 5n + 2.
Bukti :
Misalkan diberikan suatu graf G(V, E) dengan banyak titik adalah p, banyak sisi
adalah g, dan konstanta ajaib k. Graf B, U Phy4,dengan p=n+ (n+1),
g=(m—1)+@®—1)+1), dan k=5n+ 4. Berdasarkan Teorema 2.6.1
diperoleh k' = 4p + q + 3 — k, schingga
kE'=4p+q+3—k
K=4n+@m+D)+((n-D+n-1D+1)+3-(Gn+4)

=42n+1)+(Cn—2+1)+3-5n—4
=8n+4+2n—2+1+3-5n—4

=8n+2n—-5m+4+1+4+3—-4-2

k' =5n+2.




Akibatnya, jika n ganjil dan n =3, maka graf P, U Ppyy memiliki
pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib k' = 5n + 2. u
Untuk lebih jelasnya, perhatikan ilustrasi-ilustrasi berikut :
Ilustrasi 1.
Misalkan n = 3. Akan ditunjukkan bahwa graf P; U P, mempunyai pelabelan
total sisi-ajaib. Selanjutnya akan ditunjukkan konstanta ajaib, dan pelabelan dual
super pada graf lintasan P; U P, tersebut.
Jawab :
Untuk n = 3, dinotasikan
V(P3UPy) = {011,712, 713} U (V21,22 723, V3,4}, dan
E(P;UP,) ={eys,e12.€13} U {ez1.€22.€23. 65,4}

Lebih jelasnya perhatikan Gambar 3.1.1 berikut:

fviq) fn2) f (v13) f(vz1) f(vz2) f(va3)  f(v24)

O @ L @ @
fley1) fley2) flez1) flexz) f(ez3)

Gambar 3.1.1 Pelabelan semua titik dan sisi graf P; U P,
1. Pelabelan untuk setiap titik
Untuk i = 1,2, 3, diperoleh
o Untuk { =1, maka

i+1 141
f(v1'1)= > = > =

e Untuk i = 2, maka

f(vl,z):n+2+%=3+2+;=6

e Untuk i = 3, maka




i+1 341
flons) = 5 =—5—=2

Untuk j = 1,2, 3, 4, diperoleh
e Untuk j = 1, maka

] 3+1

¢ Untuk j = 2, maka

f(vz,z) i 3(n +21) +j | 3(3 +21) +d =

¢ Untuk j = 3, maka

n+j 3+3
f('l?z'g,): Tj+1=T+1=4‘

¢ Untuk j = 4, maka
f(vys)=n+2=3+2=5.
2. Pelabelan untuk setiap sisi
Untuk { = 1,2 diperoleh
e Untuk i = 1, maka
fle1) = fvyav) =4n+1-i=4@)+1-1=12
e Untuk i = 2, maka
fles) = f(riavyz) =4dn+1—i=4(3)+1-2=11
Untuk j = 1,2,3, diperoleh
e Untuk j = 1, maka
fles1) =f(vo12)=3n+1—-j=33)+1-1=9
e Untuk j = 2, maka

flez2) = f(vaov23) =3n+1—j=3(33)+1-2=8
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e Untuk j = 3, maka
f(ez3) = f(v23v24) =3n+1=3(3) +1=10.
3. Kostanta Ajaib

F(vir) + f(viaviz) + f(vi2) =1+12+6=19

f(VLz) 3 f(V1,zv1,3) + f(vl_g) =6+11+2=19

f(va1) + f(vy1v22) + f(¥22) = 34947 =19

f(vaz) + f(va2v23) + f(v23)=7+8+4=19

f(vas) + f(va3v24) + f(v2e) =4+ 1045 =19.
Berdasarkan Teorema 3.1, diperoleh
k=5n+4=5(3)+4=19.
Dengan demikian pelabelan total sisi-ajaib super pada graf P; U P, dapat

diperlihatkan dengan gambar sebagai berikut:

1 6 2
¢ ¢ L]
12 11
3 7 4 2
¢ ¢ - ®
9 8 10

Gambar 3.1.2 Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super pada Graf P; U P,
Terlihat bahwa pelabelan ini merupakan pelabelan total sisi-ajaib super dengan

konstanta ajaib k = 19.
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4. Pelabelan Dual Super

Diperoleh,

o filva)=p+1—f(vy1)=7+1-1=7

f’(vi..z)=p+1—f(v1'2)=7+1_6=2
f’(vl.S)=p+1—'f(’l71’3)=7+1_2___.6

fl(v,)=p+1~f(vy)=7+1-3=5

fl(v2) =p+1—f(vyz)=7+1-7=1

fllvys)=p+1—f(vaa)=T+1-4=4

fi(vya)=p+1—f(vye) =7+1-5=3

f'(vl'i'vl’z) = Zp + g+ 1 —f(vmvl,z) = 2(7) +54+41-12=28

f'(vl'zv]_‘g) = Zp -+ q +1 —f(v1_2v1_3) = 2(7) +54+1—-11=9

Fr(voivaz)=2p+q+1—f(vy115,) =2(7)+5+1-9=11

f’(vz'zvz'g) = 2‘p + q +1-— f(”2’2v2'3) = 2(7) + 5 +1-8=12

Fl(veav20) =20+ q+1— f(vp3154) =2(D +5+1—10 =10.
Jadi, f' adalah pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib
k' =4p + q + 3 — k, yaitu
E=4(7)+5+3-19=17
ini sesuai dengan Akibat 3.1, yaitu untuk n ganjil dan n > 3, graf P; U P,
memiliki pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib k = 5n +
2=5(3)+2=17.

Lebih jelasnya, dapat digambarkan sebagai berikut :
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Gambar 3.1.3 Pelabelan Dual Super pada Graf P; U P,
Hustrasi 2.
Misalkan n = 5. Akan ditunjukkan bahwa graf P; U P, mempunyai pelabelan
total sisi-ajaib. Selanjutnya akan ditunjukkan konstanta ajaib, dan pelabelan dual
super pada graf lintasan Ps U Py tersebut.
Jawab :
Untuk n =5, dinotasikan
V(P UPg) = {V1,1 2 V1,2, V1,3,V1,4, 13'1,5} U {92.1' V2,2, V2,3, V2,4, V2,5, 172,5}, dan
E(Ps UPs) ={e11.12.€13. €14 €15} U {€21,€22. €23, €20 €25, €26}

Lebih jelasnya, diperlihatkan pada Gambar 3.1.4 berikut :

20



f(v11) f(v12)

f(v13) f(via) f(v15)

@ @ -9 9 @
f(es11) f(ei2) f(e13) f(eiras)
f(v21) f(vaz2) f(v23) f(vas) f(v235) f(vas)
L @ O @ - O

flez1) flezz) flez3) flezs) f(ezs)

Gambar 3.1.4 Pelabelan semua titik dan sisi pada graf P; U Pg
1. Pelabelan untuk setiap titik
Untuk i =1, 2, 3,4,5, diperoleh

e Untuk i = 1, maka

i+1 141
fvi1) = > T 3 =1
o Untuk i = 2, maka
i 2
f(v1,2)=n+2+§=5+2+5=8
e Untuk { = 3, maka
i+1 3-+1
fvs) = e
e Untuk i = 4, maka
i 4
f(v1.4)=n+2+§=5+2+§=9

Untuk i = 5, maka




Untuk j =1,2,3,4,5,6, diperoleh

e Untuk j =1, maka

n+j 5+1
f(v21)= '_J+1=_+1=4'
' 2 2
e Untuk j = 2, maka
3n+1)+j 3G+1)+2
flvss)= ) = 5 =10

e Untuk j = 3, maka

n+j 5+3
fvza)= 2 +1=2+1=5

e Untuk j = 4, maka

) = 3(n +21) +j_36 +21) 40 1]

e Untuk j= 5, maka

n+j 5+5
flvas) = Tj+1=~—-2——+1=6

e Untuk j = 6, maka
flra)=n+2=5+2=7
2. Pelabelan untuk setiap sisi
Untuk i = 1, 2,3,4, diperoleh
e Untuk i =1, maka
flegs) = fwpavz) =4n+1—-i=4(5)+1-1=20
e Untuk [ = 2, maka
fleyz) = fvama) =4n+1—-i=4(5)+1-2=19
¢ Untuk i = 3, maka

fleys) = f(ryama)=4n+1—-i=4(5)+1-3=18




e Untuk i = 4, maka

flers) = framis) =4n+1—-i=4(B)+1-4=17
Untuk j = 1,2,3,4,5, diperoleh
e Untuk j = 1, maka
flez1) = f(vy1v2)=3n+1-j=3(5)+1-1=15
e Untuk j = 2, maka
flezz) = f(vp2123) =3n+1—-j=306)+1-2=14
e Untuk j = 3, maka
flezz) = f(vyavya) =3n+1-j=3(5)+1-3=13
e Untuk j = 4, maka
flezs) = f(vaav2s)=3n+1-j=305)+1—-4=12
e Untuk j =5, maka
flezs) = f(vo5v26) =3n+1=3(5) + 1 =16.
3, Kostanta Ajaib
o flvyy)+ f(vivi,) + fvyz) =1+20+8=29
o f(viz)+ f(viavis) + f(vys)= 8+19+2=29
o f(vis)+ f(viavie) + f(v1e)=2+18+9=29
o f(v1s) + f(vravas) + flvas) =9+17+3=29
o f(vz1)+ f(voavaz) + f(v22) =4+15+10 =29
o f(vyz)+ f(va2v23) + f(vz3) =10+ 14 +5 =29
o f(vo3)+ f(vaavas) + f(v2a) =5+13+11=129
o F(vos) + F(vauvas) + f(vas) =11+12+6=29

o f(vys)+ fvasvae) + fvae) =6+16+7 = 29.

23




Berdasarkan Teorema 3.1, diperoleh

k=5n+4=>5(5)+4=29.

Perhatikan gambar berikut :
1 8 2 9 3
¢ ¢ & 9
20 19 18 17
4 10 5 11 6 7
@ . 2 ® & L O
15 14 13 12 16

Gambar 3.1.5 Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super pada Graf P; U P,
Dengan demikian, pelabelan ini merupakan pelabelan total sisi-ajaib super dengan
konstanta ajaib k = 29.
4. Pelabelan Dual Super

Diperoleh,

o fllvia)=p+1—flv,)=11+1-1=11

f(viz)=p+1—f(v,)=11+1-8=4

filvizs)=p+1—f(v3)=11+1-2=10

f’(v1,4)=p+1'_'f(171,4)=11+1—9=3

films)=p+1—f(vs)=11+1-3=09

f’(’l’z,1)=p+1—f(vz,1)=11+1—4-=8

fi(v2)=p+1—f(vy;)=114+1-10=2

fi(vaz)=p+1—f(vy3)=1141-5=7
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fl(vaa) =p+1-f(rp) =114+1-11=1

fl(v2s) =p+1—f(ves)=11+1-6=6

f'(v2.6)=p+1_f(vz,5)=11+1—7=5

f’(villez) = Zp + q +1 —f(vl'lvl'z) = 2(11) +941~20=12

f'(vava) =20+ q+1=f(vyov13) =2(11)+ 9+1-19=13

f’(v1_3171‘4) = 2p -+ q +1 —f(v1,3v1_4) = 2(11) +64+1-18=14

f’(v1,4171,5) = 2p + q +1- f(vll.}vlls) = 2(11) +94+1-17=15

f'(v21v22) =2p+q+ 21— f(vp15,) =2(11) + 9+ 1—15 =17

f'(vz,zvzs) =2pt+q+1-— f(vZ'zvz’:;) =2(11)+9+1—14=18

f'(v22v24) =2p+q+1— f(vy315,) =201 + 9+1—-13 =19

f(V2av25)=2p+q+1— f(vgavp5) =201+ 9+1~12=20

f(v5v26) =20+ q + 1 — fva5v26) =2(11) + 9+ 1— 16 = 16.
Jadi, f' adalah pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib k' = 4p +
q + 3 — k, yaitu

F'=4(11)+9+3-29=27
ini sesuai dengan Akibat 3.1, yaitu untuk n ganjil dan n > 3, graf P; U Py
memiliki pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib k =5n+2 =
5(5) + 2 = 27.

Untuk lebih jelas, perhatikan gambar berikut :
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11

12

17

Gambar 3.1.6 Pelabelan Dual Super pada Graf P; U Pg
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BABIV

PENUTUP

4,1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh dari Bab II1, disimpulkan bahwa graf
B, U P,,,, dengan himpunan semua titik dan sisi, yaitu :

V(B UPp) = (vt <i<nju{vll<j<n+1}dan

E(B,UPu) ={eg]l<i<n—-1}u{e;|1 <j<n}
merupakan pelabelan total sisi-ajaib super untuk n ganjil (n = 3) dengan
konstanta ajaib k = 5n < 4, dan pelabelan dual super dengan konstanta ajaib
k' =5n+ 2.
4.2 Saran

Karena masih begitu banyak pelabelan total sisi ajaib super pada gabungan
dua graf selain P, U Pn+‘1, maka penulis menyarankan untuk mengkaji mengenai
pelabelan total sisi ajaib super pada graf lintasan lainnya, seperti graf nP, U B,

dan graf nP, U P, 5.
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