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ABSTRAK

Suatu graf G dikatakan pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib jika terdapat bilangan
bulat a>0,d >0 dan pemetaan bijektif LVUE - {1,2, .., |V]+I|E]}
sedemikian sehingga W = {w(xy)iw(xy) =2A2(x) + Aly) + A(xy) : xy € E}
dapat ditulis W = {a,a +d, ...,a + ([E| — 1)d}. Suatu pelabelan total (a,d)-sisi
anti ajaib A dari graf G dikatakan super jika 2(V) = {1, 2, ..., |V|}. Pada penelitian
ini dideskripsikan bagaimana mengkonstruksi suatu pelabelan total (a,d)-sisi anti
ajaib super dari graf tak terhubung P, U P,,; untuk setiap bilangan bulat n = 2.
Diperoleh bahwa graf B, U P,,{ mempunyai pelabelan total (4n + 4, 1)-sisi anti
ajaib super dan pelabelan total {(2n + 6, 3)-sisi anti ajaib super, dan jenis kedua
pelabelan ini adalah selfdual.

Kata kunci: graf tak terhubung, pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib, pelabelan
total (a,d)-sisi anti ajaib super, selfdual.



ABSTRACT

A graph G is called (a,d)-edge antimagic total ((a,d)-EAT) if there exist integers
a>0,d=0 and bijective A:VUE -{1,2,..|V|+|E|]} such that

W = {w(xy) | wlxy) =A(x) + A(y) + A(xy), xy €E}, and we can write
W={aa+d, ..,a+(|E|—1)d}. An (a,d)-EAT labeling % of graph G is super
if A(V)={1,2,...IV[]. In this paper, it will decribed how to construct a super
(a.d)-EAT labeling of disconnected graphs, namely 2, U P, ., for positif integer
n = 2. In the process of the construction, we found (4n + 4, 1)-EAT labeling and
(2n + 6,3)-EAT labeling of the graph. The type of these both labelings is
selfdual.

Key words : (ad)-edge anti magic total labeling, super (a,d)-EAT labeling,
disconnected graph, selfdual
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BAB1I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pelabelan graf merupakan topik dalam teori graf yang pertama Kkali
diperkenalkan oleh Sadlacek tahun 1964, Stewart tahun 1966, Kotzig dan Rosa
tahun 1970. Pelabelan banyak mendapat perhatian pada saat sekarang ini,
dikarenakan model-model yang ada pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi
yang luas, seperti dalam masalah jaringan komunikasi, transportasi, ilmu
komputer, teori koding, kristalografi sinar-x, radar, sistem alamat jaringan
komunikasi dan desain sirkuit (Slamin, 1997).

Pada prinsipnya pelabelan graf merupakan pemberian nilai (label) pada
titik, sisi, kedua titik dan sisi ataupun pada bidang. Pelabelan pada sebuah graf
ditandai dengan sejumlah label pada titik dan sisi graf. Pelabelan titik adalah
pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi adalah pelabelan dengan
domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan dengan domain gabungan
himpunan titik dan himpunan sisi. Hingga kini dikenal beberapa jenis pelabelan pada
graf, antara lain pelabelan gracefull, pelabelan harmoni, pelabelan ajaib, dan
pelabelan anti ajaib. Dalam pengembangan pelabelan anti ajaib, dikenal pula
pelabelan total sisi anti ajaib, dan pelabelan total sisi anti ajaib super. Pada tugas akhir
ini penulis melakukan kajian pada pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib super dari
graf G dimana a adalah bobot sisi terkecil pada pelabelan, dan & adalah selisih

antara dua bobot sisi.



1.2 Permasalahan

Permasalahan yang akan dikaji dalam tugas akhir ini adalah bagaimana
bentuk/jenis pelabelan total (a,d) - sisi anti ajaib super pada B, U P,.4.
1.3 Pembatasan Masalah

Kajian masalah dibatasi pada pembahasan mengenai pelabelan total (a,d)-
sisi anti ajaib super pada B, U P, ., untuk n> 2.
1.4 Tujuan Penulisan

Adapun tujuan dari penulisan skripsi ini adalah untuk membuktikan bahwa
graf P, U P, mempunyai pelabelan total (4n + 4, 1)-sisi anti ajaib super dan
pelabelan total (2n + 6, 3)-sisi anti ajaib super.
1.5 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan dalam tugas akhir ini terbagi menjadi empat bab
yaitu Bab I Pendahuluan, pada bab ini berisi latar belakang, permasalahan,
pembatasan masalah, tujuan, dan sistematika penulisan. Bab II sebagai landasan
teori membahas mengenai konsep dasar dari teori graf berupa definisi dan
terminologi, jenis-jenis graf, pelabelan pada graf, serta definisi-definisi yang
digunakan pada pembahasan dari permasalahan dibab III. Bab III berisi
pembahasan mengenai pelabelan total anti ajaib super pada graf tak terhubung.

Bab IV Penutup berisikan kesimpulan dan saran dari penulisan skripsi ini.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan konsep dasar dari teori
graf, dan pelabelan graf yang akan digunakan pada bab selanjutnya.
2.1 Definisi dan Terminologi Graf

Suatu graf G adalah pasangan himpunan tak kosong V yang elemen—
elemennya disebut titik (vertices) dan himpunan (boleh kosong) £ yang elemen-
elemennya disebut sisi (edge) yang menghubungkan sepasang titik w,v di V.
Sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah pun, tetapi titiknya
harus ada. Banyaknya titik dan sisi pada graf masing-masing dinyatakan sebagai
p=|¥| dan g=|E|, dimana p merupakan orde (order) dari graf G dan ¢ merupakan
ukuran (size) dari graf G.

Sisi yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut dengan
gelang (loop). Jika terdapat lebih dari satu sisi yang menghubungkan dua titik,
maka sisi tersebut dinamakan sisi rangkap (mmultiple edge). Pada gambar graf G,,

sisi e; adalah loop dan sisi e,, e, adalah sisi rangkap.

Uy

Uy

Gambar 2.1.1 Graf G,



Misal u dan v titik pada graf G. Titik v dikatakan bertetangga (adjacent)
dengan u jika terdapat sisi e yang menghubungkan titik # dan v, yaitu e = uv. Jika
e = uv adalah sisi pada graf G maka e dikatakan terkait (incident) dengan titik
u dan v. Contohnya pada Gambar 2.1.1, titik u; bertetangga dengan titik u, dan
uy tetapi titik u4 tidak bertetangga dengan titik us, titik u, terkait dengan sisi e,,
tetapi titik u; tidak terkait dengan sisi e, .

€3

u
uy g
€ s €3
Uy Uz

€4
Gambar 2.1.2

Derajat (degree) dari suatu titik menyatakan banyaknya sisi yang
terhubung pada titik tersebut, dinotasikan dengan d(v). Contohnya pada Gambar
2.1.2 dimana derajat setiap titik adalah d(u,) = 2, d(u;) = 3, d(uz) =2, d(u,) = 3.
Titik yang memiliki derajat O disebut dengan titik terisolasi

Pada graf juga dikenal operasi penggabungan dari dua graf. Misalkan
Gy = (Vq, E;) dan G, = (V,, E;), maka gabungan G, dan G, adalah
G3 = Gy U G, dengan V(G3) =V, UV, dan E(G3;) = E; VE, .

Contoh:




4

Gambar 2.1.3 G, U G,

Pembahasan pada tugas akhir ini dibatasi untuk graf sederhana yaitu graf
yang tidak memuat /oop atau sisi ganda.
2.2 Jenis — Jenis Graf

Berdasarkan sifatnya graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa kategori
(jenis) bergantung pada sudut pandang pengelompokannya. Pengelompokan graf
pun dapat dipandang berdasarkan ada tidaknya sisi ganda, berdasarkan banyak
titik, atau berdasarkan orientasi arah pada sisi.

Graf lintasan dengan » titik dinotasikan P,, adalah graf terhubung sederhana
dengan dua titik berderajat satu yang merupakan ujung-ujung dari lintasan d;in

(n — 2) titik yang berderajat dua. Pada Gambar 2.2.1 diberikan contoh tiga lintasan.

Py
Gambar 2.2.1 Graf Lintasan

Graf Lengkap (complete graplh) adalah graf sederhana yang setiap
titiknya mempunyai sisi ke semua titik lainnya. Graf lengkap dengan » buah titik

dilambangkan dengan K,,, seperti diberikan pada Gambar 2.2.2.
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Gambar 2.2.2 Graf Lengkap K, untukn < 6

Graf siklus adalah graf sederhana yang setiap titiknya berderajat dua.

Graf siklus dengan # titik dilambangkan dengan C,, n = 3.

Contoh :

/\

AL -
Cs G G G

Gambar 2.2.3 Graf Siklus C, untuk 3 <n<+6

Graf G yang himpunan titiknya dapat dipisah menjadi dua himpunan
bagian V; dan V, sedemikian sehingga setiap sisi pada G menghubungkan sebuah
titik di V; ke sebuah titik di V;, disebut graf bipartit. Dengan kata lain, setiap dua
titik di V; (demikian pula dengan setiap dua titik di V,) tidak bertetangga.

Contohnya pada Gambar 2.2 4.
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Gambar 2.2.4 Graf Bipartit
Graf G dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik di G terdapat

lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut.

Gambar 2.2.5 Graf Terhubung

2. 3 Pelabelan pada Graf

Pelabelan (labeling) pada suatu graf adalah pemetaan dari setiap elemen
graf ke bilangan bulat positif, yang mana bilangan tersebut disebut dengan label.
Jika pelabelan dilakukan hanya pada titiknya saja, maka pelabelan tersebut
dinamakan pelabelan titik (vrtex labeling), sedangkan pelabelan yang domainnya
adalah himpunan dari sisi-sisinya dinamakan pelabelan sisi (edge labeling).
Apabila domainnya merupakan gabungan dari himpunan sisi dan titik, maka
pelabelan jenis ini adalah pelabelan total (fotal labeling). Dalam pelabelan graf
Juga diperkenalkan pelabelan ajaib dan pelabelan anti-ajaib.

Jumlah label yang terkait dengan elemen graf disebut dengan bobot. Misal
terdapat sisi e = xy di suatu graf G. Maka bobot sisi e adalah jumlah label sisi e

dan label titik x dan y. Misal terdapat titik x di suatu graf G. Maka bobot titik x



adalah jumlah label titik x dan label semua sisi yang terkait dengan titik x.
Graf yang memiliki bobot sisi atau bobot titik yang sama disebut graf dengan
pelabelan ajaib. Graf yang memiliki bobot sisi atau bobot titik yang berbeda
disebut graf dengan pelabelan anti ajaib. Pelabelan ini didefinisikan oleh
Simanjuntak dkk pada tahun 2000 [7].
2.4 Pelabelan Anti Ajaib

Berikut ini adalah beberapa jenis pelabelan anti ajaib pada suatu graf yang
dikutip dari [1].
a) Pelabelan sisi (a,d)-titik anti ajaib

Graf G dikatakan mempunyai pelabelan sisi (a, d)-titik anti ajaib jika
terdapat bilangan bulat @ > 0, d = 0 dan 2; : E(G) - {1,2, ..., q}, sedemikian
sehingga himpunan bobot titik dari semua titik di G, yang dinotasikan
dengan W; = {w(x)|w(x) =X A, (xy), x € V(G)}, dapat ditulis sebagai
W, ={a,a+da+2d,..,.a+ (p—-1)d}.
b) Pelabelan titik (a,d)-sisi anti ajaib

Graf G dikatakan mempunyai pelabelan titik (a, d)-sisi anti ajaib jika
terdapat bilangan bulat a > 0, d = 0 dan A, : V(G) — {1,2, ..., p}, sedemikian
schingga himpunan bobot sisi dari semua sisi di G, yang dinotasikan
dengan W, = {w(xy)lw(xy) = A;(x) + A,(¥), xy € E(G)}, dapat ditulis sebagai
W ={a,a+d,a+2d,..,a+ (g — 1)d}.
c) Pelabelan total (a, d)-titik anti ajaib

Sebuah fungsi bijeksi A3 : V(G)UE(G) - {1,2,...,p + g} dikatakan
pelabelan total (a, dj-titik anti gjaib pada graf G jika himpunan bobot titik untuk

semua tittkk di G yang dinotasikan dengan Wi = {w(x)|w(x) = A3(x) +



YA, (xy),xyeE(G)}, dapat ditulis sebagai W; ={a,a+d,a+2d,..,a+
(p — 1)d} untuk suatua > 0 dand = 0.
d) Pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib

Sebuah fungsi bijeksi A, : V(G)VE(G) = {1,2,...,p+ q} dikatakan
pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib pada graf G jika himpunan bobot sisi untuk
semua sisi di G yang dinotasikan dengan W, = {w(xy)|w(xy) = A,(x) +
Ay(xy) + A4(¥),xy € E(G)}, dapat ditulis sebagai W;={a,a+d,a+

2d,...,a+ (g — 1)d} untuk suatu a > O dand > 0.

Suatu pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib A dari graf G dikatakan super
apabila A(V) ={1,2,...,p }[8]. Pada pelabelan super ini, A(E) ={p+ 1,p+
2,...,p+ q}. Misal terdapat sisi e; = u;u;4¢ untuk suatu i, maka untuk setiap
pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super, bobot sisi maksimum dari e; tidak akan
melebihi p + (p + q) + (p — 1) karena titik u; dan u;,, dapat dilabeli berturut-
turut dengan p — 1 dan p, sementara sisi e; dilabeli dengan p + q. Sehingga

diperoleh:
a+(@-Dd<p+(@+q)+@-1)
a+(@—-1Dd<3p+q-1 (1)

sementara untuk bobot sisi minimum e; tidak akan kurang dari 1+ (p + 1) + 2,

sehingga
1+(p+1D+2<a

pt+4<a 2)



Dari (1) dan (2), kita dapatkan

o r+4+(@-1d<a+{(g—-1)d=<3p+qg-1
& p+4+(@—-1Dd<3p+qg-—-1
o (g—1)d<2p+q-5
2pt+q—5
< dST,q¢1

Misal terdapat sisi e; = u;u;4, untuk suati i. Untuk sebarang pelabelan
total (a,d)-sisi anti ajaibA: VUE — {1, 2,..,p + g}, maka bobot sisi maksimum
dari e; tidak akan melebihi (p+q—2)+(p+g9—1)+(p+q), sehingga
diperoleh

at(@-Dd<p+q-20+@+q-D+@+q
a+(q—1)d<3p+3¢—3 (3)
Sementara untuk bobot sisi minimum e; tidak akan kurang dari 1 + 2 + 3, yaitu

6<a. “)
Sehingga dari (3) dan (4), diperoleh

s 6+(q—1d=<a+(q—1)d<3p+3g-—3
= 6+(g—1)d<3p+3q-3
PN (q—1)d<3p+3g—3—6
= (q—1Dd<3p+3¢g-—9
3p+39—9
= dST,q#‘l

Misalkan diberikan pelabelan total sisi ajaib A pada graf G yang

mempunyai p titik dan g sisi. Maka Wallis dkk [9] mendefinisikan pelabelan dual

2‘ sebagai berikut :
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Ax)=p+g+1—-2Ax),¥x € V(G), dan
Alxy)=p+q+1-—-2Axy), Yxy € E(G).
Dengan menggunakan sifat dualitas di atas, maka diperoleh Teorema 2.3.1
berikut.
Teorema 2.3.1. [8} Misal terdapat graf G dengan p titik dan q sisi. Jika G
mempunyai pelabelan lotal (a,d)-sisi anti ajaib maka G mempunyai pelabelan
total 3p + 3q + 3 — a—(q — 1)d, d)-sisi anti ajaib sebagai dualnya.
Bukti
Berikut dikonstruksikan pelabelan A’ terhadap sisi dan titik di G sebagai berikut :
AX)=p+q+1-Ax),Yx €V(G)
AP =p+qg+1-A0y), Yy eV(G)
Axy)=p+q+1—Axy),Yxy € E(G).
Maka bobot sisi w'(xy) dapat dihitung sebagai berikut :
w(xy) = A'(x) + 2 (xy) + ' ()
=p+tq+1-AN+@P+g+1-A)+@+q+1-201)

=3p+3q+3-(A(x) +A(xy) + A)

Sehingga, W' = {W'(xy): xy € E(G)} terhadap A’ merupakan suatu deret
aritmatika yang dimulai dari 3p + 3q + 3 — a — (g — 1)d dan beda d Diperoleh
bahwa pelabelan total (3p + 3q + 3 — a — (q — 1)d, d)-sisi anti ajaib merupakan
dual dari pelabelan A pada G. m
Pelabelan A' merupakan dual dari pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib dari A
pada G. Untuk pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib super, diperoleh pelabelan total
(4p+q+3—a—(qg—1)d,d)-sisi anti ajaib super sebagai dualnya. Hal

tersebut ditunjukkan dalam teorema berikut.
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Teorema 2.3.2. |8] Misal G adalah graf total (a, d)-sisi anti ajaib super dengan p
titik dan g sisi. Misal A, adalah pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super dari G.
Maka pelabelan A yang didefinisikan oleh :

‘@)=p+1-2;(x),Vx € NG), dan

A () =2p+q +1-4 (xp), ¥xy € E(G)
merupakan pelabelan total (4p + q + 3 — a — (q — 1)d, d)- sisi anti ajaib super
dari G yang menjadi dual dari A,.
Bukti.
Misal xy € E(G). Maka, bobot sisi w'(xy) dapat dihitung sebagai berikut :
w'(xy) = A1 () + 4 () + 41 ()
=@p+t1-A )N+ Cp+q—4 )+ 1) +(+1-2,(0))
=4p+tq+3-(A4(x)+4(xy)+ 1,()

Sehingga, W' = {w(xy):xy € E} terhadap A;' merupakan suatu deret
aritmatika yang dimulai dari 4p+q+3 —a—(q—1)d dan beda d Maka
diperoleh bahwa pelabelan 1; merupakan dual dari pelabelan total (a, d)-sisi anti
ajaib super dari A; pada G.m

Untuk selanjutnya, pembahasan akan difokuskan pada pelabelan total
(a.d)-sisi anti ajaib super pada graf yang merupakan gabungan dari dua graf

lintasan.
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BAB Il

PEMBAHASAN

Dinotasikan himpunan titik dan sisi dari P, U P4, sebagai berikut :
V(PyUPu1)={uy | 1<isn}u{uy;|1<j<n+1}, dan

E(PUPyi)={e|l<isn-1}u{e;|l1<j<n}

dimana ey ; =u;; Usj4q . untuk 1<i<n—1dan e;; =u;; Uz j4q1, untuk 1</ <n.

. 6’1 1 €1,2 €4 n-2 € n-—1
R : / 1,2 1,n—2 1,
& - @ ® ® ®
Ua W2 U3 Uin-2 Uin-1 Uin
€21 €22 €2n-2 €2n-1 €2q
P nt1’ [ > * * o9 — @
U1 Uz Uz Ugn-2 Uzp-1 Uzn Uzps

Gambar 3.1.1 Graf P, U P44

Teorema 3.1 Untuk setiap n = 2, graf P, U P,,, mempunyai pelabelan total

(4n + 4, 1)-sisi anti ajaib super. Jenis pelabelan ini adalah self dual .
Bukti. Definisikan label titik dan sisi pada B, U P, sebagai berikut :
A(uy;)=2i,untuk 1 <i<n
AMugj)=2n+3-2j,untuk 1 <j<n+1
hegi))=h(uyiugipq )=4n+1-2i,untuk 1 <i<n-1

Alezj) =h(upjuzjiq)=2n+2j,untuk 1 <j<n

B e |
|
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Diperoleh label titik-titik P, u P, seperti pada Gambar 3.1.2 berikut.

[ L 2 - * * @

B : 2 4 6 24 272 2n
Pn+1 ."——.—‘. . .
2n+1 2n-1 2n-3 7 5 3 1

Gambar 3.1.2 Pelabelan Titik-titik P, U P44

Selanjutnya sisi-sisi dilabeli seperti pada Gambar 3.1.3 berikut.

p 4n-1 4n-3 2n+5 2n+3
B ® - —@ ® s @ ®
2 4 6 2n-4 2n-2 2n
2n+2  2n+4 4n-4 4n-2 4n
i @ L 2 @ *— L4 *—0
Pn+1 .
2n+1 2n-1 2n-3 7 5 3 1

Gambar 3.1.3 Pelabelan Graf B, U P,

Maka himpunan bobot sisi B, U P,,, dapat dihitung dengan menggabungkan

himpunan bobot sisi dari B, dan P,,,.
a. Bobot-bobot sisi pada P, dihitung sebagai berikut.
Untuk i = 1, diperoleh :
w(ei1) = A(usz) + ey 1) + A(uy2)
=24+{4n-1)+4

=4n+5.
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Untuk i = 2, diperoleh :
W(ej_‘z) = A(ullz) + /1(91.2) + ﬂ.(ullg)
=4+{4n—-3)+6

=4n-t+7.

Untuk i = n — 2, diperoleh :

w(eyn-2) = A(ugn-q) + Aeyn—2) + Ay n_1)
=(2n—-4)+2n+5) +(2n-2)
=6n—1.

Untuk i = n — 1, diperoleh :

w(ein-1) = Ausn-1) + Aesn1) + Husn)
=@n-2)+@n+3)+2n
=6n+1.

Maka himpunan bobot sisi B, adalah sebagai berikut :

W) ={wley)li<i<n-—1}

= {w(er1), wler2), . w(esn-z) wlern-1)}

={n+54n+7,..,6n—1,6n+1}.
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b. Bobot-bobot sisi pada P, dihitung sebagai berikut.

Untuk j = 1, diperoleh :

w(ezq) = Auzs) + A(e21) + Auzz)
=2n+D+0Cn+2)+(2n—-1)
=b6n+ 2.

Untuk j = 2, diperoleh :

w(ez_z) = l(uz_z) + J{(ezlz) + A(uz3)
=@n-1)+Cn+4)+(2n-3)

= 6n.

Untuk j = n — 2, diperoleh :

w(ezn-2) = A(uzn—) + Aezn—) + AUz n-1)
=7+@n—-4+5
=4n+ 8.

Untuk j = n — 1, diperoleh :

w(ezn-1) = Atzn—q) + Aezn1) + Auzz)
=5+{4n—-2)+3

= A4n + 6.
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Untuk j = n, diperoleh :
w(ezn) = A(uzn) + Aezn) + Atz n41)
=3+4n+1
=4n + 4.
Maka himpunan bobot sisi P,,,, adalah :
W (Poia) ={w(ey;):1<j<n}
= {w(ez1 ). wlezz)r ., wleznz). wlezn-1) wlezn)}
={6on+2,6n,..4n+8,4n+6,4n+ 4} .
Sehingga diperoleh himpunan bobot sisi pada P, U P,..; sebagai berikut :
W (P U Poy)=W (B ) UW (Ppys)
={wley):1<i<n-1}u{w(e,;):1<j<n}
={w(ers)w(er2) .. wern—z). wlein-1)} v
{w(ez1). wlezz), . w(ezn-z) wlezn-1) w(ezn)}
={4n+54n+7,..,6n—1,6n+1}u
{én+2,6n,..,4n+8,4n + 6,4n + 4}
={4n+4,4n+54n+6,4n+7,4n +8,..,6n,6n+ 1,6n+ 2}

Jadi, graf B, U P,,, mempunyai pelabelan total (4n + 4, 1)-sisi anti ajaib

super untuk n = 2,
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Dengan menggunakan Teorema 2.3.2, akan ditunjukkan bahwa tipe
pelabelan total (4n 4 4, 1)-sisi anti ajaib super adalah selfdual. Banyaknya titik

dan sisi pada P, U P,,,, adalah:
V(P UP Il =p=(0@n+1)
|E(R, U Ppyq ) =q=(2n—1)
Definisikan label titik dan sisi pada B, U P, . sebagai berikut :
Ay ) =p+1—-A(uy),untuk [ <i<n
Aug)=p+1—2A(up;),untuk 1 <j<n+1
Ae)=2p+q—1—A(ey),untuk 1 <i<n-1
Aezj)=2p+q—1—xr(ey)untuk 1 <j<n

1. Labeli titik-titik pada B, U P, dengan pelabelan A’

Pu s © o o . .

2n 2n—-2 2n-4 6 4 2
Paitong o o v - o o

1 3 5 2o 2ngadl On) M 2nEil

Gambar 3.1.5 Pelabelan Titik-titik B, U P41
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2. Labeli sisi-sisi pada P, U P, dengan pelabelan A’

B, : 2n+3  2n+5 4n—-3 4n-1
* ——9 - - ®
2n 2n—2 2n-4 6 4 2
Ppyq 4n 4n-2 2n+6 2n+4 2n+2
& L 2 L L s 4 @
1 3 5 2m=5—dn=3 2n—1 2n+1

Gambar 3.1.6 Pelabelan Graf P, U P4
3. Himpunan bobot sisi
himpunan bobot sisi dari P, dan Pp,;.

a. Bobot-bobot sisi pada P, dihitung sebagai berikut.

Untuk i = 1, diperoleh :

w'(ey1) = A"(uy1) + 2'(er) + A'(ws2)
=2n+(2n+3)+ (2n-2)
=6n+ 1.

Untuk i = 2, diperoleh :

w'(ey2) = A'(ug2) + ' (e12) + A'(uy3)
=2n-2)+2n+5)+2n—4)

=6n—1.

B, U P4, dapat dihitung dengan menggabungkan




Untuk i =n — 2, diperoleh :
w’(el_n_z) = }l’(uljn_z) + A’(em_z) + A (um_l)
=6+(4n—-3)+4
=4n-+7.
Untuk i =n — 1, diperoleh :
W' (eyn-1) = X' (Uyn-1) + ' (e10-1) + 4 (1,0)
=4+M4n—-1)+2
= 4n 4 5.
| Maka himpunan bobot sisi P, adalah :
W' (B ={wie;)1<isn-1}
={w'(e11), W' (e12) .. W (€102 W' (€1,n-1)}
= {6n + 1,61";— 1,..,4n+7,4n + 5},
b. Bobot-bobot sisi pada P, dihitung sebagai berikut.
Untuk j = 1, diperoleh :
w'(e31) = A'(uz1) + A(e21) + A'(uz2)
=1+4n+3

= 4n + 4.
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Untuk j = 2, diperoleh :
W’(ezlz) = J"(U'Z,Z) -+ Ar(ezlz) + /—l’(u2‘3)
=3+{4n—-2)}+5

=4n+ 6.

Untuk j = n — 2, diperoleh :

w'(eam—2) = X (uyn—2) + ¥ (e2n-2) + ¥ {(uzn-1)
=(2n—-5+2n+6)+(2n—3)
=6n—2.

Untuk j = n — 1, diperoleh :

w'(ean-1) = A (uzn-1) + A'(e2n-1) + 2'(uzn)
=2n—-3)4+2n+4)+(2n—-1)
= 6n.

Untuk j = n, diperoleh :

w'(ezn) = ' (Uzn) + 2'(e20) + 2 (Uzns1)

=2n-1}+(Cn+2)+(2n+1)

=6n+ 2.
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Maka himpunan bobot sisi Py, adalah :
W' (Prs) = {w'(ez;):1<j <n}
={w'(e22), W' (€22), v, W' (€20-2), W' (€2-1), W' (e2n)}
={4n+ 4,4n +6,...,.6n — 2,6n,6n + 2}
Sehingga diperoleh himpunan bobot sisi P, U P,,;, sebagai berikut :
W/ (B U Py ) =W (B UW (Prpya)
={w(ey)lgsisn—1ju{wi(e)1<j<n}
= {w'(ey1), w'{€12) . W' (€12-2), W (€10-1)} U
{w'(es1)w' (€22), -, W (€202 )s W (€20-1), W (€20)}
={6n+1,6n—1,..,4n+7,4n+5}U
f4n+4,4n+6,...,6n — 2,6n,6n + 2}
={4n+4,4n+54n+6,4n+7,..,6n—2,6n—1,6n,
6n+1,6n+ 2}

Jadi, graf P, U P,,, dengan pelabelan total (4n + 4,1)-sisi anti ajaib

super merupakan pelabelan yang bersifat sel/fdual. m
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Contoh 1: Graf P, U P, mempunyai pelabelan total (28, 1)-sisi anti ajaib super

dan bersifat selfdual.

Himpunan titik dan sisi pada Pg U P; adalah seperti dalam Gambar 3.1.7 berikut.

€21 €22 €73 €34 €25 €26

Gambar 3.1.7 Graf Pg U P,

Langkah-langkah pelabelan adalah sebagai berikut.

1. Labeli titik- titik pada P, U P,

Gambar 3.1.8 Pelabelan Titik pada Graf P; U P,

2. Labeli sisi- sisi pada Py U P,

23 21 19 17 15
Pe : - e e ® ® ®
2 4 6 8 10 12
P, : 14 16 18 20 22 24
*— @ & ® ® ® @
12 11 9 74 5 3 1

Gambar 3.1.9 Pelabelan Graf Py U P,
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Diperoleh himpunan bobot sisi Py U P; sebagai berikut.
Himpunan bobot sisi P, adalah sebagai berikut :
W (Ps) = {w(ey ;)1 <i<5}
= {w(es1 ), wlerz), wleys) wlers) wlews))
= {29, 31, 33,35,37}.
Himpunan bobot sisi P, adalah sebagai berikut :

W (P;) = {w(ezd-): 1<j< 6}

= {w(ez1) w(ez2). wlez), wezs), wlezs), wlezs)}

= {38, 36,34,32,30,28}.
Sehingga diperoleh himpunan bobot sisi untuk P, U P; :
W {(PsuP,)= W (P)uW(P)
= {wlen):1 < i <5} u{wley;): 1<) <6)
= {w(es1) w(erz) wlers) wlers) wleys)}u
{wlean) wieza) wlezs). wleza) wlezs) wieze))
= {29, 31, 33,35,37} U {38, 36, 34, 32,30, 28}

= {28,29, 30,31, 34, 35, 36,37, 38}.
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Dapat dilihat bahwa pelabelan tersebut adalah pelabelan (28,1)-sisi anti
ajaib super. Karena a=28, d=1, p=|V(PgUP;)| =13, dan ¢ =

|E(Pg U P; )| = 11. Maka berdasarkan Teorema 2.3.2 diperoleh :
a=4p+q+3—-a-(g—-1)d =4(13)+(11)+3-28-(11-1)1 =28

Sehingga diperoleh pelabelan total (28,1)-sisi anti ajaib super yang bersifat

selfdual. m

Teorema 3.2 Untuk setiap n > 2, graf P, U P, ., mempunyai pelabelan total -

(2n + 6, 3)-sisi antiajaib super. Jenis pelabelan ini adalah selfdual.

Bukti. Definisikan pelabelan titik dan sisi pada B, U P, sebagai berikut :
A(uy)=2i,untuk 1 <i<n
A(ugj)=2j—Luntuk 1 <j<n+1
Aep)=A(ugiuy 41 )=2n+2i+ Luntuk 1 <i<n-1

A(ez;)=h(uyjuyjpq)=2n+2j,untuk 1 <j<n

P : 2Lt €612 €1n-2 €101
b3
e e T —_— . e
U1 U2 U3 Uin-2 Uin-1 Uin
P ; €71 €2,2 €2n-2." €2n—1  Ean
n+1l *————0—9 SE— S— . —Y Y
Uy Uzz Uzs Upn-2 Uzn-1 Uzn Uzp+t

Gambar 3.2.1 Graf B, U P,
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Diperoleh label titik- titik B, U P, seperti pada Gambar 3.2.2 berikut.

B, : ® *—o . *—=o
2 4 6 2n-4 2n-2 2n

Pn+1 . L 2 L 2 L 4 s = . J
1 3 5 2n-5 2n-3 2n-1 2n+1

Gambar 3.2.2 Pelabelan Titik pada Graf P, U P,

Selanjutnya sisi- sisi dilabeli seperti pada Gambar 3.2.3 berikut.

2n+3 2n+5 4n-3 4n-1
8,
@ L & L 2 . 2 s J
2 4 6 2n-4 2n-2 2n
2n+2 2n+4 4n-4 4n-2 4n
& -8 L & & @
P, :
g 1 3 5 2n-5 2n-3 2n-1 2n+1

Gambar 3.2.3 Pelabelan pada Graf P, U P44

Maka himpunan bobot sisi P, U P,,, dapat dihitung dengan menggabungkan

himpunan bobot sisi dari P, dan P,,,.
a. Bobot- bobot sisi pada P, dihitung sebagai berikut.
Untuk i = 1, diperoleh :
w(ey1) = A(uy,) + A(er) + A(uy2)
=2+(2n+3)+4

=2n+9.
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Untuk i = 2, diperoleh :
w(eyz) = A(uyz) + A(es2) + A(wy3)
=4+(2n+5)+6

=2n+ 15.

Untuk i = n — 2, diperoleh :

w(ein-z2) = AMugn—z) + Aern-2) + Attsn-1)
=(2n—-4)+(4n—-3)+(2n—-2)
=8n—9.

Untuk i = n — 1, diperoleh :

w(ein-1) = A(uin-1) + A(eyn-1) + Att1,0)
=2n—-2)+UUn—-1+2n
=8n-3.

Maka himpunan bobot sisi B, adalah sebagai berikut :

W) ={w(e):1<i<n—1}

= {w(er1). w(erz), . w(ern-2) wlern1))

={2n+9,2n+15,...,8n —9,8n — 3}
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b. Bobot-bobot sisi P, dihitung sebagai berikut.

Untuk j = 1, diperoleh :

wlez1) = Auzy) + A(egy) + A(uzo)
=1+@2n+2)+3
=2n+6.

Untuk j = 2, diperoleh :

w(ez,z) = l(uz,z) - A(ez_z) + A(uz3)
=3+@2n+4)+5

=2Zn-+12.

Untuk j =n — 2, diperoleh :

w(esn2) = Atgn—2) + A(ezn—) + A(ugn—s)
=n-5+{An—-4H+(2n—-3)
= 8n — 12,

Untuk j =n — 1, diperoleh :

W(ez,n—l) = fl(uz.n—1) + A(ez0-1) + Atz n)
=2n—-3)+(@4n-2)+(2n—-1)

=8n-—6,

28



Untuk j = n, diperoleh :
w(ezn) = A(uan) + Aezn) + AUz ne1)
=C2n-1}+4n+2n+1)
= 8n.
Maka himpunan bobot sist P,,4 adalah :
W(Pps) = {w(ez;):1<j<n}
= {w(ezn) wlezz2) .. wlean—2) wlean-1) wlezn)}
={2n+6,2n+12,..,8n— 12,8n — 6,8n}
Sehingga diperoleh himpunan bobot sisi B, U P,,, sebagai berikut :
W(B UPu1) ={wley):1<i<n—-1}uiw(ey):1<j<n}
={w(ei1). w(erz) .. w(esn—z), weyn-1)} U
{wlez1). wlez2) - wlezn2). wlezn-1), wlean)}
={2n+9,2n+15,..,8n—9,8n— 3} u
{2n+6,2n+412,...,8n—12,8n— 6,8n}
={2n+6,2n+9,2n+12,2n +15,...,8n —12,8n -9,
8n—6,8n —3,8n}

Jadi, graf P, U P4, mempunyai pelabelan total (2n + 6, 3)-sisi anti ajaib

super untuk n > 2.
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Dengan menggunakan teorema 2.3.2, akan ditunjukkan bahwa tipe

pelabelan total (2n + 6, 3)-sisi anti ajaib super adalah selfdual. Banyaknya titik

dan sisi pada P, U P, adalah :

WP, UP )l =p=02n+1)

[E(R U Ppya)l =q=(2n—1)

Definisikan label titik dan sisi pada P, U P,,,; sebagai berikut :

Ay )=p+1—-A(uy),untuk 1 <i<n

Auz)=p+1—=2A(uy;), untuk 1 <j<n+1

Aley)) =2p+q—1—h(ey) untuk 1 <i<n-1

Alej)=2p+q—1—A(ey;)untuk 1 <j<n

Pn-i-l:

€11 812 €in-2 €1n-1
[ 9 L & 9 .
Ujg Wy Uz Uyp—2 Uin—: Uin
€21 €22 €2n-2 €2n-1 €E2n
e T ——o oo
Uag Uz " Mp3 Upn—2 Uzpn—2 Uzn Uznt1

Gambar 3.2.4 Graf P, U P44
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1. Labeli titik-titik P, U P, ., dengan pelabelan A’

B, 3 . a o e o
2n 2n—2 2n-4 6 4 2
it a—p ° [ 3 £ & @
2n+1 2n-1 2n-3 7 5 3 1

Gambar 3.2.5 Pelabelan Titik Graf B, U P44

2. Labeli sisi-sisi P, U P, dengan pelabelan A’

4n-1 4n-3 2n+5 2n+3
Fo ¢ e .- o e o
2n Zn=324 2n-4 6 4 2
By 4n 4n-2 2n+6 2n+4 2n+2
[ 3 - L ] - @* . 2 ®
2n+1 2n—1 2n-3 7 5 3 1

Gambar 3.2.6 Pelabelan Graf P, U P44

3. Himpunan bobot sisi P, U P4, dapat dihitung dengan menggabungkan
himpunan bobot sisi dari B, dan Py ,,.

a. Bobot- bobot sisi pada P,
untuk i = 1, diperoleh :
w'(ey1) = A'(uy) + A'(e11) + ' (uy2)
=2n+(4n—-1)+2n-2)

=8n-3
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untuk [ = 2, diperoleh :
W’(ellz) = /1' (ulaz) +‘ ;{,’ (61,2) + l.l'(ul’:.})
=2n-2)+4n—-3)+(2n—4)

=8n—-9

untuk i = n — 2, diperoleh :
w'(eyn-2) = X (usn-2) + ' (e1n-2) + ' (Ugn-1)
=6+ (2n+5) +4
=2n+15
untuk i = n — 1, diperoleh :
w'(eyn—1) = A(usn-1) + X' (e1n-1) + ' (uyn)
=44+ (@2n+3)42
=2n+9
Maka himpunan bobot sisi B, adalah :
WE)={we)l<isn—-1}
= {w'(er)w'(e12), - W' (e1n2) W' (e1n-1)}

={8n—-3,8n—9,..,2n+15,2n + 9} .
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b. Bobot-bobot sisi pada Py 44

untuk j = 1, diperoleh :

w{ezq) =2 (uzq) + M(ez1) + A (uzz2)
=@n+1)+4n+(2n—1)
= 8n

untuk j = 2, diperoleh :

w'(eg2) = 2'(ugz) + 2'(e32) + A'(uz3)
=Cn-1D)+@n—-2)+2n-3)

=8n-—6

untuk j = n — 2, diperoleh :
w'(en-z) = X(uzn—) + ' (ezn-2) + ¥ (uzn—1)
=7+@n+6)+5
=2n+18
untuk j = n — 1, diperoleh :
w'(egn-1) = A'(Ugn-1) + X'(€20-1) + 1 (uz)
=5+(2n+4)+3

=2n+12
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untuk j = n, diperoleh :
w'(esn) = V(upn) + '(€2n) + X (Uzns1)
=3+@n+2)+1
=2n+46
Maka himpunan bobot sisi P, adalah :
W (Pysa) = {w'(ez;):1<j<n}
={w'(es1) w'(e22} s W' (€2-2)s W (€20-1), W' (€2)}
={8n,8n—6,..,2n+18,2n + 12,2n + 6}
Sehingga diperoleh himpunan bobot sisi B, U P, sebagai berikut :
W/ (B UPy) ={w' (e ) 1sisn—1}u{wi(ey):1<j<n}
={w'(e11), . W (1 n-1)} U {W'(ez1), .. w'(e24)}
={8n—-38n—-9,..,2n+15,2n + 9} v
{8n,8n—6,..,2n+18,2n+ 12,2n + 6}
={Z2n+6,2n+92n+12,2n+15,2n +18,...,.8n —9,8n — 6,
8n —3,8n}

Jadi, graf B, UP,., dengan pelabelan total (2n + 6,3)-sisi anti ajaib

super merupakan pelabelan yang bersifat selfdual. m
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Contoh 2: Graf P, U P, mempunyai pelabelan total (18, 3)-sisi anti ajaib super

dan bersifat selfdual.

Himpunan titik dan sisi pada Pg U P; adalah seperti dalam Gambar 3.2.7 berikut

€11 €12 €13 €14 €15
Pe : o @ @ @ o @
Ug U2 Uz Upgs W5 UWUe
€21 : €73 €24 €25 €5
P; = - . . e e .
Uz Uz Uz Uy Ups Uz Uz 7

Gambar 3.2.7 Graf Pg U P;

Langkah-langkah pelabelan adalah sebagai berikut.

. Labeli titik- titik Py U P,

1 3 5 7 9 il 13

Gambar 3.2.8 Pelabelan Titik pada Graf Pg U P,

2. Labeli sisi- sisi Pg U P,

15 17 19 21 23
P, . . ° = °
2 4 6 8 10 12
14 16 18 20 22 24
P, [ ® TS - . ° =
1 3 5 7 9 11 13

Gambar 3.2.9 Pelabelan Graf P; U P,
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Diperoleh himpunan bobot sisi P; U P; sebagai berikut.
Himpunan bobot sisi Py dapat dihitung sebagai berikut :
W (Ps) ={w(ey):1<i<5}
= {w(ev1) wleiz) wleys) wless). wiews))
= {21,27,33,39,45}.
Himpunan bobot sisi P, dapat dihitung sebagai berikut :

W (P) ={wley;):1<j<6}

= {w(ez1) wlezz2) wlezs) w(eza) wezs), wleze)}

= {18, 24,30, 36,42, 48}.
Schingga diperoleh himpunan bobot stsi untuk Pg U P; :
W (P, UuP;) = W(P)UW (P;)
=f{wley):1<i< 5 u{w(e,;):1<j<6}
= {w(es1) wler2) wleis) wlers) wlens)u
{wlezn) wlez2) wless) wleas) wlezs) wiess))
= {21,27,33,39,45} U {18, 24, 30, 36, 42, 48}

= {18, 21, 24,27, 30, 33, 36, 39,42, 45, 48}
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Dapat dilihat bahwa pelabelan tersebut adalah pelabelan (18,3)-sisi anti
ajaib super. Karena a=18, d=3, p=[V(PUP;)|=13, dan ¢g=

|E(P; U P; )| = 11. Maka berdasarkan Teorema 2.3.2 diperoleh :
@ =4p+q+3—-a—(qg—Dd =41)D+QD+3-18— (11— 13 =18

Sehingga diperoleh pelabelan total (18,3)-sisi anti ajaib super yang bersifat

selfdual. m
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BAB IV

KESIMPULAN

Pelabelan total (a,d)-sisi anti qjaib dari suatu graf G adalah pemetaan
satu-satu A : V(G) VU E(G) — {1,2,..,p + q}, sedemikian sehingga himpunan
bobot sisi dari semwa sisi di G, yang dinotasikan dengan
W(xy) = fwy)lw(xy) = A(x) + Ay) + A(xy), Y,y € V(G) dan xy € E(G)}
atau dapat ditulis sebagai W(xy) ={a,a +d,a + 24, ...,a + (g — 1)d} untuk

suatua > 0 dand = 0.

Pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib dikatakan super jika A(V) =
{1,2,--,p}. Pada tulisan ini telah ditunjukkan bahwa untuk setiap n = 2, graf
B, UP,;, mempunyai pelabelan total (4n + 4,1)-sisi anti ajaib super dan
pelabelan total (2n 4+ 6,3)-sisi anti ajaib super. Pada tulisan ini juga telah
ditunjukkan bahwa kedua pelabelan di atas merupakan pelabelan yang bersifat

selfdual.
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