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ABSTRACT

Given graph G and H, the Ramsey number R(G, H) is the smallest natural
number n such that every graph F of order . fulfills the following condition: either
F contains G or the complement of F' contains H. This paper investigates the
Ramsey number R(S,,, W,,} of star versus wheel. Given star S, and wheel W,
then R(Sn,Wm) =3n —2forodd m, n > 3 and m < 2n — 1. Furthermore
R(S,,W,)=3n—4foroddn,n>5and m=2n—4.

Keywords :Ramsey numbers, stars, wheels.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Seiring perkembangan zaman dan kemajuan teknologi, aplikasi teori graf
telah merambah ke ancka disiplin ilmu dan membantu memudahkan orang untuk
menyelesaikan permasalahan. Penggunaan graf ditekankan untuk memodelkan
persoalan. Teori graf juga sangat berguna untuk mengembangkan model-model
yang terstruktur dalam berbagai situasi. Teori graf berkembang seiring dengan
ditemukannya masalah-masalah dalam kehidupan. Beberapa masalah yang dapat
diselesaikan dengan teori graf, seperti masalah jaringan listrik, jaringan telepon,
jaringan komputer, jalan penghubung antar kota dan lain sebagainya.

Salah satu teori yang berkembang pesat dalam bidang graf adalah teori
Ramsey. Teori Ramsey pertama. kali dikaji oleh Frank Plumpton Ramsey (1930).
Teori ini digunakan dalam permasalahan mencari prosedur untuk menentukan
benar-tidaknya (konsistensi) suatu formula logika yang diberikan. Teori tersebut
menjadi terkenal setelah Erdos dan Szekeres (1935) mengaplikasikannya ke dalam
teorl Graf. Ramsey mendefinisikan bahwa apabila terdapat dua buah bilangan
asli a dan b dengan a,b > 2, maka bilangan Ramsey R(a,b) adalah bilangan asli
terkecil n, sedemikian sehingga jika graf lengkap K, dengan n titik diwarnai de-

ngan warna merah atau biru, maka graf tersebut akan selalu memuat graf lengkap



K, dengan ¢ titik merah atau Kj dengan b titik biru sebagai subgraf. Bilangan
R{e,b) ini disebut sebagai bilangan Ramsey klasik.

Penelitian tentang penentuan bilangan Ramsey klasik R{a,b) telah mem-
peroleh banyak perhatian. Namun demikian, hasilnya masih jauh dari yang di-
harapkan. Semenjak pertama kali diperkenalkan (1928), hanya sembilan nilai
eksak bilangan Ramsey klasik R(a, ) yang baru diketahui. Konsep awal bilangan
Ramsey adalah konsep bilangan Ramsey klasik dua warna yang diberikan oleh
Erdos dan Szekeres. Karena masalah ini sangat sulit, beberapa peneliti mem-
perumum konsep bilangan Ramsey klasik menjadi konsep bilangan Ramsey graf
sebarang. Bilangan Ramsey graf R(G, H) didefinisikan sebagai bilangan bulat
terkecil N sedemikian sehingga setiap graf I dengan orde N akan memenuhi
kondisi sebagai berikut: F memuat G sebagai subgraf atau komplemen dari F
memuat H sebagai subgraf.

Kajian penentuan bilangan Ramsey Graf untuk pasangan graf bintang dan
bintang telah tuntas dilakukan oleh Burr dkk (1973). Penentuan bilangan Ramsey
untuk bintang dan graf bipartit lengkap juga telah dikaji, walaupun hasilnya masih
sedikit. Hal ini dilakukan oleh Harary (1972), Lawrence (1973), Parson (1975),
dan Rosyida (2004). Kajian penentuan bilangan Ramsey untuk bintang dan roda
hampir tuntas, dan dilakukan oleh beberapa peneliti, diantaranya: Baskoro dkk.
{2002), Chen dkk. (2004), dan Korolova (2005). Kasus yang tersisa untuk bintang

dan roda tersebut dikaji oleh penulis dan hasilnya disajikan pada Bab IIIL



1.2 Perumusan Masalah

Misal terdapat graf bintang dengan n titik, dinotasikan S, dan graf roda de-
ngan m+1 titik, dinotasikan W,,,. Akan ditentukan berapakah bilangan asli terke-
cil R(S,, W,,) = ¢ sedemikian sehingga sebarang graf G dengan ¢ titik memuat

sebuah graf bintang 5, atau komplemennya memuat sebuah graf roda W,,.

1.3 Pembatasan Masalah

Pada tahun 2001, Surahmat dan Baskoro mengkaji bilangan Ramsey untuk
bintang dan roda. Hasilnya adalah R(S,, W,) = 2n — 1 untuk » ganjil, n > 3 dan
R(Sn, Wa) = 2n--1 untuk n genap. Mereka juga membuktikan R(S,, Ws) = 3n—2
untuk n > 3. Selain itu, mereka juga memperoleh R(S,,W,,) = 3n — 2 untuk
m ganjil, m > 6 dan n > 2m — 4. Hasil ini juga diperkuat oleh Chen dkk.
(2004) yang membuktikan R(Sy, W) = 3n — 2 untuk m ganjil , m > 5 dan
n > m—1 > 2. Zhang dkk. menunjukkan R(S,,, We) = 2n + 1 untuk n > 3 dan
R(S5, W) = 2n -+ 1 untuk n ganjil, 5 < n < 10 dan R(S,, Ws) = 2n -+ 2 untuk
n genap. Korolova menunjukkan bahwa untuk m ganjil, R(S,, W,,) = 3n — 2
jika n =m, m 41 atau m + 2. Selain itu Hasmawati (2005) juga membuktikan
R{Sp, W) =m +n — 2 untuk n ganjil, m > 2n — 2 dan n > 4.

Pada tugas akhir ini akan dibahas bilangan Ramsey untuk pasangan bin-
tang dan roda untuk selang m dan n yang belum dikaji yaitu : R(S,, W;,) untuk

m ganjil, n > 3 dan m < 2n — 1, serta untuk n ganjil, n > 5 dan m = 2n — 4.



1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk menentukan bilangan
Ramsey R(S,,Wp) untuk m ganjil, n > 3 dan m < 2n — 1, serta bilangan

Ramsey R(S,, Wi,) untuk n ganjil, n > 5 dan m = 2n — 4.

1.5 Sistematika Penulisan

Pada Bab I diuraikan tentang latar belakang masalah, perumusan masalah,
pembatasan masalah, tujuan, dan sistematika penulisan skripsi ini. Konsep dasar
dari bilangan Ramsey, definisi dan terminologi, serta beberapa teori pendukung
yang digunakan untuk menyelesaikan permasalahan skripsi ini disajikan pada Bab
IT sebagai landasan teori. Pada bab ini juga akan diberikan beberapa teorema
pendukung untuk membantu proses pembuktian teorema utama. Pembahasan
dari permasalahan tersebut akan diuraikan pada Bab III. Penulisan skripsi ini

diakhiri dengan bagian kesimpulan dan saran yang disajikan pada Bab IV.



BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan disajikan beberapa konsep dasar yang berkaitan de-
ngan permasalahan yang telah dikemukakan pada Bab . Definisi dan terminologi
graf diberikan pada Subbab 2.1. Subbab 2.2 menjelaskan tentang jenis-jenis graf
yang digunakan dalam skripsi ini, sementara Subbab 2.3 menjelaskan tentang
bilangan Ramsey. Teorema dan lema pendukung untuk menyelesaikan permasalah

an skripsi ini diberikan pada Subbab 2.4.

2.1 Definisi dan Terminologi Graf

Graf G = (V, E) terdiri dari pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah
himpunan titik (verter) di graf G dan E adalah himpunan pasangan tak terurut
dari unsur-unsur di V. Elemen-elemen E disebut sisi (edge). Himpunan titik
dari GG dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisinya dinotasikan dengan E{G).
Banyak titik di G disebut orde (order) dari G, yang dinotasikan dengan [V (G)|
dan banyak sisi pada G disebut ukuran (size) dari G yang dinotasikan dengan
|E(G)I.

Titik u dikatakan bertetangga (adjacent) dengan titik v, jika e = uv €
E(G) dan sisi e dikatakan terkait (incident) dengan titik v dan v. Dua sisi ¢;

dan e; pada G disebut sisi-sisi bertetangga jika e; dan e, terkait pada satu titik



yang sama. Pada Gambar 2.1.1, titik v, bertetangga dengan titik vy, vz dan vy,
tetapi tidak bertetangga dengan titik vs, sedangkan titik vs hanya bertetangga
dengan titik v4. Kemudian, sisi e; dikatakan terkait dengan titik v; dan v,, dan

sisi ey terkait dengan titik v; dan vy.

Gambar 2.1.1. Tlustrasi ketetanggaan dan keterkaitan pada suatu graf

Jalan (walk) dari titik vg ke v,, di G adalah barisan hingga. vy, vgv1, v1, V2,
V2, .-, Un—1Un, Un dari titik-titik dan sisi-sisi di G sedemikian sehingga v;_,v; €
E(G) untuk i = 1,2,...,n. Jalan dari v ke v, dapat ditulis dengan wvyu,-jalan.
Panjang dari jalan adalah banyaknya sisi dari barisan tersebut. Jalan dikatakan

tertutup jika vy = v, dan dikatakan terbuka jika vy # v,. Perhatikan Gambar

2!151!

Gambar 2.1.2. Walk dalam graf.




Barisan {Ul, €1, V2, €2, U3, €3, U, €4, U4, €5, U5, €6, Us, €9, U1, €3, Uﬁ} yang terlihat pa‘da'
Gambar 2.1.2 merupakan jalan di G.
Jika semua sisi yang dilewati pada suatu jalan berbeda maka disebut jalur

(trail).

vy Uy Uy

vy vg

Gambar 2.1.3. Trail.

Suatu jalan dikatakan lintasan apabila semua titik dan sisinya berbeda.
Lintasan dari vy ke v, dapat ditulis sebagai vyu,-lintasan. Graf lintasan dengan
n titik dinotasikan dengan P, atau dapat juga ditulis dengan bentuk berikut
P {v1,v2, 00, Uk=1, Uk, Ukt -y Un } [1].

Gambar 2.1.3 berikut ini adalah contoh graf lintasan.

& *® -

(a) Py ) P;

Gambar 2.1.4. Lintasan Pj dan P.



Misal terdapat graf G = (V, E) dengan u,v € V(G). Titik u dikatakan
terhubung dengan titik v dalam graf G jika G memuat suatu lintasan dengan
titik u dan titik v sebagai titik ujungnya. Jika tidak demikian, maka graf dikatakan
sebagai graf tak terhubung (disconnected graph). Gambar 2.1.5 memperlihatkan

graf terhubung dan tak terhubung.

(@ (&)

Gambar 2.1.5. (a) Graf terhubung (b) Graf tak terhubung.

Graf G yang himpunan titiknya dapat dipisah menjadi dua himpunan
bagian V) dan V; sedemikian sehingga setiap sisi pada G menghubungkan sebuah
titik di Vi kesebuah titik di V; discbut graf bipartit dan dinyatakan sebagai

G(V1, V2). Contoh graf Bipartit diberikan pada gambar berikut.

V1 V2

Gambar 2.1.6. Ilustrasi Graf Bipartit.



Graf H disebut subgraf dari graf G, yang dinotasikan dengan H C G, jika
V(H) C V(G) dan E(H) C E(G). Misalkan u € V(G) dengan |V(G)| > 2,
maka G — u adalah subgraf dari graf G' dengan V(G — u) = V(G) \ {u} dan
E(G —u) = E(G) \ {wv | v € V(G) }. Misalkan ¢ = uv € E(G), maka G — e
adalah subgraf dari graf G dengan V(G —¢) = V(G) dan BE(G — e) = E(G) \
{e}. Gambar 2.1.7 memberikan contoh graf yang berasal dari pengurangan titik

dan sisi pada graf G.

u ®u

Gambar 2.1.7. llustrasi H, = G — u dan H, = G — e.

Subgraf F* dikatakan subgraf terinduksi dari G, jika u,v € V(F) dan uwv €
E(G) maka haruslah wv € E(F). Graf G yang diinduksi oleh F dinotasikan
dengan G[F]. Contoh graf G dan subgraf terinduksi G[F] dapat dilihat pada

gambar berikut.

a - ch
s
a: a. as
G GLF]

Gambar 2.1.8. Tlustrasi penginduksian suatu graf.
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Komplemen dari G, dinotasikan dengan G, adalah graf dengan himpunan
titik V((), dimana dua titik bertetangga di G jika dan hanya jika dua titik
tersebut tidak bertetangga di G. Suatu graf G memenuhi G = G. Contoh suatu
graf dan komplemennya diberikan oleh Gambar 2.1.9 berikut

¥ ¥y ¥y vy

Gambar 2.1.9. Graf dan Komplemennya.

Misalkan  C G. Subgraf H disebut suatu komponen dari G jika H
merupakan subgraf terhubung maksimal. Notasi ¢(G) melambangkan banyaknya
titik pada komponen terbesar dalam graf G. Notasi ¢(G) melambangkan panjang
siklus terkecil yang termuat dalam G. Untuk suatu titik v € V(G), lingkungan
N(v) adalah himpunan dari titik yang menjadi tetangga v di G. Selain itu juga
didefinistkan N[v}] = N(v) U {v}. Derajat dari titik v dalam graf G adalah
banyaknya. titik pada Ng(v), dinotasikan dengan |Ng(v)| atau dg(v). Derajat
minimum dari G adalah derajat terkecil dari titik-titik dalam G, dinotasikan
dengan (G). Derajat maksimum dari G adalah derajat terbesar dari titik-titik
dalam G, dinotasikan dengan A(G). Graf dengan n titik dikatakan pancyclic jika
memuat siklus dengan panjang I, 3 <! < n. Graf dikatakan weakly pancyclic jika
memuat siklus dengan panjang sebesar girth (panjang siklus terpendek) hingga

ke circumference (panjang siklus terpanjang ).
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2.2 Jenis-Jenis Graf

Berikut adalah beberapa jenis graf vang digunakan dalam kajian ini.

2.2.1 Graf Lengkap

Graf lengkap ( complete graph ) adalah graf sederhana yang setiap titiknya
bertetangga ke semua titik lainnya. Graf lengkap dengan = titik dilambangkan
dengan K. Setiap titik pada K,, berderajat n— 1. Banyaknya sisi pada graf leng-
kap dengan n titik adalah (n(n — 1))/2. Pada Gambar 2.2.10 diberikan beberapa

contoh dari graf lengkap.

& X, K,

Gambar 2.2.10. Graf Lengkap K, dengan 2 <n < 4.

2.2.2 Graf Siklus |

Graf siklus (cycle) adalah graf terhubung yang setiap titiknya berderajat
dua. Graf siklus dengan n titik dilambangkan dengan C,, n > 3. Gambar 2.2.11

merupakan gambar graf siklus Cy,, dengan 3 < n < 6.
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A\

G C: G G

Gambar 2.2.11. Graf Siklus C), dengan 3 < n < 6.

2.2.3 Graf Roda

Grafroda (wheel) W,, adalah suatu graf yang diperoleh dengan cara menam-
bahkan satu titik, dinamakan z,, di luar C,, yang bertetangga ke semua titik di

Cn. Graf roda dengan m + 1 titik dilambangkan dengan simbol W,,,, m > 3.

W, Wy Wy

Gambar 2.2.12. Graf Roda W,, dengan 3 < m < 5.

2.2.4 Graf Bintang

Graf bintang S, adalah graf pohon berorde n yang memiliki satu titik
berderajat n —1 yang disebut pusat dan n —1 titik berderajat satu. Pada Gambar

2.2.13 titik vg merupakan pusat dari graf bintang Sy.
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Gambar 2.2.13. Graf Bintang S.

2.3 Bilangan Ramsey

2.3.1 Bilangan Ramsey Klasik

Pada tahun 1935, Erdos dan Szekeres mengkaji teori Ramsey dan kemudian
mengaplikasikannya ke dalam teori graf. Kajian mereka itu menghasilkan teorema
Ramsey klasik.

Adapun definisi dari bilangan Ramsey klasik diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.3.1.1 Misalkan a,b > 2 adalah bilangan asli. Bilangan Ramsey R(a, b)
adalah bilangan asli terkecil n sedemikian sehingga jika graf lengkap K, diwarnai
dengan warna merah atau biru, maka senantiasa terdapat subgraf K, merah atau
Ky biru.

Karena setiap graf /' memenuhi F=F , maka bilangan Ramsey klasik bersifat
simetris yaitu :

R(a,b) = R(b,a)

Selanjutnya, nilai eksak bilangan Ramsey klasik akan ditinjau. Dalam hal




14

e =1 atau a = 2 jelas bahwa :
R(1,b) =1dan R(2,b) =b

Erdos dan Szekeres telah memberikan eksistensi dari bilangan Ramsey klasik
R(a,b) dengan menunjukkan batas atasnya sebagaimana teorema berikut.
Teorema 2.3.1.2(5] Untuk setiap bilangan bulat positif a dan b, bilangan Ramsey

R(a,b) senantiasa ada dan memenuhi

at+b—2
R(a,b) <

a—1

Akibat 2.3.1.3[5] Untuk setiap a > 2 dan b > 2
R(a,b) < R(a — 1,b) + R{a,b— 1)
Selanjutnya, jika R(a — 1,b) dan R(a,b — 1) keduanya genap, maka
R(a,b) < R(a — 1,b) + R(a,b—1).

Hingga saat ini, baru sembilan buah nilai eksak bilangan Ramsey klasik
yang diketahui. Greenwood dan Gleason (1955) menunjukkan R(3,3) = 6, R(3,4)
=9, R(3,5} = 14, R(4,4) = 18. Selanjutnya Kery (1964) membuktikan R(3,6) =
18 dan diiknti oleh Kalbfleisch (1966) yang memberikan R(3,7) = 23. Dua
bilangan Ramsey lain diberikan oleh Grienstead dan Roberts(1982), yaitu E(3, 8)
= 28 dan R(3,9) = 36. Hasil terbaru dalam hal ini diberikan oleh McKay dan
Radziszowski (1995) yang menunjukkan bahwa R(4,5) = 25.

Untuk nilai m,n > 3 lainnya, penentuan nilai eksak bilangan Ramsey
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klasik merupakan persoalan yang sulit. Akan tetapi, batas atas dan batas bawah

nontrivial dari bilangan tersebut telah diperoleh, seperti pada tabel berikut :

g
wm | 3] 3 5 6 7 8 9 10 1 12 13
40 a6 52 59
3 | 6|9 | 14 |18 23 | 28 | 36 13 < o ot
2 1% 255 | 20 bt 43 5) 57 128 133
S ] 611 es || us 149 191 | 238 291
5 41 |58 { 80 | 101 | 125 143 159 | 185 | 209
49 | 87| 143 | 216 | 316 | 442 633 | 848 | 1139
5 , 102 | 113 | 130 | 169 | 179 253 | 263 | 317
165| 298 | 495 | 780 | 1171 | 1804 | 2566 | 3705
5 205 | 216 | 237 | 289 305 | 416 | s5it
540 | 1031 | 1713 | 2826 | 4553 | 6951 | 10581
283 [ 317 817
) 1870 | 3553 | 6090 | 20630 | 16944 | 5,0
365 580 .
9 o598 | 12677 | 22325 | 39025 | 64871
798
10 23556
u}

Tabel 2.3.1. [5] Bilangan Ramsey Klasik

Uraian di atas memberikan gambaran bahwa penentuan bilangan Ramsey
klasik merupakan kajian yang sulit. Karena itu pada perkembangan selanjutnya,
grafnya terbatas pada graf lengkap saja, tetapi berlaku untuk sembarang graf.
Bilangan Ramsey untuk pasangan sebarang graf selanjutnya disebut bilangan

Ramsey graf.

2.3.2 Bilangan Ramsey Graf

Bilangan Ramsey R(G, H) untuk suatu graf G dan H adalah suatu bilangan
bulat terkecil n sedemikian sehingga untuk sebarang graf I dengan n titik berlaku
bahwa F' memuat G atau F' memuat H. Sebelum menentukan nilai eksak bilangan

Ramsey, terlebih dahulu diberikan definisi graf elok.
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Definisi 2.3.2.4 Diberikan dua grof G dan H. Graf F disebut graf (G, H)-elok
Jika I tidak memuat G dan F tidak memuat H. Sebarang graf (G, H)-elok dengan
n titik dinotastkan dengan graf (G, H,n)-elok.
Batas bawah bilangan Ramsey R(G, H) diberikan oleh Chvatal dan Harary, seperti
dalam teorema berikut.
Teorema 2.3.2.5(5] (Batas Bawah) Untuk setiop graf G dan H berlaku
R(G, H) 2 (¢(G) = 1)(x(H) — 1) + 1).

Bukti. Misalkan Graf F = (x(H) — 1)K(¢c)-1)- Dalan hal ini F tidak memuat
G sebagal subgraf karena komponen dari F berorder c(G) — 1.
Karena x(F) < x(H)~1 maka F tidak memuat H, sehingga diperoleh R(G, H) >
(e(G) — )(x(H) — 1) +1).
Contoh 1: Misal graf G = P; dan H = W; akan ditentukan R(Py, W;).
Bukti. Ambil graf F' = (x(Ws) — 1)K(cp)-1). Karena x(Ws) = 4 dan c(P,) =
4, maka F' = 3K3. Dalam hal ini F tidak memuat P; sebagai subgraf karena
komponen dari F' punya orde ¢(G) — 1 = 3. Karena x(F) < x(H) -1 =2 < 3,
maka F tidak memuat Ws. Dengan demikian haruslah R(P;, Ws) > 10

Bilangan kromatik dari H, dinotasikan dengan x(H) adalah bilangan ash
terkecil k sedemikian sehingga jika titik-titik di H diwarnai dengan k warna, maka
tidak ada titik yang bertetangga mempunyai warna yang sama. Berikut diberikan
contoh bilangan kromatik graf roda W,,.
Contoh 1 :

x(Wq) =4

Misalkan Graf W, adalah graf [xg, C7] dengan 8 titik, dimana satu titik
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dinotasikan zy merupakan pusat (hub) yang bertetangga dengan semua titik di
Cy. Dinotasikan V(Wr) = {zo, v1, v2, v3, V4, Vs, V6, U7 }. Akan ditentukan bilangan
kromatik x(Wp,) untuk m = 7. Akan dilakukan pewarnaan titik yaitu memberikan
warna pada setiap titik di graf W7. Sedemikian sehingga setiap dua titik yang
bertetangga mempunyai warna yang berbeda.

Andaikan titik v; bertetangga dengan titik v, dan v; dan tidak bertetangga
dengan titik vs,u4,v5 dan vg. Titik v; tidak boleh berwarna sama dengan titik ve
dan vy, tetapi titik v; boleh berwarna sama dengan titik vs. Sedangkan titik
vy tidak boleh berwarna sama dengan titik v3 dan vs. Titik v dan vs boleh
berwarna sama dengan titik vy, karena ketiga titik tersebut tidak saling berte-
tangga. Sedangkan titik vg dan v, tidak boleh berwarna sama karena kedua titik
saling bertetangga. Begitupun dengan titik v; dan v, tidak boleh berwarna yang
sama karena kedua titik juga saling bertetangga.

Dalam pewarnaan titik, warna titik yang bertetangga haruslah berbeda.
Selain itu, warna yang digunakan haruslah seminimum mungkin. Pada pewarnaan
titik pada W+ ini, diperoleh (W) = 4. Dengan ilustrasi gambar dapat dilihat

pada gambar berikut -
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Contoh 2 :

x(Wg) =3

Misalkan graf Wy adalah graf [z, Cs| dengan 9 titik, dimana satu titik dino-
tasikan z, merupakan pusat (hub) yang bertetangga dengan semua titik di Cs.
Dinotasikan V (Wg)={xo, v1, va, v3, v4, U5, Vs, U7, vs }. Akan ditentukan bilangan kro-
matik x(W,,) untuk m = 8. Akan dilakukan pewarnaan titik yaitu memberikan
warna pada setiap titik di graf W;, sedemikian sehingga setiap dua titik yang
bertetangga mempunyai warna yang berbeda.

Andaikan titik v; bertetangga dengan v, dan vg dan tidak bertetangga
dengan vs,v4,0s5,06,v7. Titik vy tidak boleh berwarna sama dengan titik vy dan vg,
tetapi titik v; boleh berwarna sama dengan titik v3,v5 dan ve, karena titik v, tidak
bertetangga dengan titik vs,v5 dan v;. Sedangkan titik vy boleh berwarna sama
dengan titik v4,vs dan vg, karena titik vy tidak bertetangga dengan titik v4,v dan

Vsg.
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Pada pewarnaan titik pada Wy ini, diperoleh x(W3) = 3. Dengan ilustrasi

gambar sebagai berikut :

Sehingga diperoleh,
3, untuk m genap

X(Win) =
4, untuk m ganjil

Sejak adanya batas bawah ini, kajian bilangan Ramsey berkembang pesat.
Salah satu topik yang paling banyak dikaji adalah bilangan Ramsey untuk graf
pohon. Hal ini disebabkan oleh struktur pohon yang berbeda-beda. Struktur
pohon yang paling sederhana adalah lintasan dan bintang. Karena itu, pengkajian
bilangan Ramsey untuk graf pehon umumnya dimulai dengan pengkajian bilangan
Ramsey untuk lintasan atau bintang. Pada tahun 2001, Surahmat dan Edy Tri

Baskoro [5] telah membuktikan bahwa

2n — 1, n ganjildann > 3
R(S,, W) =

2n+1, n>4.

Mereka juga membuktikan R(S,, W5) = 3n — 2 untuk n > 3. Selain itu,

mereka juga memperoleh R(S,, W;,) = 3n — 2 untuk m ganjil, m > 5 dan n >
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2m—4. Hasil ini juga diperkuat oleh Chen dkk. yang membuktikan R(S,, W,,) =
3n — 2 untuk m ganjil , m > 5dann > m — 1 > 2. Zhang dkk. menunjukkan
R(Sn,Ws) = 2n + 1 untuk n > 3 dan R(S,,W3) = 2n + 1 untuk n ganjil,
5 < n < 10 dan R(S,,Ws) = 2n + 2 untuk n genap. Korolova menunjukkan
bahwa untuk m ganjil, R(S,, W) = 3n — 2 jilka n = m, m + 1 atau m + 2.
Selain itu Hasmawati juga membuktikan R(S,, W,,) = m +n — 2 untuk n ganjil,

m>2n—2dann > 4.

2.3.3 Lema Pendukung

Berikut adalah lema yang mendukung untuk menyelesaikan permasalahan

pada skripsi ini seperti yang dikutip oleh Hasmawati dkk[4],

Lema 2.3.1.(Bondy).Misal G edalah graf dengan orde n.Jika §(G) > %, maka G

adalah pansiklis atou G = K 2 » untuk n genap.




BAB 111
BILANGAN RAMSEY UNTUK GRAF
BINTANG S, DAN GRAF RODA W,

Pada bab ini akan ditentukan bilangan Ramsey R(S,, W,,) untuk pasangan
bintang S, dan roda W, untuk m ganjil, n > 3 dan m < 2n — 1, serta untuk n
ganjil, n > 5 dan m = 2n — 4.

Karena ¢(T,) = n dan x(W,) = 3 untuk m genap atau y(W,,) = 4 untuk m
ganjil, maka menurut Teorema 2.3.1.5 diperoleh batas bawah untuk R(T),, W)

yaitu :

2n — 1, untuk m genap
R(Th, W) = (3.0.1)

3n — 2, untuk m ganjil
Karena S, dengan n titik adalah salah satu dari bentuk pohon 7T}, dengan n titik,
maka pertaksamaan (3.0.1) dapat digunakan untuk memperoleh batas bawah

R(S,, Wy,), yaitu

( 2n — 1, untuk m genap
R(S,, W,,) = (3.0.2)
dn — 2, untuk m ganjil
Berikut adalah hasil utama dari kajian ini.
Teorema 3.1 Diberikan bintang S, dan roda W,,. Maka R{S,,Wn) = 3n — 2

untuk m gangil, n > 3 dan m < 2n — 1.

Bukti. Karena 3K,,_; tidak memuat 5, dan komplemen dari 3K,,_; tidak memuat

21
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W, untuk m ganjil maka R(S,,, Wy,) > 3n—2 untuk m ganjil. Selanjutnya, untuk
memperoleh nilai eksak R(S,, W,,), akan ditunjukkan bahwa R(S,, W,,) < 3n—2.
Misalkan F' adalah sebarang graf berorde 3n — 2 yang tidak memuat S,. Akan
ditunjukkan F' memuat W,,.

Misalkan ¢ adalah sebarang titik di F. Karena F' 2 S, maka dp(z) < n — 2
untuk setiap z € F. Misalkan A = V(F) \ N(z] dan T = F[4], seperii pada

Gambar 2.0.1.

Gambar 3.0.1. Graf dengan orde 3n — 2 yang tidak memuat S,

Maka haruslah |T'| > (3n —2) — (n — 1) = 2n — 1. Karena dp(v) < n — 2 untuk

setiap v € T dan |T| = |T|, maka

dp(v) 2 [T| = (n - 1)
=2m—-1—(n—-1)
=n

1
>n—5
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Karena |T| > 2n — 1 = 2(n — 1) maka df (v) > @l Karena dy (v) > %L maka,
menurut Lema 2.3.1, T adalah graf pancyclic artinya T memuat siklus C,, dengan
3 <m < 2n—1 < |T|. Dengan x sebagai pusat, diperoleh graf roda W,, di F.
Sehingga R(S,, W,,) < 3n — 2 untuk 3 < m < 2n — 1. Jadi, R(S,,W,,,) =3n —2
untuk 3<m<2n—1

Contoh 1 :

Berikut adalah contoh dari Tecrema 3.1 diatas.

Untuk n =5 dan m = 9 akan ditunjukkan R(Ss, W5) = 13, dengan menunjukkan
bahwa batas bawah dan batas atasnya sama. Karena 3K, tidak memuat S; dan
komplemen dari 3K, tidak memuat Wy untuk m ganjil maka R(Ss, Ws) > 13.
Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa R{Ss, Wy) < 13. Ambil graf F dengan 13

titik dan ' tidak memuat S;. Ilustrasi diberikan pada Gambar 3.0.2.

—)
Y
Xa A <

Gambar 3.0.2. Graf F' yang tidak memuat Ss
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Karena F' 2 S5 maka dr(z) < 3 = § — 2. Misalkan A = V(F) — N[z] dan

T = F[A] maka diperoleh |T| > 2.5 —1=9. Vv € T, dp{v) <3 =5 — 2 sehingga

dp(v) 2 [T| - (n—1)

=4—-4=5

|7
di(v) 2 b

Menurut Lema 2.3.1 T memuat siklus C, untuk 3 <m < 9 < |7

Karena T C F maka Wy C T C F, sehingga R(Ss, Wy) <3.5-2=13

Nustrasi diberikan pada gambar 3.0.3.

Vi Vo
va Ve
¢
Va Vr e
Ve
Vi Vs .
F

Gambar 3.0.3. Tlustrasi F yang memuat Wy

Teorema 3.2 Diberikan bintang S, dan rode W,,. Maka R(S,,Wy,) = 3n — 4

untuk n gangil dan n > 5, dan m = 2n — 4.

Bukti :

Sebagai langkah pertama akan ditunjukkan bahwa batas bawah untuk
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R(Sn, Wi) > 3n— 4. Karena K, 1 UK, 9,3 tidak memuat S,, dan komplemen-
nya tidak memuat Wy, untuk m = 2n — 4 maka R(S,, Wp,) > 3n — 4.
Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa R(S,,W,,) < 3n — 4. Misalkan F adalah
sebarang graf berorde 3n — 4 dan asumsikan F' tidak memuat S,,. Akan ditun-
jukkan F memuat W,,. Karena F tidak memuat S,, maka dr(v) < n— 2 untuk
setiap v € F. Karena n ganjil maka |F| = 3n — 4 juga ganjil. Dengan demikian,
tidak semua titik di F berderajat n — 2 (ganjil).

Misalkan terdapat =, € F' dengan dp(zo) < n — 3. Tulis A = V(F)\ N[xg], dan

T = F[A], seperti pada Gambar 3.0.4.

Gambar 3.0.4. Graf dengan orde 3n — 4 yang tidak memuat S,

Maka haruslah |T| > (3n — 4) — (n — 2) = 2n — 2. Karena dr{v) < n — 2 untuk

setiap v € T dan [T'| = |T|, maka

dr(v) 2 [T - (n - 1)

=2n—-~2-(n—-1)
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Karena [T| > 2n — 2 > 2(n — 1) > 2(n — 2) maka dj (v) > J—?;[

Menurut Lema 2.3.1 maka diperoleh T memuat siklus Cy,_s. Dengan demikian,
F memuat suatu roda W, 4 dengan pusat xy. Jadi, R(S,, W) < 3n — 4 untuk
m=2n—4.

Contoh 2 :

Berikut adalah contoh dari Teorema 3.2 diatas.

Untuk n = § maka m = 6 akan ditunjukkan R(Ss, Ws) = 11, dengan menunjukkan
batas bawah dan batas atasnya sama. Karena K3 U K33 tidak memuat S5 dan
komplemennya tidak memuat Ws, untuk m = 6 maka R(Ss, Ws) > 11.
Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa R(S5, Ws) < 11 dan F tidak memuat Ss.

Nustrasi diberikan pada Gambar 3.0.5.

@

XO.

Gambar 3.0.5. Graf F' yang tidak memuat Sy
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Karena n ganjil maka |F| = 3n — 4 juga ganjil. Dengan demikian, tidak semua.
titik di F' berderajat n — 2 (ganjil) sehingga dp(5) < n—-3=5—-3 =2.
Misalkan A = V(F) — N|z] dan T = F[A] maka diperoleh |T| > 2.n — 2 =
2(5) —2=8

Yo €T, dp(v) < 3 maka dp(v) > [T} — (n—1) =8 —4 = 4. Sehingga dp(v) > I,
Menurut Lema 2.3.1 T' memuat siklus Cg. Dengan demikian, ¥ memuat suatu
We dengan pusat zo. Jadi R(Ss, Wg) < 3(5) —2 =11

Tlustrasi diberikan pada gambar 3.0.6.

=

Gambar 3.0.6. Ilustrasi F' yang memuat W




BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Diberikan graf bintang S,, dengan n titik dan graf roda W,, dengan m +1
titik maka bilangan Ramsey untuk pasangan bintang dan roda adalah
1. R(S,,W,,) = 3n — 2 untuk m ganjil, n > 3dan m < 2n — 1

2. R(S,, W,,) = 3n — 4 untuk n ganjil, n > 5 dan m = 2n — 4.

4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya penulis menyarankan untuk membahas bilangan

Ramsey untuk pasangan bintang dan roda yang belum dikaji.

28



29

DAFTAR PUSTAKA

[1] Chartrand, G. and Ping Zhang. 2005. Introduction to Graph Theory.
McGraw-Hill Press, Singapore.

[2] Chvatal, V. and F. Harary. 1972. Generalized Ramsey Theory for Graph, IIL
Small off-Diagonal Numbers. Pacific. J.Math, 41 : 335-345

[3] Hasmawati. 2007. Bilangan Ramsey untuk graf Bintang. ITB Bandung.
Disertasi-S3. Tidak diterbitkan.

[4] Hasmawati, E.T Baskoro, dan Hilda Assiyatun. 2005. Star - Wheel Ram-
sey Numbers. Journal of Combinatorial Mathematics and Combinatorial
Computing. 55 : 123-128.

[5] Radziszowski, S. P. Small Ramsey Numbers. The Electronic Journal of Com-
binatorics, August (2011) DSI.

[6] Surahmat and E.T. Baskoro. 2001. On The Ramsey Number of a Path or a
Star versus or Wy or Ws, Proceedings of the 12-th Australasian Workshop on
Combinatorial Algorithms, Bandung, Indonesia, July 14-17(2001) 165-170.

[7] Surahmat. 2003. Bilangan Ramsey untuk graf Roda. ITB Bandung.
Disertasi-S3. Tidak diterbitkan.




