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ABSTRAK

Pemangkatan pada matrik sering dilakukan dengan mengalikan matrik tersebut berulang ulang,
yaitu 4™ = A x A x A ...x A sebanyak m kali dengan m bilangan asli, sehingga cukup sulit jika
harus mengalikan matrik 4 berkali-kali, apalagi jika matrik berukuran besar. Jika matriks bujur
sangkar A adalah matriks yang dapat didiagonalkan maka A" dapat dinyatakan dengan
A™ = P'D"P, dimana P adalah matriks bujur sangkar yang kolom vektornya terdiri dari vektor
eigen yang bebas linear dari matriks 4 dan D adalah matriks diagonalisasi dari 4.

Kata kunci : Matrik bujursangakar, diagonalisasi, determinan.




BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Aljabar linear merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang
aplikasinya banyak di pakai diberbagai ilmu terapan. Matrik merupakan salah satu
bagian dari aljabar linear. Apabila A4 adalah suatu matriks bujursangkar n X n dan m
adalah bilangan bulat positif maka A™ didefinisikan sebagai A4 X 4 X .. X 4
sebanyak m kali (Anton, 1990 ). Coba bayangkan betapa sulitnya jika memangkatkan
matrik A4 dengan mengalikan matrik A berkali-kali dengan bilangan bulat yang
cukup besar, maka dari itu membutuhkan formula yang lebih sederhana sehingga
penyelsaiannya lebih mudah dan efisien.

Apabila A adalah matrik diagonal n X n maka dapat ditunjukkan bahwa,

a1m 0 i ab)
m 0 azm v i) - v ie . .
A" =] § : " . |, m adalah suatu bilangan bulat positif. Jika 4 matrik
0 0 e dm™

bujur sangkar n X n yang bukan matrik diagonal, maka matrik 4 dapat dijadikan
matrik diagonal melalui operasi-operasi tertentu.

Salah satu cara untuk menyelesaikan masalah matrik yang bukan matrik diagonal
yaitu dengan diagonalisasi matrik bujursangkar, yaitu dengan mencari matrik
diagonal dari matrik 4 sehingga didapat bentuk 4™ = PD"P” dengan m bilangan
bulat positif , D adalah matriks diagonal yang berisi nilai eigen dari matrik 4, P

adalah matrik tak singular, dimana posisi kolom yang terdiri dari vektor eigen




Pl P2,-Pn yang bebas linear dari matrik 4. Telah diberikan karakterisasi dan cara-cara
untuk mendiagonalisasikan matriks bujursangkar n x n. Karakterisasi tersebut adalah
matriks bujursangkar n X n dapat dididiagonalkan jika dan hanya jika 4 mempunyai n
vektor eigen yang bebas linear. Jadi apabila matriks bujursangkar A dapat
didiagonalkan maka A" dapat dihitung dengan menggunakan sifat diagonal dari
matrik A. Pada skripsi ini akan ditunjukkan bahwa cara menentukan 4™ pada matrik
yang dapat didiagonalkan.
1.2 Perumusan masalah

Dari latar belakang diatas, masalah yang dibahas adalah bagaimana cara
menyatakan pemangkatan matrik bujursangkar pada matrik bujursangkar yang dapat
didiagonalkan.
1.3 Pembatasan Masalah

Dalam pembahasan ini penulis membataskan masalah ini pada matrik bujur
sangkar yang dapat didiagonalkan.
1.4 Manfaat Penulisan

Penulisan ini diharapkan dapat memberikan manfaat pada pengetahuan dan
ilmu tentang pemangkatan matrik bujursangkar. Dapat memberikan manfaat
khususnya matrik yang dapat didiagonalkan.
1.5 Tujuan Penulisan

Penelitian ini bertujuan untuk memudahkan dalam proses penghitungan hasil

pemangkatan matrik bujur sangkar terhadap bilangan bulat positif yang cukup besar.




BAB 11
LANDASAN TEORI
Pada bab ini akan dibahas beberapa konsep dasar dan teorema - teorema
penting yang digunakan untuk pembahasan masalah pemangkatan matrik pada
matrik bujursangkar.
2.1 Ruang vektor, subruang, basis, dan dimensi pada ruang vektor.
Defenisi 2.1.1 ( Anton dan Rorres, 1990)
Suatu ruang vektor V atas lapangan F adalah himpunan V, yang unsur-unsurnya
disebut vektor - vektor, 0 disebut vektor nol, bersama dengan operasi biner
penjumlahan ( + ) dan perkalian ( . ) dengan semua skalar » dan s yang memenuhi :
a. Untuk setiap u, v, w € V' berlaku,
a) utve vV,
b) 0 +v=y,
c) utv=v+u,
d) u+t+(vtw)=(u+v)+w

b. Untuk semua u, v € V dan untuk setiap r, s € F berlaku,

a) rv €V,
b) LLv=y,
c) Ov=0,

d) r(utv)=ru+ry,
e) (r+s)v=rv-+sy,

N r(sv)=(rs).v.




Contoh 2
Buktikan bahwa R° = {(x,y )|x € R,y € R }, merupakan ruang vektor atas
lapangan R.
Bukti
Misalkan # = (x5, ¥; ), v = (X3, ¥ ) dan w = ( x3, ¥3 ) € R akan di buktikan bahwa
R?={(x,y)|x € R, y € R} memenuhi sifat-sifat ruang vektor.
a) utv=v+tu
Perhatikan bahwa,
utv=_(xy,y)*(x2¥2)
=(x1+2x2), )1+ ¥2)
=(y1tx, Y2+ x2)
= (%2, y2) + (x1,¥1)
= v + u ( terbukti )
b) u+(v+w)=(u+tv)+w
Perhatikan bahwa,
utvt+w) =(xy,y)+[(x2y2)+ (x3,¥3) ]
=(xp, 1)+ [(x2+x3), 02+ )]
=(x+x3+x3), 1 +¥21¥3)
=[x, 1)+ (x2, ¥2) 1+ (%3, ¥3)

=(u+v)+w(terbukti)




¢) adaelemen 0 di Vsehinggau+0=u
Perhatikan bahwa,
u+0=(x,y,)+(0,0)
=(x%,+0, y11+0)
= u ( terbukti)
d) Adaelemen &’ € Vschinggau +u’' =0

Perhatikan bahwa,

u =(x,y)
"'!:—(xlv%)
==, — 1)

u+uw' =(x,3)+ (=%, 1)
= (%1 +(=x1)), 0n + (=)
=(0,0)
=0 ( terbukti )
€) rn(u+tv)=ru+ry
Perhatikan bahwa,
r(u+v)=r((x,y1)+(x2¥2))
=r((x1+y1), (2 +y2))
=r(x +x2), (Y1t ¥2)
=(rnxy+r.x,ry, +r.y:)
=(r,xqr-y1) +(r.xzr.y;)
=r(x, y1) + %2, ¥2)

=r.u + r.v (terbukti)



fy (r+s)u=ru+su
Perhatikan bahwa,
(r+s)u=(r+s)x+y)
=r(x;ty;)ts.(x;ty;)
=r.u + s.u ( terbukti)
) r(su)=(rs)u
Perhatikan bahwa,
r(s.u) =r.(s.(x+y1))

= (rs.(x+y1))

rs.(x+ynl
= ( r.s ).u ( terbukti )
h) 1L.(u)=(u)
Perhatikan bahwa,
I ()=1.(x+y,)
=(lLx;+1.y,)
=(x1+y1)
= u ( terbukti )
Jadi R? = {(x,y)|x € R,y € R}, merupakan ruang vektor.
Definisi 2.1.2 ( Jacob, 1990 )
Misalkan ¥ ruang vektor atas lapangan F, U € V dan U # @. U disebut subruang dari
V, jika U membentuk ruang vektor atas lapangan F terhadap operasi penjumlahan

(+)dan perkalian (. ) di V.



Lemma 2.1.3 ( Jacob, 1990 )
Misalkan ¥ ruang vektor atas lapangan F, U< V dan U # @, U subruang dari V jika
dan hanya jika,
1. u,ve U, makau +veU,
2. k€ Fdanu € U, maka k.u € U.
Bukti
(=) Misalkan U subruang dari V.
Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap u, v € U dan k € F berlaku,
l. u+vely,
2: kne Ul
Ambilu,v € Udank € F
karena U subruang dari } maka menurut definisi 2.1.2 U membentuk ruang
vektor atas lapangan F. Karena U ruang vektor, maka berlaku,
l. w+ve U(U tertutup pada penjumlahan ),
2. ku € U ( U terutup pada perkalian ).
(¢« ) Misalkan ¥ ruang vektor atas lapangan F, U € Vdan U+ @

Ambil u, v € Udan k € F, berlaku :

Akan di tunjukkan bahwa U subruang dari V, yaitu :
1. Untuk setiap &, v, w € U, berlaku,

a. u+tvelU



Ambil u, v € U. Akan ditunjukkan u + v € U pernyataan ini di jamin oleh

persamaan ( 2.1.1)

. 0+v=vw

Ambil v € U dan 0 € F, maka berdasarkan persamaan ( 2.1.2)
0.v= 0 € U sehingga menurut persamaan ( 2.1.1)

O+v=vy

u+v=v+tu

Ambil &, v € U. akan ditunjukkan u + v=v + u

karena u, v € U, U C V dan V ruang vektor makau +v=v+u

. ut(vtw)=(utv)+w

Ambil u, v, w € U akan ditunjukkan u +(v+w)=(u+v)+w
karena u, v, w € U, UC V dan V ruang vektor,
makau+(v+w)=(ut+v)+w
. Untuk setiap u, v € Udan r, s € F, berlaku
a. kuelU
Ambil ¥ € U dan k € F. Akan ditunjukkan ku € U. Dijamin oleh
persamaan ( 2.1.1)
vml=wu
Ambil u € Udan 1 € F. Akan ditunjukkan u.1 = u
karena u € U, U € V dan V ruang vektor, maka w.1 = u
c. 0.u=0
Ambil u € Udan 0 € F. Akan ditunjukkan 0.z =0

karena u € U, U € V dan V ruang vektor, maka 0.u= 0




d. r(u+v)=ru+rvy
Ambil u, v € Udan r € F. Akan ditunjukkan r.(u+v)=ru+rvy
karena u, v € U, U € V dan Vruang vektor, makar.(u+v)=ru+ry
e. u(r+s)=uwr+us
Ambil u € Udan r, s € F. Akan ditunjukkan w.(r + 5 ) = u.r + u.s
karenau € Udan r, s € F, U € ¥V dan V ruang vektor, maka
®w(ris)=ur s
f. r(su)=(rs)u
Ambil u € Ur, s € F. Akan ditunjukkan r.( s.u) = (r.s ).u
karenau € Udan r, s € F, U € V dan V ruang vektor, maka
r(su)=(rs).u
Contoh 2
Buktikan bahwa U = {(x, 2x), x € R} subruang dari R
Bukti
1. Ambil u = (x;, 2x;) dan v = ( x3, 2x>), u, v € U. akan ditunjukkan u +v € U
Perhatikan bahwa,
u+v= (x, 2x1) + (x2 2x2 )
=(x1 +x2), 2(x1 + x2)
= ( x3 2x3) dengan x3; = ( x;, x2), untuk suatu x; € R
2. Ambil u =(x;, 2x;) dan k € F. Akan ditunjukkan ku € U
Perhatikan bahwa,
ku=k(x;, 2x;)

= (hxy, 2kxp)



= ( x3, 2x;) dengan x> = kx;, untuk suatu x; € R

Karena (1) dan (2) terpenuhi maka U subruang dari R°.

Definisi 2.1.4 ( Jacob, 1990 )
Misalkan ¥ ruang vektor atas lapangan F, v, v,....,v, €V dan w €V disebut
kombinasi linear dari vektor — vektor v;, v, ....,v, jika dapat dinyatakan dalam
bentuk w = k;v; + kovo +, ..., kv, dimana k;, k, ...., k- adalah skalar.
Contoh 3
Misalkan vektor — vektor # = (1,2,—1) dan v = (6,4,2) di R. Tunjukkan bahwa
w = (9,2,7) adalah kombinasi linear dari u=( 1,2, —1)dan v=(6,4.2)
Misalkan u, v € R’ dan k;, k> skalar.
Akan diperiksa bahwa w = k;u; + k 2v2
maka (9,2,7)=k;( 1,2, —1) + k( 6,4,2)
= (k; + 6ky 2k; + 4ky, —k; + 2k )

Sehingga diperoleh,

k,r * 6k2= 9
2k] + 4k;r: 2
—k; +2k>=17

Dengan mensubtitusikan ketiga persamaan diatas kita peroleh k; = —3, k> = 2. Karena
w = k;u; + kov; maka w kombinasi linear terhadap u dan v.

Definisi 2.1.5 ( Anton, 1991)

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F dan v, v,..., v, € V v, va.., v, dapat
dinyatakan kombinasi linear dari v, v,, ..., v, pernyataan ini disebut sebagai

span( vy, va,...., Va ).
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Definisi 2.1.6 (Anton dan Rorres, 1994)

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F dan v;, v,,..., v, € V' dikatakan bebas linear
jika terdapat skalar r;, r,...,r, dan rv; + rov2 + ...+ r, v,= 0 hanya dipenuhi oleh
ri=0,rn=0,.r,=0 lJika v, v...,v, tidak bebas linear, v,, v,,....,v, dikatakan
bergantung linear.

Contoh 4

Misalkan ¥ = [(}) , (‘11)} adalah vektor — vektor di R apakah V' bebas linear ?

Jawab

Misalkan v,= (}) dan v, = (_

1
1 ), vy, VQE RZ

Pandang kombinasi linear r;v; + rov; = 0, maka

r;(i) .1 rz(_ll) = (g), diperoleh:

Fr= Py RUBaL. . . ol mmienso s Qi R o vnisis = SRR « +» «-o:s B+« einimwmnanhlins » o-s v s I (2.1.3)

Dari persamaan ( 2.1.3 ) dan ( 2.1.5 ) diperoleh,

r;= 0, maka kombinasi linear hanya di peroleh ;= 0 dan r>= 0.

Jadi v, dan v, bebas linear.

Lemma 2.1.7 (Wijayanti, 1997)

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F dan v, v,,...., v, bebas linear di V' dan
misalkan w € V. maka, w bebas linear jika dan hanya jika w bukan kombinasi linear

dari vy, V..., Vp
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Bukti
(=) Misalkan V ruang vektor atas lapangan F dan v, v,,....., v, bebas
lineardi V, we V
Akan ditujukkan w & span( v;, v,,....., v,)
Andaikan w € span( v, v,,.., v,) atau w = a;v; + av> + ...+ a,v,, maka
D=aw;+ aws ... T VA 1T A B e ode b e ogensmons sTomesnsonnssss (2.1.6)
Diketahui v;, v,,..., v, bebas linear artinya persamaan ( 2.1.6 ) hanya dipenuhi
skalar — skalar yang sama dengan 0 yaitu -1, jadi kontradiksi v;, vs,..., Vs, W
bebas linear di V. Jadi pengandaian salah, sehigga w & span( v, va,..., v,)
(&) Misalkan V ruang vektor atas lapangan F dan v, v,, ..., v, bebas linear di ruang
vektor Vdanw € V. w & span( v), v,,..., v,). Akan ditunjukkan
Vi, V..., v, bebas linear di V'
Andaikan v, v,,..., v, tidak bebas linear di V, artinya ada skalar yang tidak
samadengan O dan a;v; + a:v; + ... taw, +bw=0 ... (2.1.7)

Jika b # 0, persamaan ( 2.1.7 ) di bagi b sehingga di peroleh

al ﬂz ﬂ.n al a1 ﬂz ﬂn .
2y, + L2y + .+ 2y, +2watauw = v, — =2y, — ... — =2y, artinya
Rl ™, ) ol B2 D " y

w bukan kombinasi linear dari v;, v, ..., v,atau w & span{ v;, v,...., ¥, }.
jadi pengandaian salah, sehingga v, vs,..., v,, w bebas linear di V'

Definisi 2.1.8 ( Anton, 2004 )

Misalkan ¥ suatu ruang vektor atas lapangan F dan S = { v, vs,...., v, } adalah

suatu himpunan vektor — vektor pada ¥, maka S disebut basis untuk V jika dua syarat

tersebut berlaku,

12



a) Sbebas linear di V,

b) S membangun di V.

Contoh 5
’ _Iir r—=1 . 52
Misalkan V' = {( 1) ,( 1 )} adalah vektor — vektor di R° apakah ' merupakan
basis di R” ?
Jawab

Misalkan v,= G) dan v, = (_11), v, v>ER

Akan di cari apakah a) v, v, bebas linear di R
b) v;, v, membangun di R’
a) Akan dicari v;, v, bebas linear di R’

Pandang kombinasi linear r;v; + r,v; = 0 maka,

r;(i) + r_a(_ll) = (g) diperoleh,

ry - >N .. . T, . I . ... e it o v « o SRR (2.1.8)

Dengan mensubstitusikan persamaan ( 2.1.8 ) dan persamaan ( 2.1.9 ) sehingga,
2r;= 0 aBBEET0; ..o . e et ST mons - VAT o B IVETAN S o v v s A (2.1.10)
dari persamaan ( 2.1.8 ) dan ( 2.1.10 ) diperoleh,
r,= 0, maka kombinasi linear hanya di peroleh ;=0 dan r>= 0.
Jadi v; dan v; bebas linear.
b) Akan dicari v;, v; membagun di R

Ambil w € R? sebarang.

Karena w € R? maka terdapat w = (g)

13



Perhatikan bahwa,

Pp= Fa3=@AAN «ooeinnrnnnrnrmnrrannmmmennssaisssssesstsssnasassssssssasarssssssssss { Z:l:11 )
T Tl o R+ (2.1.12)

dengan mensubtitusikan persamaan ( 2.1.11 ) dan persamaan ( 2.1.12 ) sehingga,

2r;=a + b atau r,:ﬁ*z”—” ........................................................... (2.1.13)

dari persamaan ( 2.1.11 ) dan ( 2.1.13 ) diperoleh,

r2= T
Jadi terdapat r; dan r; sehingga r;v; + rov; = w, dengan kata lain v; dan v,
membangun di R°.
Karena (a) dan (b) terpenuhi maka ¥ merupakan basis di R
Definisi 2.1.9 ( Jacob, 1990 )
Misalkan ¥ ruang vektor atas lapangan F dan banyaknya basis dengan unsurnya n,
dengan » bilangan asli. Maka dikatakan ruang vektor berdimensi hingga. Jika V' tidak
berdimensi hingga dikatakan V' ruang vektor berdimensi tak hingga.
Definisi 2.1.10 ( Anton, 2004 )
Misalkan V' ruang vektor atas lapangan F, V disebut berdimensi berhingga jika
terdiri dari himpunan terhingga vektor - vektor {v,, v,..., v,} yang membentuk suatu
basis. Jika tidak terdapat himpunan semacam ini, ¥ disebut sebagai berdimensi tak
berhingga .

Contoh 6

R i e O
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Himpunan S = { M, M, M; M, } adalah sebuah basis untuk ruang vektor M,y
dari matrik — matrik 2 X 2.

Bukti
Ambil sebarang matrik W= [‘; Z ,a, b, ¢, d € R. Akan ditunjukkan

1) § Membangun di V'
2) S Bebas lineardi V
Perhatikan bahwa,
1) S membangun di V'
Pandang kombinasi linear W = aM, + b M, + ¢ M; + d M,;, maka akan

diperoleh,

¢ d=elo o+ olo ol+<li o+l 3l
5 o+l o+ le o+ Lo 4
-[¢ d

Jadi S membangun di V

o R

2) S bebas linear

Pandang kombinasi linear aM; + b M, + c Mz + d M;=0

alo ol*bly ol <li o+l 11=[o o
6 o*lo o+ [c ol*lo al=lo o

[t ad=lo ¢
Sehingga di peroleha =b=c=d=0

Jadi S bebas linear.

15




Teorema 2. 1. 10 ( Jacob, 1990)
Misalkan V ruang vektor atas lapangan F dan { v, v,,..., v, }basis di ruang vektor V,
maka untuk setiap vektor w € V terdapat barisan skalar a;, as,.....a, yang tunggal
sehingga w = a;v; + a;vo + ...+ auv,
Bukti
Diketahui v;, v,,..., v, bebas linear
W € span{ vy, v;,..., V» }

Akan ditunjukkan w, ditulis dengan tunggal sebagai kombinasi linear dari v;, v3,..., v,
Andaikan w dapat di tulis dengan 2 cara, yaitu

w=aqvytavat..... + a,v,

w=bywv;+bvy+...... + hovs
maka a;v; +a>va+...... +av,= bvi+bhvy+ ... + bV,

(ar=bivi+(az=b)va+ ...+ (G —v,) =0

Karena v;, v, ....., v, bebas linear, berarti persamaan di atas hanya di penuhi oleh
a;—b;=0sehinggaa; = b,

az— bz =0 sehingga ax = bg

A, — b, =0 sehingga a, = b,

Jadi w kombinasi linear dari v;, v,,..., v,, sehinga barisan skalar a;, a>,..., a,tunggal.
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2.2 Transformasi Linear
definisi 2.2.1 ( Jacob, 1990 )
Misalkan ¥ dan W suatu ruang vektor atas lapangan F. T suatu transformsi linear
dari V ke W adalah suatu fungsi 7': V' — W yang memenubhi,
i. Jjikaw,veV, maka T(u+v)=T(u)+1(v),
ii. jikaveVdank€F, maka T(kv)=kT(v).
Contoh 7
Diberikan suatu fungsi dari R ke K yaitu 7( x;x>) = ( x5, x; ), tunjukan bahwa
fungsi tersebut suatu transformasi linear ?
Bukti
Misalkan u = (x;, x2), v=(y5 y2), u, v € R* dan k € F, akan ditunjukkan
1) T(u+v)=T1(u)+ T(v),untuk setiap u, v € R
2) T(kv)=kT(v),untuk setiapv € Rdank € F
o u+v=(x,x2)+(y,y2)
=(x1+y1), (x2+y2)
o ku =k(x,x2)
= (hxy, kx2)
Akibatnya,
1) T(u) =1T(x1, x2)
=(x2 x7)
I(v) =Ty, y2)

= (y2 1)
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Nu)+T(v)  =T((x1x)+(yy2))
= ((x2,x1) +(y2,y1))
=((x2+y2)(x1 +y1))

Tu+v) =T((xpy1)+(x22))

=((x2tx1), (y2+y1))
=((x2 y2) + (x1,31))

R YR e N ek Y

2) TChku) =Tk x, x2))

= k(x2, x1)
= (hxz, kxp)
kT(u) = kT (x;+ x2)
=k(x2+x;)
= (kxz, ko)
Jodi T hku ) =ETL MDA, ... . o oeeesseeh. o covsissmanse s omsansumsunesbs B

Karena ( 2.2.1) dan ( 2.2.2 ) maka transformasi linear.

Defenisi 2.2.2 ( Jacob, 1990 )

Misalkan ¥ dan W suatu ruang vektor atas lapangan F dan misalkan 7" : V' — W suatu

transformasi linear.

1. Kernel dari T, ditulis ker( T ) didefinisikan sebagai,

Ker(T)={veV|T(v)=0}

2. Image dari T ditulis Im( T), didefenisikan sebagai,

Im(T)={T(v)| veV}
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Definisi 2.2.3 (Jacob, 1990)

Misalkan 7 : ¥ — W adalah transformasi linear.

Dimensi dari ker( T') disebut nullitas T, ditulis null( T').

Dimensi dari image T disebut rank T, dituls rk( T').

Teorema 2.2.4 ( Anton, 2004)

jika 4 adalah suatu matrik dengan n kolom, maka rank( A ) + nullitas( A ) =n

bukti

karena A memiliki n kolom, maka sistim linear homogen Ax = 0 memiliki » faktor
yang tidak diketahui ( variabel ). Variabel ini terbagi dalam dua kategori, variabel
utama dan variabel bebas, sehingga

banyaknya variabel] n [banyaknya variabel] .
utama bebas

Tetapi banyaknya variabel utama sama dengan banyaknya 1 utama didalam bentuk
eselon baris tereduksi dari 4 dan angka ini merupakan rank dari 4, jadi

[banyaknya variabel] _ n

rank(A) + e 1

Banyaknya variabel adalah sama dengan nullitas dari A. Hal terjadi karena nullitas
dari 4 dimensi ruang solusi dari Ax = 0, yang sama dengan banyaknya variabel bebas.
Jadi rank( A ) + nullitas(A)=n
Definisi 2.2.5 (Anton, 2004)
Sebuah matrik dapat diubah ke dalam bentuk eselon baris yang di reduksi
(reduced row-echelon form) harus memiliki sifat,

1. Jika satu baris tidak seluruhnya terdiri dari nol, maka bilangan tak nol

pertama pada baris itu adalah 1. ( dinamakan | utama )

19



2. Jika ada suatu baris yang terdiri dari seluruhnya nol, maka semua baris
seperti itu dikelompokkan bersama pada bagian paling bawah dari matrik.
3. Jika terdapat dua baris berurutan yang tidak seluruhnya terdiri dari nol,
maka 1 utama pada baris yang lebih rendah terdapat pada kolom yang
lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi.
4. Setiap kolom yang memiliki 1 utama memiliki nol pada tempat-tempat
lainnya.
Sebuah matrik yang memiliki tiga sifat pertama diatas disebut bentuk dalam eselon
baris ( row-echelon form)
Definisi 2.2.6 ( Anton, 2004)
Metoda untuk memecahkan sistem — sistem persamaan linear dengan mereduksi
matrik yang diperbesar menjadi bentuk eselon baris yang dinamakan dengan
eliminasi Gauss.
Definisi 2.2.7 (Anton, 20004 )
Metoda untuk memecahkan sistim — sistim persamaan linear dengan mereduksi
matrik yang diperbesar menjadi bentuk eselon baris tereduksi yang dinamakan
dengan elimiasi Gauss Jordan.

Contoh 8

Y& \3

Misalkan A = [ TUK

Dan 7, suatu transformasi linear dari R’ ke R’ sebagai berikut

TA:R3—>R2

b~ 2 3l
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Tentukan
a. Kernel dari T4
b. Dimensi ker( T4)
¢. Image dari T

d. Dimensi image T,

Jawab
x x o1
a. Ker(Ta) = {[y] ER|T, [y] - [0_}
Z ¥4

plenl 2 Ap)-0)

x+2y+3z=0
= {:; ERlﬁ}x+5y+6z=0}

Masukkan solusi dari solusi SPL ( Sistim Persamaan Linear ) diatas

x+2y+3z=0
4x+5y+6z=0

OBE (Operasi Baris Elementer), dengan menggunakan eliminasi Gauss-

Jordan

LGPl s Sl sl A
Diperoleh,

(1) Xx—z=0,makax =2z

(ii) y+2z=0,makay=-2z

dari persamaan (i) dan (ii), misalkan z = ¢, 1 € R diperoleh
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- e

t
Jadi ker(T,) = {[—Zt],t & R}
t

&
b. ker(Ty) = { —Zt],t € R}
L. i

SERE

1
H—ZH merupakan basis dari ker(T)
1

jadi dimensi ker(T,) = nullitas(T,) = 1

e Im(T,) = {T,, [y] | H & R}

(i 2 2pJ1p] <o)
{[lx+ ey +[})z1%7.2 € R}
{

{

-

e B+ [l 22 1o <)

(x—2)+ [g](y+ 2z)| x,y,z € R}

{[ﬂ , [g]} merupakan basis dari image( T4 )
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d. Dimensiim( T4)= Rank( T4) =2
Atau null( T4) + rank( T4) =n
| +rank( T4)=3
rank( T4)=3 -1
=2
Definisi 2.2.8 ( Jacob, 1990)
Diberikan sebarang matrik, suatu baris elementer dikenakan ke matrik jika satu dari
yang berikut berlaku di matrik tersebut, yaitu:
a) Mengalikan sebarang baris dengan skalar tak nol .
b) Menjumlahkan suatu kelipatan suatu baris dengan baris yang lain dengan
membiarkan baris yang lain tetap.
¢) Menukar tempatkan baris.
Definisi 2.2.8 ( Anton, 2004)
Jika A adalah matrik bujursangkar, dan jika terdapat matrik B yang ukurannya sama
sedemikian rupa sehingga AB = B4 = I, maka A disebut dapat di balik dan B disebu
sebagai invers ( inverse ) dari A. jika matrik B tidak dapat didefinisikan , maka 4
disebut matrik singular.

Contoh 9

) . T B3N
Diketahui matrik 4 = [_ 1 3 ], apakah A4 dapat di balik ?
Jawab

Diketahui 4 = [_21 _35], dan B = ﬁ g] invers dari matrik 4
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Perhatikan bahwa,
as=[2 I 3=l 3l=1

s} 1% F-1 9

Jadi AB = BA = I, sehngga matrik A dapat di balik.

Definisi 2.2.9 ( Soemartoyo dan naipospos, 1983)

Matrik bujursangkar 4 dikatakan singular jika |A| = 0, tidak singular jika |A| # 0
Definisi 2.2.10 ( Anton, 1991)

Jika matrik P mempunyai invers maka matrik P disebut matrik invertible

( dapat dibalik) atau juga disebut matrik non singular.

Definisi 2.2.11 ( Anton, 1991 )

matrik bujursangkar A dikatakan dapat didiagonalisasi jika terdapat matrik P yang
dapat dibalik sehingga P AP diagonal, matrik P dikatakan mendiagonalisasi 4.
Definisi 2.2.12 ( Jacob, 1990)

Misalkan 4 dan B adalah matrik n X n. Jika terdapat matrik P yang dapat di balik

sehingga A = PDP"' maka A4 dan B dikatakan similar.
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2.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.3.1 ( Anton, 1990 )

Jika A adalah sebuah matrik kuadrat, maka minor entri a; dinyatakan oleh M; dan
didefenisikan sebagai determinan dari submatrik yang tinggal setelah baris ke / dan
kolom ke j dicoret dari 4. Bilangan ( -1 )™ M dinyatakan oleh C;; dinakan kofaktor
entri aj;.

Definisi 2.3.2 ( Anton dan Rorres, 1994 )

Jika A adalah matrik » x n, maka sebuah vektor tak nol x pada R" disebut vektor
eigen dari 4 jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari x , yaitu Ax = Ax

Untuk skalar sembarang A. skalar A disebut nilai eigen dari 4, dan x disebut sebagai
vektor eigen dari A yang terkait dengan A.

Teorema 2.3.3 ( Seymour dan Marc, 2002 )

Jika A adalah matrik beroder n x n dan ¢y + ¢;A+ ¢24° + ...+ ¢ ™ + ¢, " = 0 adalah
persamaan karakteristik dari 4, maka co I + ¢;4 + c2 A°+ .+ Cu A+ ¢ 4"=0
Teorema 2.3.3 ( Soemartoyo, 1983 )

Jika 4 adalah matrik berukuran » x n, maka skalar A adalah nilai eigen, maka

det( A— IL) singular artinyadet(A—1I1) =0

Bukti

Misalkan A nilai eigen dari 4, artinya 3 x 9 Ax = ix, ¥ x # 0, karena Ax = Ax, maka
Ax = Alx

Ax = = A —=TL YD crnensonesasssnsrorssissvssisessisasssmivninnsssuvinims (2.3.1)
Dari persamaan (2.3.1) akan mempunyai penyelsaian nontrivial ( tak nol) jika dan

hanya jika det( A — I1 ) singular. Maka diperoleh detf( A —AI') = 0.

25




BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Diagonalisasi pada matrik
Definisi 3.1.1 ( Gunawan, 1987 )
Sebuah matrik bujursangkar 4 dikatakan dapat didiagonalisasi jika terdapat sebuah
matrik P yang dapat dibalik sedemikian rupa sehingga P’4P adalah sebuah matrik
diagonal , matrik P dikatakan mendiagonalisasi A.
Teorema 3.1.2 ( Anton, 1990)
Jika 4 adalah sebuah matrik » X n, maka kedua pernyataan berikut ini
adalah equivalen,
a) A dapat didiagonalisasi,
b) A memiliki » vektor eigen yang bebas linear.
Bukti
(@ = (b)
Karena A diasumsikan dapat didiagonalisasi, maka terdapat sebuah matrik yang

dapat dibalik misalkan matrik P, sehingga 4 = PDP”’

Pia iz =i | Pin
p= P:zl P?z p?n
nl an L pnn

Sedemikian rupa sehingga P’ AP adalah diagonal, katakanlah P’AP = D, dimana

A 0O .0
p=|® % -
0 0 . A

Berdasarkan rumus P/ AP = D bahwa AP = PD, yaitu
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P11 P1z P[4, O .. O
TR e | B
[Pn1 Pnz .. Pnn 0 0 A.n
[A1P11 A22P1iz - AnnPin
AP APz e AwiPan| (3.1.1)
[A11Pn1 A22Pn2 . AnnPnn

Jika ditetapkan bahwa pj, p»...., p,» menotasikan vektor - vektor kolom dari matrik
P maka dari ( 3.1.1 ) urutan kolom-kolom AP adalah 4,p;, Azp>, ...., AnPn-

Karena P dapat dibalik, maka vektor — vektor kolomnya semuanya taknol, jadi
dari ( 3.1.1 ) didapatkan bahwa 4, A5, ...., 4, adalah nilai eigen dari 4 dan

P1, P2...., Pn adalah bebas linear .

Jadi 4 mempunyai n vektor eigen yang bebas linear.

(a) =(b)

Misalkan 4 mempunai n vektor eigen yang bebas linear yaitu p;, p»,.....pn yang

berpadanan dengan nilai eigen 4, 45, ...., 4,, misalkan

P11 Piz  Pin
SN
ni Pnz - Pnn

adalah matrik yang vektor kolomnya adalah p,, p.,...., pn, vektor — vektor kolom

dari hasil kali matrik 4 dengan matrik yang masing — masing adalah

Perhatikan bahwa,

Ap; = Api, Ap2=Ap3,..., Apn = Apn

Sehingga,
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Mp11 APz - AnPin P11 P12z -+ Pm][4 O .. O
AP = Mpa1 APz - AnPan — Pg1 sz P?n 0 4, .. 0

. Azpnz N Pni Pnz - PnanllLO 0 u: An

Prlu
Dimana D adalah matrik diagonal yang mempunyai nilai eigen 4, 4z,...., 4, pada
diagonal utamanya. Karena vektor — vektor kolom dari P bebas linear maka P
dapat di balik jadi persamaan di atas dapat di tulis P'AP = D ini berarti A dapat
didiagonalisasi.

Contoh 10

Tentukan sebuah matrik P yang mendiagonalisasi

200 -2

g [0 s o

0 0 4

Penyelesaian
Polinomial karateristik matrik A adalah

2—41 0 —2
Det(A—Al) =det| 0 3—-4 0 |=0
0 0 4-2

=(2‘”|BEA 4ga|_°|g el *0ls 2, ol
= (2-)[B-D4-2)-0]-0+0

(2=AY(12 — 74+ 1%

24 — 141 + 242 — 124+ 742 = 23
Sehingga nilai eigen dari matrik 4, yaitu
—23+912 -261+24=0
A3 —92%2 +261 —24 =0
A=2)A2-72+4+12)=0

A-2)A-3)(A—4) =0
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Maka persamaan karakteristiknya adalah

A-2)A-3)1—-4)=0

Diperoleh 1,=2, A, =3 dan A; =4 merupakan nilai eigen dari matrik 4.

Misalkan x = ( x;, X x3) adalah vektor eigen dari matriks 4 yang bersesuaian

dengan niai eigen A maka (A4 — Al )x=10

- =215 0
0 Bax=]t [xz] = 0] ................................................... (3.12)
0 0 4-—allxs 0

Untuk A =2, maka persamaan (3.1.2) diperoleh,

0 0 -2 0
01 O [le = 10
0 0 21ibx3 0

Dengan menggunakan eliminasi gauss jordan, sehingga

0 0 -2 0 0 0
0 1 jJ01~1j0 1 0
0 0 2 0 0 2

Diperoleh,

x2=0,2x;=0atau x3;=0
Misalkan x; =s, s€E R

sehingga ruang eigen yang berkaitan dengan nilai eigen A = 2
i

berdimensi satu, yaitu : {[0
0

Untuk A = 3, maka persamaan (3.1.2)

-1 0 -2l 0
0O 0 O kz] = |0
0 0 1 3 0

Dengan menggunakan eliminasi Gauss Jordan, diperoleh
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-1 0 -2
0 o
0o 0 1

Sehingga,

X3= 0

x; — 2x3 =0, maka x; = 2x3. Akibatnya dengan mensubtitusikan x3 = 0 dipenuhi

X = 0
Misalkan x> = s

sehingga ruang eigen yang berkaitan dengan nilai eigen 4 = 3

0
berdimensi satu, yaitu ”1] 5,5 E R} ...........................................
0

Untuk A = 4, maka persamaan ( 3.1.2)

-2 0 —2] %1 0
0 -1 0 [iz] = O]
0 0 0 3 0

Dengan menggunakan eliminasi Gauss Jordan diperoleh,

-2 0 -2
0 -1 0
0 0 0
Sehingga
—2x; — 2 x3=0, maka —x; = xzataux; = — x3

—x;=0ataux,=0
misalkan x; =5, makax; = —sdanx>,=0

sehingga ruang eigen yang berkaitan dengan nilai eigen 4 = 4

-1
berdimensi satu, yaitu {[ 0 ]s,s € R} .........................................
1
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dari persamaan ( 3.1.3), (3.1.4 ) dan ( 3.1.5 ) diperoleh basis- basis berikut ini untuk

ruang eigen,
P1'|
untuk A =2 : P11 = |0},
0.
0
untuk A =3 P2 = |1},
10
=1
untuk A =4 p: =|0|
1

Terdapat tiga vektor basis secara keseluruhan, sehingga matrik 4 dapat
didiagonalisasi dan

B0 =1
P=10 1 0

a 0.1

Selanjutnya ditentukan matrik P dari matrik P dengan operasai baris elementer,

vaitu:[PIT )= T 1P ]

10 -1:1 0 0 1 0 0:1 0 1
01 DYl 0] = 0 :0 1 0
1 130 0 1

il g |
0 0 BN 0 0
Sehingga diperoleh ,
1 SEE=
P'=lo 1 0
0-0 3

Sehingga diperoleh bahwa,

1 0 112 0 -2];11 0 -1 2 0 0
P_IAP=[010030010]=030

0 0 1Jlo 0 410 0 1 0 0 4
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Jadi,

2 0 0
P'aAP=|0 3 o|=D
0 0 4

Teorema 3.1.3 ( Anton, 1991)

Jika vy, v5,..., v, adalah vektor eigen dari matrik 4 yang terkait dengan nilai- nilai
eigen yang berbeda 4, 4»...., 4, maka { vy, v,,..., v, } adalah himpunan bebas linear.
Bukti

Misalkan v;, v,,..., v, adalah vektor - vektor eigen dari matrik 4 yang bersesuaian
dengan nilai - nilai eigen yang berbeda 4, 45,...,4,.

asumsikan bahwa v;, v,,..., v, tidak bebas linear dan menimbulkan suatu kotradiksi.
Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa v;, v;,..., v, bebas linear karena nilai
eigen tak nol maka { v; } adalah bebas linear.

Misalkan ada suatu r bilangan integer terbesar sehingga v;, v,,..., v, bebas linear.
Karena diasumsikan bahwa { v;, v,,..., v, }tidak bebas linear, maka r memenuhi

I< r < k akibatnya { v;, v,,...,v,+;} juga tidak bebas linear. Jadi terdapat skalar —
skalar ¢, c»,..., ¢, + ; yang tidak semuanya nol.

Pandang kombinasi linier

CiVr+ Covatiamrt e =N Y. o e e i N (3.1.6)
Dengan mengalikan kedua ruas pada persamaan ( 3.1.6 ) dengan matrik A dan dengan
menggunakan fakta bahwa

Avy = Ay, Ava = Ava, AV, = Api Ve

Maka didapatkan

cidivy + codova + .+ Cra TAF Ve L = 0 e eannans (3.1.7 )
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Dengan mengalikan kedua ruas pada persamaan ( 3.1.6 ) dengan 4, . ; dan dengan
mengurangkan persamaan yang dihasilkan dari persamaan ( 3.1.7 ) maka akan
menghasilkan

cilAi—Ar+ Wi+ cola—Ars W2t . telAr—Ar s DVr=0uenineeeie, (3.1.8)

karena { vy, v1,..., v, } bebas linear, maka persamaan ini menyatakan bahwa

cl(j-I_ArJf !)vf - 62(’]-2'_Ar + l)v.? T cr(/lr_}vr ) l)vr: 0
karena 4;, A, ...., A, + ; berbeda satu sama lain,maka diperoleh bahwa
CFf = €3 W00 = Croes s oaianimeiiiises o o o st s - - - -« +» s <4M M. (3.1.9)

dengan mensubtitusikan nilai — nilai ini ke persamaan ( 3.1.6 ) maka akan
menghasilkan ¢, . ;v, ;=0
karena vektor eigen v; ;| taknol maka diperoleh bahwa
Crt 1= Of s emnnanensses SBOr o oo o - (REE R R s - - oo v (3.1.10)
persamaan ( 3.1.8 ) dan ( 3.1.9 ) bertentangan dengan kontradiksi dengan kenyataan
bahwa ¢;, c3,...., ¢,+; tidak semuanya nol.
Prosedur - prosedur untuk mendiagonalkan matrik bujursangkar adalah sebagai
berikut ( Anton, 2004 )
1. Cari vektor yang bersesuaian dengan nilai eigen yang yang bebas linear
2. Cari p; pa.... p» yang merupakan basis dari vektor eigen yang
bersesuaian dengan nilai eigen sehingga terbentuk suatu matrik P.
3. Jika P terdiri dari n vektor yang bebas linear maka buktikan apakah
P'AP = D, jika P'4P = D,dengan D adalah matrik diagonal dari A

maka matriks tersebut dapat didiagonalkan
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3.2 Pemangkatan matrik
Definisi 3.2 ( Anton, 1990 )
Jika A4 adalah matrik kuadrat dan » adalah sebuah bilangan bulat positif, maka
A"=AXAXA.... X A sebanyak m kali, m adalah bilangan bulat positif.

Pemangkatan matrik 4™ menurut definisi 3.2 diatas merupakan pemangkatan
matrik yang sering digunakan setiap ada penyelsaian tentang pemangkatan matrik.
Ada cara lain yang digunakan untuk menyelesaikan pemangkatan matriks yang akan
memberikan kemudahan dalam mengerjakannya, terutama untuk matrik dengan
pangkat yang lebih besar.

Jika matrik bujur sangkar n X n yang dapat didiagonalkan, maka dari definisi
3.1.1 dikatakan bahwa P'4P = D artinya A dapat didiagonalkan apabila terdapat
matrik P yang dapat dibalik.

Dari defenisi 3.1.1 dikatakan bahwa P~ AP artinya matrik A dapat
didiagonalkan apabila terdapat matrik yang dapat di balik, yaitu

P'AP=D

P(P'4P)P" = PDP"

(P P)A(PP") = PDP”

141 = PDP’

A =PDP?

Sehingga untuk A" dapat ditentukan dengan,

A" = AA. ... A, sampai n faktor.

= (pDP")(PDP")(PDP”)....(PDP”)
= PD(P"'P)D(P"'P)D(P'P)....(P" P)DP”

= PDA)DIDD()....() DP”
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= PDDD....DP!
= pD'p’
Contoh 11

2 0 =2
Hitunnglah 4"’ jika 4 = [o 3 0]
0 0 4

Penyelesaian

Cara 1 dengan menggunakan program SWP (Scientific WordPlace)
2 0 -2]"° [1024 0  —1047552

A%="10 3 o| =| 0 59049 0
0 0 4 0 0 1048576

Cara 2
Dari contoh 10 di peroleh

Polinomial karateristik matrik A adalah

2-2 Bd) 2
Det(A—Al) =det| 0 3-2 0 |=0
0 1.
e =i | R 0
= (2= 1) 0 4—A| Olo 4—A|+0|3—;1

=(2-1)[@B-AN@-1)-0-0+0

(2-2)(12-72+ 2%

24 — 144 + 222 — 122+ 722 - 23
Sehingga nilai eigen dari matrik A, yaitu
224922 -261A+24=0
A2 —-922+264—-24=0
A-2)(A%-72+12)=0

A-2)A-3)1—-4) =0

=g

0
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Maka persamaan karakteristiknya adalah

A-2)A-3)1—-4)=0

Diperoleh 4,= 2, A, =3 dan A; =4 merupakan nilai eigen dari matrik 4.

Misalkan x = ( x;, x» x3) adalah vektor eigen dari matriks 4 yang bersesuaian

dengan niai eigen A maka (4 — Al )x =0

2—A 0 -2 151 0
0 EB=2—10 [xz] S L oo ANDIA L A (3.2.1)
0 0 4 — A1 x3 0

Untuk A = 2, maka persamaan ( 3.2.1 ) diperoleh,

0 0 2] 0
01 O kz] = |0
0o 0 2 3 0
Dengan menggunakan eliminasi gauss Jordan, sehingga

0 0 &2 0 0 O
01 0|~|0 1 0
0 0 2

0 0 2

Diperoleh,

x>=0dan
2x3=0ataux;=10
misalkanx; =5, sER

sehingga ruang eigen yang berkaitan dengan nilai eigen 4 = 1
1

berdimensi satu; yaituy THOPEISER . ..ot e coonss oo boRRRBREEY 1755 Yonawv e anans (32.2)
0

untuk A = 3, maka persamaan ( 3.2.1)

-1 0 -2l 0
0O 0 0 Ez] = |0
0o 0 1 3 0

Dengan menggunakan eliminasi Gauss Jordan, diperoleh
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-1 0 =2
213
0 0 1

Sehingga,

x3=0dan

x;-2x3;=0, makax;=2 xzataux; =0
Misalkan x,; = s

sehingga ruang eigen yang berkaitan dengan nilai eigen 4 = 3
0

berdimensi satu, yaitu - {|1|s,s € R } ................................................... {3.23)
0

untuk A = 4, maka persamaan ( 3.2.1)

-2 0 —21 1% 0
0 -1 0 ][x2] = 0]
0 0 01X 0

Dengan menggunakan eliminasi Gauss Jordan, diperoleh

-2 0 -2
0 -1 0
0 0 0
Sehingga,
—2x; — 2 x3=0, maka —x;=x3 atau x; = — x3

—x;=0 atau x,=0
misalkan x; = s, makax; = —sdanx, =0

sehingga ruang eigen yang berkaitan dengan nilai eigen A = 4
-1

berdimensi satu, yaitu : {| 0 |s,s € R} ................................................ (3.24)
1

dari persamaan ( 3.2.2 ) dan ( 3.2.3 ) diperoleh basis- basis berikut ini untuk ruang

eigen
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1
untuk A =2 : p. = |0
0
0
untuk A =3 : p: = |1
o
=1
untuk A =4 : P3 = 0
=T

Terdapat tiga vektor basis secara keseluruhan , sehingga matrik 4 dapat
didiagonalisasi dan

| |
P=10 1 0

0 0 1

Selanjutnya ditentukan matrik 7 ! dari matrik P dengan operasai baris elementer,

yaitu: [P11 1 =[I1P"]

1 0 -1:1 0 0 B 0 ONEElD) 1 10 131 @1
0105010]~0105010~0105010
0 0f SISl 0 0 1:0 0 1 g0l i D 1
Jadi
1 0%
P'=lo 1 o
0 SR
Sehingga diperoleh bahwa
10— 2 =211 0" =1
P7'AP = |0 1 ofj0 3 0|0 1 O
0 0 1410 0 4140 0 1
2 00
=10 3 0
0 0 4
=D
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Terbukti bahwa A dapat didiagonalkan dengan matrik diagonalnya D, yang entri —

entri diagonalnya merupakan nilai eigen dari matrik 4. dengan demikian, maka

4" = pplop!
1 0 —-117(2 0 01*°f1 0 1
=lo 1 ollo 3 0 [o 1 0]
o0 0 1llo 0o 4 o o0 1
1 0 —-1} 11024 0 Uil 0 3
=lo [0 0 59049 0 Blvy o]
0 0 1.{ 0 0 1048576l lo 0 1
11024 0 —10485761[1 0 1]
=l 0 59049 0 01 0
0 0 1048576 1lo0 0 1l
11024 0 —1047552]
=| 0 59049 0
0 0 1048576 |
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari penjabaran dan pembahasan diatas maka dapat ditarik suatu kesimpulan
bahwa untuk menghitung pemangkatan matrik bujursangkar, selain dengan
mengalikan suatu matrik sebannyak m kali , dapat juga dengan menggunakan rumus
A" = pp"p’ dengan syarat matrik yang di pangkatkan haruslah matriks bujursangkar
yang dapat didiagonalisasi dan memenuhi prosedur untuk mendiagonalisasikan

matriks.
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