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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi dari
suatu graf terhubung G yang memuat subgraf yang diinduksi H dari graf G
sedemikian sehingga H = G — v berupa graf multipartit lengkap dengan v €
V(G). Konsep yang digunakan dalam penelitian ini adalah konsep himpunan
lokasi (locating set), dengan konsep ini memungkinkan setiap titik v €V
mempunyai representasi yang berbeda.

Untuk suatu pewarnaan c¢ pada graf terhubung G, misalkan /7=
{C1,C;, ..., Cy} adalah partisi terurut dari V(G) ke dalam kelas-kelas warna yang
dihasilkan. Untuk suatu titik v di G, kode warna cpj(v) dari titik v € (G) adalah k-
vektor terurut

(d(v, (), d(v, (), ...,d(v,Cy) ),

dimana d(v, ;) = min{d(v,x)| x € ;} untuk 1 <i < k . Jika setiap titik yang
berbeda di G memiliki kode warna yang berbeda terhadap [], maka ¢ disebut
pewarnaan lokasi (locating coloring) bagi G. Hal ini menunjukkan bahwa, jika G
adalah graf terhubung dengan orde n > 3 dan v € V(G) sedemikian sehingga

G — v adalah graf multipartit lengkap, maka untuk setiap bilangan bulat k dengan
(n+1)

< k < n, terdapat suatu graf G dengan orde ndan y, (G) = k.

Kata kunci : Bilangan kromatik lokasi, Himpunan lokasi, Pewarnaan lokasi,

iv
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Untuk himpunan terurut W = {wy,w, ...,w,} dari titik-tittk pada graf
terhubung G dan misal v € V(G). K-vektor (k-tupel terurut) cy, (v) dari v yang
berkaitan dengan W didefinisikan oleh

cw() = (d(v,wy),d(v,wy), ..., d(v,wy) ),

dimana d(v,w;) adalah jarak antara v dan w; (1 <i < k). Himpunan W disebut
himpunan lokasi (locating set) jika k-vektor ¢y, (v), v € V(G) saling berbeda.

Pada tahun 1993, Johnson, seorang kimiawan pada perusahaan farmasi,
menggunakan konsep locating set ini untuk menyelesaikan masalah representasi
dan Kklasifikasi senyawa kimia [7]. Dengan konsep ini, senyawa kimia
direpresentasikan secara unik sebagai obyek matematis. Senyawa kimia
direpresentasikan dalam bentuk graf, titik - titik graf menyatakan atom dan sisi-
sisi graf menyatakan ikatan valensi antara dua atom. Jika V adalah himpunan
semua titik pada graf G, dan W adalah himpunan terurut sejumlah titik dimana
W < V., dengan menghitung jarak setiap titik v € V terhadap setiap titik w € W,
konsep locating set memungkinkan setiap titik v € V mempunyai representasi
berbeda. Jika dua senyawa kimia mempunyai jarak v ke w yang sama, untuk
setiap v € V dan w € W, maka senyawa tersebut dalam satu klasifikasi.

Di samping dalam bidang kimia, konsep /locating set juga
diimplementasikan pada sistem navigasi, perancangan sensor pada suatu gedung,

navigasi robot dan jaringan.



Chartrand dkk [2] melakukan pengelompokan titik - titik pada suatu graf G
dengan mempartisi semua titik di G menjadi dua partisi atau lebih berdasarkan
pewarnaan titik dari graf G tersebut, untuk merepresentasikan titik - titik pada graf
G. Jika v € V(G) dan C; € V(G) merupakan himpunan titik di G yang berwarna i,
maka jarak antara v dan C; didefinisikan sebagai min {d(v,x)|x € C;}. Jika
Il = {C,,C,, ..., Ci} adalah partisi terurut dari V(G) berdasarkan suatu pewarnaan
tittk dan v € V , maka representasi v terhadap Il (disebut kode warna dari v,
dengan notasi cp(v),adalah vektor panjang-k (d(v,C,),d(v,C,),...,d(v, Cy).
Jika setiap titik yang berbeda mempunyai kode warna yang berbeda terhadap I1,
maka ¢ disebut pewarnaan lokasi (locating coloring) bagi G ( atau secara
ekivalen, Il disebut himpunan lokasi (locating set) bagi G ). Pewarnaan lokasi
yang memuat sebanyak minimum warna disebut pewarnaan lokasi minimum, dan
kardinalitasnya disebut bilangan kromatik lokasi (locating chromatic number) dari

G, dinotasikan dengan y, (G).

1.2 Perumusan Masalah
Misalkan diberikan suatu graf terhubung G. Permasalahan yang dibahas
dalam skripsi ini adalah bagaimana menentukan bilangan kromatik lokasi dari

suatu graf G yang memuat subgraf yang diinduksi H dari graf G.

1.3 Pembatasan Masalah
Dalam skripsi ini, masalah penentuan bilangan kromatik lokasi dari suatu
graf terhubung G yang memuat subgraf yang diinduksi H dari graf G ini dibatasi

hanya untuk H = G — v berupa graf multipartit lengkap dengan v € V(G).



1.4 Tujuan

Adapun tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk menentukan bilangan
kromatik lokasi dari suatu graf terhubung G yang memuat subgraf yang diinduksi
H dari graf G sedemikian sehingga H = G — v berupa graf multipartit lengkap

dengan v € V(G).

1.5 Sistematika Penulisan

Skripsi ini dibagi menjadi empat bab. Bab I, pendahuluan, berisi latar
belakang, permasalahan, pembatasan masalah, tujuan dan sistematika penulisan
skripsi ini. Pada Bab II dijelaskan mengenai definisi dan terminologi dalam teori
graf, konsep tentang bilangan kromatik lokasi, dan juga dicantumkan beberapa
teorema pendukung. Bab III memuat pembahasan mengenai bilangan kromatik
lokasi dari suatu graf terhubung G yang memuat subgraf yang diinduksi H dari
graf G, dimana H adalah graf multipartit lengkap. Kesimpulan dan saran dari hasil

pembahasan terdapat pada Bab IV.



BAB 11
LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan diperkenalkan beberapa konsep dasar yang berkaitan
dengan permasalahan yang telah dikemukakan di Bab I. Definisi dan terminologi
dalam teori graf disajikan pada Subbab 2.1, kemudian pada Subbab 2.2 diuraikan
tentang bilangan kromatik lokasi. Teorema-teorema pendukung untuk

menyelesaikan permasalahan skripsi ini diberikan pada Subbab 2.3.

2.1 Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Definisi-definisi berikut merujuk pada [1], [4] dan [5]. Suatu graf G
adalah himpunan tak kosong berhingga V yang disebut titik (atau noktah) dan
himpunan E yang terdiri dari 2 elemen dari subhimpunan dari V(G), disebut sisi
(atau garis). Himpunan titik dari G dinotasikan dengan V(G), sedangkan
himpunan sisinya dinotasikan dengan E(G). Banyaknya titik di G , dinotasikan
dengan |V (G)| , disebut orde (order) dari G dan banyaknya sisi di G, dinotasikan
dengan |E(G)| , disebut ukuran (size) dari G. Dapat dilihat pada Gambar 2.1.1
bahwa V(G) = {v1, V5, 3,74, U5}, E(G) = {ey, €5, €3, €4, €5, €5}, sehingga orde G
adalah 5 dan ukuran G adalah 6.

€6 Vs
Vi

V3 €3 V4

Gambar 2.1.1 Graf G dengan orde 5 dan ukuran 6



Jika sisi e = uv dengan u,v € V(G), maka titik u disebut bertetangga
dengan titik v dan demikian sebaliknya. Dalam hal ini, sisi e dikatakan terkait
dengan titik u dan v. Sebaliknya, titik u dan v juga dikatakan terkait dengan sisi e.
Misalkan x € V(G), lingkungan dari x adalah N(x) = {v € V(G) |xv € E(G)}.
Suatu sisi e disebut loop jika e = vv untuk suatu v € V(G). Jika dua sisi atau
lebih terkait dengan sepasang titik yang sama, maka sisi-sisi tersebut disebut sisi
ganda. Graf disebut graf sederhana jika E(G) tidak memuat /oop maupun sisi
ganda. Graf tidak sederhana adalah graf yang memuat /oop atau sisi ganda.
Graf ganda (multigraph) adalah graf yang memuat sisi ganda, sedangkan graf
yang memuat /oop (termasuk bila memuat sisi ganda sekalipun) disebut graf
semu (pseudograph). Banyak sisi yang terkait dengan suatu titik x € V(G)
disebut derajat (degree) titik x dan dinotasikan dengan deg(x). Jika deg(x) =

0, maka x dikatakan titik terisolasi.

(a) (b) (c)

Gambar 2.1.2 (a) Graf Sederhana, (b) & (c¢) Graf Tidak Sederhana

Jalan (walk) dari titik u, ke titikk u, di G adalah barisan hingga
Ug, €1, Uq, €3, Uy, ..., Up_1, En, U, dari titik-titik dan sisi-sisi di G sedemikian
sehingga, u;_qu; € E(G) untuk i= 1,2,...,n. Panjang (length) dari jalan

adalah banyaknya sisi dari barisan tersebut. Lintasan (path) adalah jalan yang



semua titik dan sisinya berbeda. Misalkan G graf, x dan y titik-titik di G. Jarak |
(distance) darix ke y, dinotasikan oleh d(x,y) adalah panjang dari lintasan
terpendek dari x ke y.
Suatu graf H disebut subgraf dari G jika E(H) < E(G) dan V(H) c V(G).
Jika E(H) ={xy € E(G)|x,y € V(H)}, maka H dikatakan subgraf yang

diinduksi (induced subgraph) oleh V(H) dari G.

(a) (b) (c)
Gambar 2.1.3 (a) Graf G, (b) Subgraf dari graf G,
(c) Subgraf yang Diinduksi dari graf G
Suatu graf G dikatakan graf terhubung (connected graph) jika untuk
setiap pasang titik u, v € V(G) terdapat suatu lintasan yang menghubungkan u

dan v. Jika tidak demikian, maka G adalah graf tidak terhubung (disconnected

N

(a) (b)

graph).

Gambar 2.1.4 (a) Graf Terhubung, (b) Graf Tidak Terhubung



Suatu graf dikatakan graf trivial jika graf tersebut hanya terdiri dari
sebuah titik. Graf lengkap (complete graph) dengan n titik, dinotasikan dengan

K, adalah suatu graf yang setiap titiknya saling bertetangga.

AR

K1 KZ KB K4 KS

Gambar 2.1.5 Graf Lengkap

Sebuah graf disebut graf multipartit (multipartite graph) jika himpunan
titik pada graf tersebut dapat dikelompokkan ke dalam subset-subset tak kosong
yang disebut himpunan partit, sehingga tidak ada sisi yang menghubungkan setiap
pasang titik yang berada dalam satu himpunan partit yang sama. Graf multipartit
dengan n himpunan partit disebut partit-n, graf dengan 2 buah himpunan partit
(partit-2) disebut juga bipartit, sedangkan graf dengan 3 buah himpunan partit

(partit-3) disebut juga tripartit.

(a) (b)

Gambar 2.1.6 (a) Graf Bipartit , (b) Graf Bipartit Lengkap K 3



Graf multipartit lengkap dengan n buah himpunan partit, dinotasikan dengan
Ko, m,,..m, dengan m; menyatakan banyak titik pada himpunan partit ke—i,
adalah graf multipartit yang setiap pasang titiknya yang berbeda himpunan partit

bertetangga.

Pewarnaan titik (vertex coloring) pada graf G = (V,E) adalah suatu
pemetaan c:V — N sehingga c(v) # c(w) jika v dan w bertetangga. Jika
|Peta(c)| = k maka G dikatakan k-pewarnaan. Bilangan kromatik (chromatic
number) dari G adalah bilangan asli terkecil k sedemikian sehingga, jika titik-titik
di G diwarnai dengan k warna, maka tidak ada titik yang bertetangga mempunyai

warna yang sama. Bilangan kromatik dari G dinotasikan dengan #(G).

2.2 Bilangan Kromatik Lokasi

Misalkan ¢ sebuah pewarnaan titik pada graf terhubung G dengan
menggunakan warna-warna 1,2,...,k untuk bilangan bulat positif &. Maka
c(u) # c(v), jika titik # dan v bertetangga di G. Secara ekivalen, ¢ merupakan
suatu partisi [] dari V(G) ke dalam kelas-kelas warna yang saling bebas C;, C,,
....dan Cy, dimana titik-titik pada C; diberi warna i, 1 <i < k.

Kode warna (color code) cr(v) dari suatu titik v € (G) didefinisikan
sebagai k-vektor :

cn(w) = (d,C),d(w, (), ...,d(v,Cy) ),

dimana d(v, ;) = min{d(v,x)| x € C;} untuk 1<i<k.

Jika setiap titik yang berbeda di G memiliki kode warna yang berbeda
terhadap [], maka ¢ disebut pewarnaan lokasi (locating coloring) bagi G. Oleh

karena itu, suatu pewarnaan lokasi bagi G adalah pewarnaan yang membedakan



setiap titik di G berdasarkan jaraknya terhadap kelas warna yang dihasilkan.
Bilangan kromatik lokasi (locating chromatic number) dari graf G, dinotasikan

dengan g, (G), adalah bilangan terkecil k sehingga terdapat pewarnaan lokasi

dengan kardinalitas k untuk graf G. Karena setiap pewarnaan lokasi merupakan

suatu pewarnaan, maka y(G) < y, (G) untuk setiap graf terhubung G. Untuk lebih

jelasnya perhatikan contoh berikut, misalkan graf G seperti pada Gambar 2.2.1.

Uy Vs

Gambar 2.2.1 Graf G denganorden =5

Misalkan pula ¢ = {1, 2, 3} suatu pewarnaan pada graf G seperti terlihat pada
Gambar 2.2.2, kode warna dari titik-titik G terhadap [] = {C,,C,, C;} adalah

sebagai berikut :

L4 Cn(vl) = (d(vl, Cl)’ d(vl,CZ), d(vl, Cg)) = (0,1,1)

cr(vy) = (d(v,, Cy),d (v, C,),d(v,, C3) ) = (1,0,1)

Cﬂ (173) == (d(v31 Cl)t d(v31 Cz), d(V3, CB) ) = (1,1,0)

cri(va) = (d(vs, C1),d(v4, C3),d(v4,C3) ) = (0,1,1)

Cn(”S) = (d(vﬁn Cl):d(USs CZ)'d(vS! C3) ) = (1v0!1)-

Karena cpj(v1) = cpj(vy) dan cpj(v,) = cpp(vs), maka ¢ bukan pewarnaan lokasi.
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U2 V3

Vs L4

Gambar 2.2.2 Pewarnaan ¢ = {1, 2, 3} pada graf G (3 warna)

Uy Vs

Gambar 2.2.3 Pewarnaan ¢’ = {1, 2, 3,4,5} pada graf G (5 warna)

Sebaliknya, pewarnaan ¢’ = {1,2,3,4,5} seperti terlihat pada Gambar 2.2.3,
merupakan pewarnaan lokasi pada graf G, karena setiap titik pada G memiliki
kode warna yang unik atau berbeda terhadap [1' = {C;, C,, C3, C,, Cs}, vaitu :
o 'n(vy) = (d(vy, Cy),d(v4,C2),d(vy, C3),d(vy,Cy),d(v1,C5) ) =
(0,1,1,2,2)
® C'n'(vz) = (d(v, C1),d(v, (), d (v, C3),d(v2,Cy),d(v3,Cs) ) =

(1,0,1,2,1)

10



e 'y(v3) = (d(v3,Cy),d(vs, Cy),d(v3, C3),d(vs,Cy),d(v3,C5) ) =
(1,1,0,1,1)

o 'y(vy) = (d(vy,C1),d(vy, C),d (v, C3),d(vy, Cy),d(v4,C5) ) =
(21,1,0,1)

o 'm(ws) = (d(vs, Cy),d(vs,C3),d(vs, C3),d(vs, Cy),d(vs, Cs) ) =

(2211:0)

Meskipun demikian, ¢’ bukanlah pewarnaan lokasi yang minimum karena terdapat
pewarnaan ¢" = {1,2,3,4} seperti yang terlihat pada Gambar 2.2.4 yang juga
merupakan pewarnaan lokasi bagi graf G dengan kardinalitas lebih sedikit
dibandingkan kardinalitas ¢’. Kode warna dari titik-titik G terhadap []" =
{C, C,, C5, C,} adalah sebagai berikut :

o c"ir(vy) = (d(vy,G), d(vy, C3),d(vy, C3),d(v4, () ) = (0,1,1,2)

o c"p(w2) = (d(vz, C1), d(v, C3),d(v2, C3), d(v,, Cs) ) = (1,0,1,2)

o "p(v3) = (d(v3, (1), d(v3, (), d(v3, C3),d(v3,C) ) = (1,1,0,1)

o "1+(vy) = (d(vy, Cy),d(vy, C3),d(vy, C3),d(v,,C,) ) = (2,1,1,1)

e C"ﬂ" (v5) i (d(US! Cl)- d(VS! CZ)' d(Vs: CB)- d(175, 64) ) ot (1,2,1,0)

41

V2 V3

Vs Vs

Gambar 2.2.4 Pewarnaan ¢" = {1, 2, 3,4} pada graf G (4 warna)
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Lebih lanjut, tidak ada pewarnaan pada G dengan kardinalitas lebih kecil dari c"
yang merupakan pewarnaan lokasi, karena y,(G) = x(G) =3 dan telah
diperlihatkan bahwa pewarnaan ¢" yang menggunakan 5 macam warna pada G

bukanlah pewarnaan lokasi. Oleh karena itu, bilangan kromatik lokasi dari G,

%, (G) = 4.

2.3 Teorema Pendukung
Teorema-teorema berikut, dari Chartrand dkk (tahun 2002) [2], yang

mendukung penyelesaian permasalahan pada skripsi ini.

Teorema 2.3.1 |2]. Misal ¢ sebuah pewarnaan lokasi pada graf terhubung G.
Jika u dan v adalah titik-titik yang berbeda pada G sedemikian sehingga, d(u,w)
= d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u, v} maka c(u) # c(v). Dalam hal khusus,
Jika u dan v adalah titik-titik yang tidak bertetangga pada G sehingga N(u) =

N), maka c(u) # c(v).

Teorema 2.3.2 [2]|. Misal G sebuah graf terhubung dengan orde n > 3. Maka,

%, (G) = n jika dan hanya jika G adalah graf multipartit lengkap.

Teorema 2.3.3 [2]. Untuk setiap graf terhubung G dengan orde n >3, 3 <

7,(G)<n
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BAB 111
BILANGAN KROMATIK LOKASI UNTUK GRAF G DENGAN
G \ {v} MERUPAKAN GRAF MULTIPARTIT LENGKAP

Jika suatu graf G memuat subgraf yang diinduksi H dengan orde k dan
7(G) = k, maka H adalah subgraf lengkap dengan orde k di G dan #(G) > k.
Sebaliknya, jika G memuat subgraf yang diinduksi H dengan orde k dan x,(H) =
k, maka berdasarkan Teorema 2.3.2, H adalah subgraf multipartit lengkap dengan
orde k.

Misalkan -#" adalah koleksi semua graf terhubung G dengan orde paling
sedikit 3 sedemikian sehingga H = G — v adalah graf multipartit lengkap untuk
suatu titikk v pada G. Untuk graf H =G — v, dimana G € % , misalkan
Vi, Vo, ..., Vi, k = 2, masing-masing merupakan himpunan partit dari H, dimana
Vil =n; (1 <i <k). Misalkan a; (1 < i < k) adalah banyaknya titik-titik pada

V; yang bertetangga di G dengan v. Didefinisikan fungsi o: # —N oleh

a(G) = K, max{a;n; — a;}.

k M

-1
Karena ¥, max{a; n; —a;} 2 B, 3 ==, (1)

(n-1)

hal ini menunjukkan, jika G € # dan G berorde n maka -

<o(G)<n-1.
Hubungan antara o(G) dan g, (G) untuk G € % akan ditunjukkan pada teorema

berikut.

Teorema 3.1 Misalkan G adalah graf terhubung berorde n > 3 dan v € V(G).
Jika G — v adalah graf multipartit lengkap, maka x,(G) = o(G) atau 7,.(G) =

o(G) + 1.
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Bukti :

Misalkan ¢ = ¢(G). Akan ditunjukkan 7, (G) = 0. Misalkan c¢ adalah
sebuah pewarnaan lokasi di G. Karena setiap dua titik pada himpunan-himpunan
partit yang berbeda di G — v adalah bertetangga, maka titik-titik tersebut harus
diwarnai dengan warna yang berbeda. Berdasarkan Teorema 2.3.1, tiap pasang
titik-titik yang berbeda pada V; (1 <i < k) yang bertetangga dengan v harus
diwarnai dengan warna yang berbeda. Jadi, banyaknya warna yang dibutuhkan
untuk mewarnai titik-titik pada V; adalah paling sedikit max{a;, n; — a;}. maka
7,(G) = 0.

Selanjutnya akan ditunjukkan z, (G) < o + 1. Jika untuk setiap i (1 <i <
k), a; =0 atau a; =n;, maka warnai titik-tittk di V; dengan warna
(i,1),(i,2),...,(i,n;); sementara itu jika 0 < a; < n;, maka warnai titik-titik di
V; yang bertetangga ke v dengan warna (i, 1), (i, 2),..., (i,a;), dan warnai titik-
titik di V; yang tidak bertetangga dengan v dengan warna (i, 1), (i, 2),..., (i,n; —
a;), maka diperoleh sebuah pewarnaan G — v dengan ¢(G) warna.

Selanjutnya, warnai titik v dengan warna ¢(G) + 1. Misalkan ¢’ adalah
sebuah pewarnaan yang menggunakan o¢(G)+ 1 warna. Kemudian, akan
ditunjukkan warna-warna dari ¢’ adalah sebuah pewarnaan lokasi di G. Misalkan
u dan u’ adalah titik-titik berbeda yang ditandai dengan warna yang sama oleh ¢’.
Oleh karena itu, u,u’ € V; untuk suatu i dengan 1 < i < k. Dapat diasumsikan
bahwa uv € E(G) dan u'v € E(G). Karena d(u,v) =1, d(u',v) =2 dan v
adalah satu-satunya titik di dalam kelas warnanya sendiri, maka ¢’ adalah sebuah

pewarnaan lokasi di G yang menggunakan o + 1 warna. m
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Sebagai contoh, perhatikan Gambar 3.1, graf terhubung G memuat

subgraf yang diinduksi H = G — v = K3 3 sehingga diperoleh y, (6) = 4 = o(G).

Gambar 3.1 Contoh Graf G dengan Gambar 3.2 Subgraf yang Diinduksi
ZL(G)=0(G)=4 H=G—U=K2_3dariGrafG

Ilustrasi pewarnaan lokasi ¢’ pada graf terhubung G yang memuat subgraf yang
dlll’ldllkSl H= K2'3_3.

vy

u X v,

V, >

Gambar 3.3 Ilustrasi pewarnaan lokasi ¢’ pada graf terhubung G
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Gambar 3.4 Subgraf yang Diinduksi H = G — v = K, 3 5 dari Graf G

Jadi, terdapat graf G dengan y, (G) = 0(G) atau graf G dengan y, (G) =
o(G) + 1. Jelas bahwa, jika G graf multipartit lengkap, maka 7, (G)=0(G)+1.
Selanjutnya, akan ditunjukkan syarat perlu dan syarat cukup untuk suatu graf G €
# yang mempunyai z, (G) = 0(G) (atau g, (G) = o(G) + 1).
Teorema 3.2 Misalkan G € # . Maka x, (G) = a(G) jika dan hanya jika satu
dari dua syarat berikut terpenuhi :
1. Untuk setiap bilangan bulat i dengan 1 < i < k, a; € {0,n;} dan terdapat
paling sedikit dua bilangan bulat yang berbeda j, j' dengan 1 < j, j' < k
untuk a; = aj, = 0.
2. Terdapat tepat satu bilangan bulat j dengan 1 < j < k sehingga 0 < a; <

n;, dan a; < [nj /2] untuk bilangan bulat j.
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Bukti :

Misalkan ¢ = ¢(G). Akan ditunjukkan jika Syarat 1 atau Syarat 2
terpenuhi, maka graf G memiliki sebuah pewarnaan lokasi dengan ¢ warna.
Asumsikan Syarat 1 terpenuhi. Misalkan u € V;. Misalkan c¢; adalah suatu
pewarnaan G yang diperoleh dari pewarnaan ¢’ pada bukti Teorema 3.1, dengan
mengatur pewarnaan c;(x) = c'(x) untuk x # v dan ¢;(v) = ¢'(u). Karena
a; € {0,n;} untuk setiap bilangan bulat i dengan 1 < i < k, maka tidak ada dua
titik yang berbeda di H yang diberi warna sama oleh ¢;. Oleh karena itu, hanya u
dan v titik-tittkk yang berbeda di G yang saling bertukar warna. Akibatnya,
uv ¢ E(G) dan jika w € V;’, maka d(u,w) = 1 dan d(v,w) = 2. Jadi, ¢, adalah
sebuah pewarnaan lokasi di G yang menggunakan o warna dan , (G) = o.

Untuk selanjutnya, diasumsikan Syarat 2 terpenuhi. Misalkan Vi =
{vl,vz, v s Vaji Vajs1s ...,vnj} sedemikian sehingga v; € V; bertetangga ke v jika
(1 =i < aj) dan v; tidak bertetangga ke v untuk selainnya Warnai titik-titik di

G — v dengan pewarnaaan ¢’ yang digambarkan pada bukti Teorema 3.1. Karena

0<ag< Ei] maka titik Un, tidak bertetangga ke v dan Un, adalah satu-satunya

titik di H yang ditandai dengan warna c’ (an)- Misalkan ¢, adalah pewarnaan
yang diperoleh dari ¢’ dengan menetapkan c¢,(x) = c¢’(x) untuk x # v dan
Giv)=r¢ (vnl.). Karena vv,; € E(G), c; adalah sebuah pewarnaan sejati di G

yang menggunakan o warna.
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa c, adalah sebuah pewarnaan lokasi
di G. Misalkan [] adalah partisi dari V(G) yang memuat kelas-kelas warna yang

dihasilkan dari c,. Untuk menunjukkan kontradiksi, asumsikan terdapat titik-titik
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berbeda x dan y di G sedemikian sehingga cpj(x) = cp(y), maka c,(x) = ¢, ().
Berdasarkan definisi ¢, hal ini menunjukkan bahwa x,y € V; U {v}. Jika
x,y € Vj, maka cr(x) # cp;(y) karena tepat satu dari x dan y yang bertetangga ke
v, tetapi tidak pernah bertetangga dengan Un,- Jadi, satu dari x dan y adalah v,
sebut x = v. Karena c¢;(x) = ¢,(y), ini menunjukkan bahwa y = Uy, Misalkan
C, adalah himpunan titik-titik yang diwarnai dengan warna c,(v,) pada
pewarnaan ¢, di G. Maka C; € V; dan d(y,C;) = 2. Di sisi lain, karena x
bertetangga ke v;, ini menunjukkan bahwa d(x,C;) = 1. Oleh karena itu,
cn(x) # cp(y). hal ini kontradiksi dengan asumsi bahwa c(x) = cp(y). Jadi, c,
adalah sebuah pewarnaan lokasi di G.

Sebaliknya, akan ditunjukkan jika graf G memiliki sebuah pewarnaan
lokasi dengan o warna maka Syarat 1 atau Syarat 2 terpenuhi. Untuk
menunjukkan hal ini, digunakan kontradiksi yaitu dengan mengasumsikan bahwa
terdapat suatu graf G € # yang tidak memenuhi Syarat 1 ataupun Syarat 2, dan
terdapat sebuah pewarnaan lokasi ¢3 di G yang menggunakan ¢ warna. Jadi,
untuk setiap bilangan bulat i dengan 1 < i < k, ada tepat max{a;, n; — a;} warna
yang digunakan untuk mewarnai titik-titik di V; dan terdapat suatu bilangan bulat
t (1 <t<k) dan suatu titik u € V, yang tidak bertetangga dengan v, yang
memiliki ¢3(u) = ¢3(v). Karena tidak ada titik di V, yang berbeda dengan u yang
ditandai dengan warna c3(u). Hal ini menunjukkan bahwa a, < [n,/2].

Selanjutnya, misalkan untuk setiap bilangan bulat i dengan (1 <i < k),
a; € {0,n;}. Karena uv € E(G), hal ini menunjukkan bahwa a, = 0. Karena

Syarat 1 tidak terpenuhi, maka untuk setiap bilangan bulat s dengan 1 < s <k
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dan s # t maka a; = ng. Jadi, v bertetangga ke setiap titik di H kecuali yang ada
di V,, tidak ada titik di V; yang bertetangga ke v. Maka N(u) = N(v) dan u dan
v tidak memiliki kode warna yang berbeda. Konsekuensinya, harus ada bilangan
bulat r yang memenuhi 0 < a, < n,.

Karena syarat 2 tidak terpenuhi, maka ada r adalah satu-satunya bilangan
bulat sedemikian sehingga 0 < a, < n, dan a, > [n,/2], atau terdapat suatu
bilangan bulat p yang berbeda dengan r, dengan 1 < p < k sedemikian sehingga
0 < a, < n,. Oleh karena itu, perhatikan dua kasus berikut.

Kasus I: r adalah bilangan bulat yang memenuhi 0 < a, < n, tetapi
a, = [n, /2] karena a, < [n./2] , hal ini menunjukkan bahwa t # r. Misalkan
z' € V, sedemikian sehingga z'v € E(G). Karena a, > [n, /2], maka terdapat
z € V. sedemikian sehingga zv € E(G) dan c3(z) = c3(2"). Karena c3(u) =
c3(v), hal ini menunjukkan bahwa cf;(2z) = cp(2"), sebuah kontradiksi.

Kasus 2: terdapat suatu bilangan bulat p dengan 1 <p <k dan p #1r
sedemikian sehingga 0 < a, <mn,. Pertama, akan ditunjukkan bahwa t =r.
Untuk menunjukkan hal ini, akan digunakan kontradiksi yaitu dengan
mengasumsikan t # r. Misalkan x dan x’ adalah titik-titik yang berbeda di V.
sedemikian sehingga xv € E(G) dan x'v € E(G). Karena c;(u) = c3(v), hal ini
menunjukkan bahwa cp;(x) = cp;(x") kontradiksi dengan asumsi. Di sisi lain, jika
t # p, maka terdapat titik-titik y dan y’ di V, sedemikian sehingga yv € E(G) dan
y'v € E(G). Karena c3(u) = c3(v), hal ini menunjukkan bahwa cp;(y) = ¢ ('),

sebuah kontradiksi. Maka t = r = p, yang kontradiksi dengan asumsit # r. m
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Perhatikan Ilustrasi Gambar 3.5. Pewarnaan lokasi c; pada graf terhubung G
yang memuat subgraf yang diinduksi H = K, 33 sedemikian sehingga Syarat 1

terpenuhi, maka diperoleh 7, (G) = o(G) = 8.

u & Vi
VI = Vz u
Gambar 3.5 Ilustrasi pewarnaan lokasi ¢, pada graf terhubung G

dengan 7, (G) = a(G) =8

V.

_’f:Vl

Vj = Vz V3

Gambar 3.6 Subgraf yang Diinduksi H = G — v = K 5 3 dari Graf G
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Dua hasil berikut adalah konsekuensi dari Teorema 3.2

Akibat 3.3 Misalkan G adalah graf terhubung dengan orde n > 3 dan v € V(G).

Jika G - v adalah graf multipartit lengkap, maka nTH <z@G)<n

Bukti:
Benar untuk y,(G) <n. Selanjutnya, akan ditunjukkan jika G graf

terhubung dengan orde n = 3 dan v € V(G) sedemikian sehingga G - v adalah

n+1

graf multipartit lengkap, maka y,(G) = —— Misalkan G - v adalah graf
multipartit lengkap berorde n — 1 dengan himpunan partit V;,V, ..., V, . dimana
k = 2. Untuk setiap bilangan bulat i dengan 1 < i < k, misalkan n; = |V;| dan
misalkan a; adalah banyaknya titik-titik di V; yang bertetangga ke v di G. Karena
max{a;n; —a;} > n;/2 untuk semua 1<i<k, (1) dan o(G) > P—;

(n

Berdasarkan Teorema 3.2, maka A (G) = ;1). Hal ini menunjukkan bahwa jika

(n—1)

o(G) = 2

atau o(G) =§ maka xL(G) = 0(G) + 1. Perhatikan 2 kasus
berikut.

Kasus I: 0(G) = (n—1)/2. Maka n adalah ganjil dan max{a;,n; —
a;} =n;/2 untuk semua 1<i<k. Selain itu, setiap n; (1 <i < k) adalah
genap dan v bertetangga tepat ke setengah dari titik-titik di tiap V;. Berdasarkan
Teorema 3.2, z, (G) = a(G) + 1.

Kasus 2: 0(G) = n/2. Maka n adalah genap dan n — 1 adalah ganijil .
Maka n; adalah ganjil untuk tepat satu i, dimana 1 <i <k, sebut n; adalah
ganjil, dan max{a;,n; — a;} = (nj +1)/2. Dan juga, max{a;,n; — a;} = n;/2

untuk semua i dengan 1 < i < k dan i # j. Maka, v bertetangga tepat ke setengah
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dari titik-titik di tiap V; untuk semua 1 < i < k kecuali V};, dimana v bertetangga

nj+1
2

ke atau 11,_2-1_ titik di V;. Berdasarkan Teorema 3.2, 7, (G) = o(G) + 1. m

Berikut ini akan diberikan contoh untuk Kasus 1 dan Kasus 2.

Contoh Kasus 1: misalkan G adalah graf terhubung berorde n = 7 yang memuat

subgraf yang diinduksi H = K,,, dengan o(G) = @ = % = 3, maka

7,G)=0G)+1=3+1=4

Vi
v,
Gambar 3.7 Graf terhubung G Gambar 3.8 Subgraf yang Diinduksi
berorde n = 7 dengan z, (G) = H =G —v=K,;,, dari Graf G

o(G)+1=4

Contoh Kasus 2: misalkan G adalah graf terhubung berorde n = 6 yang memuat
subgraf yang diinduksi H = K, dengan o(G) =>=2=3, maka z(G) =

2 2

c(G)+1=3+1=4.
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2
v
Va
v,
Gambar 3.9 Graf terhubung G Gambar 3.10 Subgraf yang
berorde n = 6 dengan z, (G) = Diinduksi H = G — v = K, 5 dari
o(G)+1=4 Graf G

Akibat 3.4 Untuk setiap bilangan bulat n > 3 dan setiap bilangan bulat k
dengan (n + 1) /2 < k < n, terdapat suatu graf terhubung G dengan orde n dan

v € V(G) sedemikian sehingga G - v adalah graf multipartit lengkap dan

7,(G) = k.

Bukti:

Berdasarkan Teorema 2.3.2, hasilnya adalah benar untuk k = n. Untuk
k =n—1, misalkan H = K, ,, n, adalah graf tripartit lengkap dengan himpunan
partit V3, V3, V5 , dimana |V;| = n; untuk 1 < i < 3. Misalkan G adalah suatu graf
yang diperoleh dari graf H dengan menambahkan satu titik baru v dan
menghubungkan v ke tiap titik di V; tetapi tidak ke titik-titik di V, dan V;.

Berdasarkan Teorema 3.2 7, (G) = 0(G) =n— 1.

Misalkan "T“ < k <n—2dann > 5. Perhatikan dua kasus berikut.

23



Kasus I: n adalah genap. Misalkan H = K, ,_3 dengan himpunan partit
V; dan V,, dimana |V;| =2 dan |V;] =n—3 . Untuk setiap bilangan bulat [
dengan nz;z <!l<n-—4, misalkan G, adalah graf yang diperoleh dengan

menambahkan satu titik baru v ke graf H dan menggabungkan v ke tepat satu titik
di V; dan ke tepat [ titik-titik di V,, maka ¢(G;) = [ + 1. Berdasarkan Teorema

3.2, x,(G) = a(G)) +1 =1+ 2. Maka terdapat suatu graf G € # sedemikian

n+2 n+4
_, .., n— 2}.

sehingga y, (G,) = k untuk setiap k € {—2— =
Kasus 2: n adalah ganjil. Misalkan H = K, ,,_; dengan himpunan partit V;
dan V;, dimana |V;| = 2 dan |V,| = n — 3. Untuk setiap bilangan bulat [ dengan

n-3

<l <n—4, misalkan G, adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan

satu titik baru v ke graf H dan menghubungkan v ke tepat satu titik di V; dan ke
tepat [ titik di V,, maka o(G;) = [ + 1. Berdasarkan Teorema 3.2, 1, (G) =

g(G)+1=1+2. Maka terdapat suatu graf G € # sedemikian sehingga

n+l n+3

%, (G;) = k untuk setiap k € {T’ — = 2}.

Oleh karena itu, untuk setiap pasang k, n bilangan bulat dengan n > 3 dan

HTH <k <n, maka terdapat suatu graf terhubung G berorde n > 3 dengan

7,(G)=k m

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh berikut :
e untukk =n
misalkan k = n dengan n = 6, maka terdapat suatu graf G berorde n = 6
dan v € V(G) sedemikian sehingga H = G —v = K,; adalah graf

multipartit lengkap dengan 7, (G) = k = n = 6.
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v
V2
Gambar 3.11 Graf terhubung G _Gambar 3.12 Subgraf yang
berorde n = 6 dengan y, (G) = k = Diinduksi H = G — v = K, 5 dari
n==~6 Graf G

e untukk=n-1
misalkan k = n — 1 dengan n = 8, maka terdapat suatu graf G berorde
n = 8 dan v € V(G) sedemikian sehingga H = G — v = K, , ; adalah graf

multipartit lengkap dengan 7, (G) =k =n-1=7.

Gambar 3.13 Graf terhubung G berorde n = 8 dengan 7,(G) =k=n—-1=7
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Gambar 3.14 Subgraf yang Diinduksi H = G — v = K, , 3 dari Graf G

e untuk nTﬂskSn-—ZdannZS

Kasus 1: n genap dengan n = 6. Misalkan — < [ < n— 4, maka

terdapat suatu graf G, berorde n = 6 dan v € V(G) sedemikian sehingga

H =G —v=K,; adalah graf multipartit lengkap dengan y, (G,) =

o(G)+1=4.
v
Gambar 3.15 Graf G, dengan __ Gambar 3.16 Subgraf yang
%, (G) =0(G)+1=4 Diinduksi H = G — v = K, 3 dari G
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Kasus 2: n ganjil dengan n = 5. Misalkan nT_B < | < n — 4, maka terdapat suatu

graf G; berorde n =5 dan v € V(G) sedemikian sehingga H =G —v =K,,

adalah graf multipartit lengkap dengan y, (G;) = o(G,) + 1 = 3.

Vi
v Vi @
vV
Gambar 3.17 Graf G; dengan Gambar 3.18 Subgraf yang
%, (G) =0(G)+1=3 Diinduksi H = G — v = K, dari

Graf G
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BAB 1V
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh pada Bab 111, dapat disimpulkan
bahwa bilangan kromatik lokasi dari suatu graf terhubung G dengan orde n = 3
dan v € V(G) sedemikian sehingga G — v merupakan graf multipartit lengkap,
adalah y, (G) = o(G). jika dan hanya jika salah satu dari dua syarat berikut
terpenuhi :

1. untuk setiap bilangan bulati dengan 1 <i <k, q; € {0,n;} dan
terdapat paling sedikit dua bilangan bulat yang berbeda j, j’ dengan
1<jj ' <kuntuka;=a; =0

2. terdapat tepat satu bilangan bulat j dengan 1 < j < k sehingga

0 < a; <y, dan a; < [~Z] untuk bilangan bulat j

atau y, (G) = o(G) + 1, dengan nTH < z,(6) <n

4.2 Saran

Karena masih banyak bilangan kromatik lokasi yang belum ditemukan.
Untuk selanjutnya, penulis menyarankan untuk mengkaji bilangan kromatik lokasi
dari graf terhubung G dengan subgraf yang diinduksi berupa graf lengkap,

lingkaran, lintasan, atau gabungan dari graf lengkap dan lintasan.
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