© HAK CIPTA MILIK UNIVERSITAS ANDALAS

Hak Cipta Dilindungi Undang-Undang
1. Dilarang mengutip sebagian atau seluruh karya tulis ini tanpa mencantumkan dan menyebutkan sumber:
a. Pengutipan hanya untuk kepentingan pendidikan, penelitian, penulisan karya ilmiah, penyusunan laporan, penulisan
kritik atau tinjauan suatu masalah.
b. Pengutipan tidak merugikan kepentingan yang wajar Unand.
2. Dilarang mengumumkan dan memperbanyak sebagian atau seluruh karya tulis ini dalam bentuk apapun tanpa izin Unand.

PENYELESAIN MIXED INTEGER PROGRAMMING DENGAN
MENGGUNAKAN METODE BRANCH AND BOUND

TESIS

NIVERSITAS ANDAL =

<
1
N

MULYADI. A
06215042

PROGRAM PASCASARJANA
UNIVERSITAS ANDALAS
PADANG 2008



Penyelesaian Mixed Integer Programming

Dengan Menggunakan Metode Branch And Bound

Oleh : Mulyadi. A
(Dibawah bimbingan Dr.Muhafzan, M.Si, dan Haripamyu, M.S1)

RINGKASAN

Dalam permasalahan optimisasi selalu dituntut untuk memaksimalkan atau
meminimalkan sebuah besaran tertentu, yang disebut dengan fungsi tujuan objektif.
Fungsi tujuan objektif ini bergantung pada sejumlah variabel masukan (enfering
variabel), melalui satu atau lebih kendala (conmstraints). Model untuk
merepresentasikan permasalahan tersebut di atas dinamakan dengan program linier
(linear programming).

Integer programming adalah bentuk lain dari program linier dengan variabel
keputusan dibatasi infeger, mixed integer atau zero-one. Dalam menyelesaikan
masalah integer programming, dapat digunakan beberapa metode, antara lain metode
Branch and Bound, metode Cutting Plane dan metode Balas.

Tujuan dari penelitian ini adalah, jika diberikan masalah perencanaan linier

maksimumkan
ZS 0 X Gk ki O,
dengan kendala
ax "+ @.%y + o + ax, < b
azfx' - azz.x2 + e+ az..', < b.2
a.x, + a,x, + - + a.x 'S b.m

x=0



Bagaimana menyelesaikan permasalahan di atas yang variabel keputusannya
merupakan mixed integer, dengan menggunakan metode Branch and Bound.

Untuk mencapai tujuan ini, beberapa tinjauan pustaka yang berkaitan dengan
permasalahan perencanaan linier mixed integer, seperti sistim persamaan linier,sistem
pertidaksamaan linier, matriks, eliminasi Gauss-Jordan, masalah perencanaan linier,
metode simpleks, masalah perencanaan linier integer dan metode Branch and Bound .

Dalam metode Branch and Bound nilai optimal sebuah fungsi tujuan objektif
diperoleh melalui beberapa tahap, yaitu : Branching, Bounding dan Fathoming

Dari hasil penelitian diperoleh kesimpulan bahwa penyelesaian masalah mixed
integer programming dapat dilakukan dengan menggunakan metode Branch and

Bound.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dalam permasalahan optimisasi selalu dituntut untuk memaksimalkan atau
meminimalkan sebuah besaran tertentu, yang disebut dengan fungsi tujuan objektif.
Fungsi tujuan objektif ini bergantung pada sejumlah variabel masukan (entering
variabel), melalui satu atau lebih kendala (constraints). Model untuk merepresentasi-
kan permasalahan tersebut di atas dinamakan dengan program linier (linear
programming).

Dalam program linier variabel keputusan dan kendala dibatasi bilangan nyata,
namun seringkali suatu keputusan menginginkan variabel berupa bilangan bulat agar
keputusan menjadi realistik, misalnya jika variabel keputusan hasil produksi suatu
pabrik berupa sepatu atau makanan kaleng. Janggal rasanya kalau suatu keputusan
suatu produksi menghasilkan 20,7 pasang sepatu atau 40,3 makanan kaleng, tetapi akan
lebih terasa realistik jika pabrik tersebut menghasilkan 21 pasang sepatu atau 40 kaleng
makanan kaleng  Untuk menyelesaikan permasalahan ini digunakan integer
programming yang merupakan bentuk lain dan program linier.

Integer programming dapat dipergunakan untuk menyelesaikan permasalahan
integer linear programming dan integer non-linear programming. — Integer linear
programming adalah integer programming dengan fungsi tujuan dan kendala berupa
pertidaksamaan linier, sedangkan infeger non-linear programming adalah integer
programming dengan fungsi tujuan dan kendala berupa pertidaksamaan non-linier.

Permasalahan infeger linear programming mencakup permasalahan semua
integer, mixed integer dan permasalahan zero-one. Permasalahan semua infeger adalah

permasalahan integer linear programming dengan semua variabel kendala dan



keputusan berupa bilangan inreger. Permasalahan mixed integer adalah permasalahan
integer linear programming dengan kendala dibatasi bilangan infeger dan sebagian
variabel keputusan berupa bilangan infeger. Sedangkan permasalahan zero-one adalah
permasalahan integer linear programming dengan variabel keputusan satu dan nol.

Terdapat beberapan metode untuk menyelesaikan masalah integer linear
programming, Dengan metode-metode ini nanti akan dibuat batasan-batasan khusus
yang akan memaksa pemecahan optimum dari masalah program linier untuk bergerak
ke arah pemecahan integer, mixed integer atau zero-one yang diinginkan. Metode-
metode itu adalah metode Branch and Bound, metode Cutting Plane dan metode Balas.
Diantara metode-metode yang ada, untuk menyelesaikan integer programming dengan
variabel keputusan berupa integer dan mixed integer hanya dapat digunakan metode
Branch and Bound dan metode Cutting Plane.

Dalam metode Branch and Bound penyelesaian integer atau mixed integer
diperoleh dengan melakukan pencabangan pada penyelesaian yang bukan infeger
sehingga didapatkan batas bawah atau batas atas yang optimal dari suatu permasalahan
perencanaan infeger. Sedangkan dalam metode Cutting Plane dibuat kendala tambahan
yang memotong daerah penyelesaian yang layak dari masalah perencanaan infeger atau
mixed integer, sehingga dapat mengeliminasi penyelesaian yang bukan integer. Proses
pemotongan pada daerah penyelesaian yang layak ini terus berlangsung sehingga

diperoleh penyelesaian yang diinginkan.

1.2 Perumusan Masalah
Diketahui masalah perencanaan linier integer sebagai berikut
Maksimumkan fungsi objektif

2 0K, FEXy Feev e X, .



dengan kendala
anx, + apx, + -+ a,x, = b
ayxy, + axpx, + - + a,x, s b,
Auk; + WX, + w0 + 4G X, S b,
x=>0.

Bagaimana menyelesaikan permasalahan di atas yang variabel keputusannya

merupakan mixed integer, dengan menggunakan metode Branch and Bound.

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan nilai optimal dari suatu
fungsi objektif dalam program linier yang variabel keputusannya bernilai mixed integer

dengan menggunakan metode Branch and Bound.

1.4 Manfaat Penelitian
Diharapkan penulisan ini dapat memberikan sumbangan pengetahuan baik
kepada penulis sendiri maupun bagi pembaca dalam menyelesaikan masalah

perencanaan mixed integer dengan menggunakan metode Branch and Bound .
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TINJAUAN PUSTAKA

Tinjauan teori yang mendasari untuk memahami pembahasan mengenai
permasalahan perencanaan mixed integer dengan menggunakan metode Branch and

Bound. antara lain :

2.1 Sistem Persamaan Linier

Suatu persamaan linier dalam » variabel x,x,,---,x, , dapat dinyatakan

sebagai sebuah persamaan dalam bentuk

G, X, - i it it ... .00 (2.1.1)
di mana a,,a,,---,a, dan b adalah konstanta riil
Pemecahan (solusi) dari sebuah persamaan linier a,x, +a,x, +:--+a,x, =b
adalah sebuah urutan dari » bilangan s,,s,---,s, , sehingga persamaan tersebut
dipenuhi bila kita mensubstitusikan x, =5,,x, =5,,---x, =5 .
Suatu sistem persamaan linier yang terdiri dari » bilangan yang tak diketahui

adalah kumpulan m persamaan linier yang berbentuk sebagai berikut

Qully, T+ Xy & IS @ X, = b,
e X = e o TN T d.. XK = _C

28701 22 2 n z

. 1 3 e A (2.1.2)
A%, + Akl e SRR b

di mana x,,x,,---,x, adalah bilangan-bilangan tak diketahui.

Tidak semua sistem persamaan linier mempunyai pemecahan (solusi). Sebuah
sistem persamaan linier yang tidak mempunyai pemecahan dikatakan tak konsisten
(inconsistent), sedangkan jika sekurang-kurangnya ada satu pemecahan, maka sistem

persamaan itu dikatakan konsisten ( consistent ).




Ukuran sebuah matriks menyatakan banyaknya baris dan banyaknya kolom
dalam sebuah matriks. Jika suatu matriks berukuran m xr maka matriks tersebut
mempunyai banyak baris m dan banyak kolom r. Banyaknya baris yang diikuti
banyaknya kolom pada sebuah matriks disebut dengan ordo matriks.

Definisi 2.3.2 (Leon,1988)
Jika suatu matriks B yang mempunyai ordo mxr disisipkan pada matriks 4 yang

mempunyai ordo. mxn, maka matriks yang diperbesar (augmented matrix) ditulis

sebagai (A|B).
Jadi, jika
a,, 4a, a, b, b, b,
A= Ua dn v a-lrr - 4 by, b?z b?r
aml am2 am.rr bml bmz bmr
maka
d;;, -GN < b
(AB) = :
am] amn ml L bmr

Definisi 2.3.3 (Noble,1988)

Matriks identitas disimbolkan dengan 7, adalah sebuah matriks yang mempunyai ordo

nxn dengan elemen diagonal utama 1 dan elemen lainnya 0.

Jadi

0 0 0 0

0 0 1 0 0
I = .

00 0 . 0




2.4. Eliminasi Gauss-Jordan

Definisi 2.4.1 (Leon,1988)

Suatu matriks dikatakan memiliki bentuk eselon baris jika :

1. Entri bukan nol pertama dalam setiap baris adalah 1 (utama).

2. Jika baris k tidak seluruhnya mengandung nol, maka banyaknya entri nol di bagian
muka pada baris & +1 lebih besar dari banyaknya entri nol di bagian muka pada
baris k.

3. Jika terdapat baris-baris yang entrinya semuanya nol, maka baris-baris ini berada di

bawah baris-baris yang memiliki entri-entri bukan nol.

Contoh 2.4.2

=
O -
— L N
S o ==
o O W
C N
S W =

Definisi 2.4.3 (Leon,1988)

Suatu matriks dikatakan memiliki bentuk eselon baris tereduksi jika :

1. Matriks memiliki bentuk eselon baris.

2. Entri bukan nol pertama dalam setiap baris adalah satu-satunya entri bukan nol

dalam kolom yang bersangkutan

Contoh 2.4.4
il § I 4l 120
0 1 0 2 0" (=
0 01 1 00 0 0

Definisi 2.4.5 (Leon,1988)
Eleminasi Gauss-Jordan adalah suatu proses menggunakan operasi-operasi baris
elementer untuk mengubah suatu sistem linier menjadi sistem yang matriks

diperbesarnya menjadi bentuk eselon baris tereduksi.




2.5. Masalah Perencanaan Linier

Masalah perencanaan linier adalah masalah memaksimumkan atau
meminimumkan sebuah fungsi objektif dengan n variabel tak diketahui, dan m

pertidaksamaan linier sebagai kendala yaitu :

Maksimumkan fungsi objektif

Z O X ettt {25.1)
dengan kendala

He<0h x=D .00 O Sy SR N (25.2)
atau

Minimumkan fungsi objektif

b o TR e . {(253)
dengan kendala
A S0 =G ———— k... (2549)
dimana
i ! o N - _ .
a, ap a, b, G X
ay dp a,, b, <, Xy
A=a, @y - a,| b=|b, €= |c, | dan x=|x; [.........(2.5.5)
_aml am: amn | _‘bm J _cn = _x" |

Secara eksplisit dapat disajikan dalam bentuk

Maksimumkan fungsi objektif

SN RSPt * O, ccocseeeoio (2.5.6)
dengan kendala

apx, + apx; + + a,x, < b

a:{x, - azz.xz + e+ az,,-xn < b.z ______ 2.5.7)

agx, + a,x; + + am,:x,I < b,




atau
Minimumkan fungsi objektif
Z2 = 6% 4+ EX; + o= OX, el (2.5.8)
dengan kendala
apx, + apx, + -+ a,x, = b
az{xI + azz.x2 + e+ az,,.x" > b-z 259
-l el sl 7 i i '8 13 am;xn = b'm

Dalam membangun suatu model perencanaan linier digunakan karakteristik sebagai
berikut :

1. Fungsi tujuan merupakan fungsi dari variabel keputusan yang akan
dimaksimumkan atau diminimumkan.

2. Kendala merupakan pembatas yang dihadapi sehingga tidak boleh ditentukan nilai-
nilai variabel keputusan secara sebarang.

3. Variabel keputusan adalah variabel yang menguraikan secara lengkap keputusan
yang akan dibuat.

4. Pembatas tanda adalah pembatas yang menjelaskan apakah variabel keputusannya
diasumsikan hanya bernilai nonnegatif atau variabel keputusan' tersebut bernilai
positif. .

Definisi 2.5.1 ( Rao,1995) s |

Penyelesaian dasar adalah sebuah penyelesaian yang diperoleh dengan rﬁ(%émlkan

sebanyak (n-m) variabel (n = m).

Definisi 2.5.2 (Rao, 1995)

Jika seluruh variabel pada suatu penyelesaian dasar berharga non negatif, maka

penyelesaian itu disebut daerah penyelesaian dasar yang layak.
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Definisi 2.5.3 (Rao, 1995)
Sebuah himpunan S di ruang berdimensi m di sebut himpunan konveks, jika ruas garis
yang menghubungkan sebarang sepasang titik di S, semuanya terletak di dalam S.
Definisi 2.5.4 (Rao,1995)
Titik ekstrim adalah sebuah titik pada himpunan konveks yang tidak terletak pada suatu
segmen garis yang menghubungkan dua titik lainnya.
2.6 Metode Simpleks

Metode simpleks ialah suatu metode yang dilakukan secara iteratif di mulai
dari suatu penyelesaian dasar yang layak ke penyelesaian dasar layak lainnya sehingga
akhirnya tercapai suatu pemecahan dasar yang optimum.

Setiap iterasi pada metode simpleks memiliki variabel masukan dan variabel
variabel keluaran dinamakan dengan kondisi kelayakan .

Kondisi optimalitas dipilih dari

sisi kanan baris l

| koefisien dari variabel masukan pada baris |

-

min =

Sebuah variabel s/ack ditambahkan untuk batasan < dan mewakili jumiah
kelebihan sisi kanan suatu kendala . dibandingkan sisi kiri dari kendala tersebut.
Sebuah variabel surplus ditambahkan untuk batasan > dan mewakili kelebihan jumlah
sisi kiri suatu kendala dibandingakan sisi kanan kendala tersebut.(Taha,2005).

Contoh 2.6.1

1. 2x, +5x,-4x,<4. Tambahkan variabel slack s, pada ruas kiri, sehingga
diperoleh persamaan :
2x, +5x, —4x, +s5, =4, 5 20

2. x, —x, +x; 26. Karena pada ruas kiri tidak lebih kecil dari ruas kanan maka harus
dikurangkan dengan variabel surplus e, pada ruas kiri sehingga diperoleh

persamaan: x, —x,+Xx;-¢ =6, ¢ 0.
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Masalah perencanaan linier (2.5.6) dapat diselesaikan dengan menggunakan

metode simpleks, yaitu dengan merubah bentuk persamaan (2.5.6) ke dalam bentuk:

Maksimumkan fungsi objektif
- X, —CoXy — =€, %X, +0.x,,, +0x, ,+-+0x,  +Z2=0.crrr (2.6.1)
dengan kendala
ayx, + apx, + -0+ a,Xx, +-X, = b,
am-:cl - anl.wc2 + et a:,:x,, see % xnf2 = 262)
a.x | SR . a X+ v+ x,.,. = b,
A e, N e

Persamaan di atas dapat disajikan dalam bentuk Tabel Awal Metode Simpleks, yaitu:

Tabel 2.6.1. Tabel Awal Metode Simpleks  (Simarmata, 1985).

Cl N K X, "o k. . X Bz b
G c, c, 0 0 0 0
0 X, a, a'J a, 1 . 0 = 0 0 bl
0 ""-’r+i aﬂ alj am 0 1 0 O bi
0 T O a,, d i 0 1 018,
%4 Cy BC, e -c,; 9 0 0 1
Keterangan:

1. Kolom pertama adalah C ,, yaitu koefisien dari variabel dasar.

2. Kolom kedua adalah V ,, yaitu variabel-variabel dasar.

3. Kolom ketiga adalah nilai dari koefisien pada persamaan kendala (2.6.2).

4. Kolom keempat adalah nilai dari koefisien pada persamaan fungsi tujuan (2.6.1).

5. Kolom kelima adalah nilai variabel dasar dan nilai objektif z, sebagai penyelesaian

dasar layak yang bersangkutan.
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Pada masalah maksimisasi variabel masukan adalah variabel non dasar dengan
koefisien paling negatif dalam persamaan z tujuan. Untuk variabel keluaran adalah
variabel dasar saat ini yang memiliki titik potong terkecil (rasio minimum penyebut
positif secara ketat dengan kata lain penyebutnya tidak boleh negatif) dalam arah
variabel masukan. Nilai rasio yang sama dapat dipilih sebarang.

Solusi optimal dicapai ketika semua koefisien non dasar dalam persamaaan z
tujuan adalah non negatif.

Langkah-langkah iterasi pada metode simpleks adalah sebagai berikut:

1. Tentukan pemecahan dasar awal yang layak.

2. Pilih variabel masukan di antara variabel nondasar dengan menggunakan kondisi
optimalitas.

3. Tentukan nilai variabel dasar yang baru dengan membuat variabel masukan
tersebut sebagai variabel dasar dan variabel keluaran sebagai variabel nondasar.
Kembali ke langkah 1.

Dalam pertukaran antara variabel masukan dan variabel keluaran dilakukan
dengan menggunakan eleminasi Gauss-Jordan. Jika salah satu variabel non dasar
dapat memperbaiki nilai fungsi tujuan, maka salah satu variabel dasar saat itu harus
dikeluarkan dari pemecahan, karena salah satu persyaratan variabel dasar harus tepat
sama dengan banyak persamaan. Metode ini dimulai dengan mengidentifikasikan
kolom di bawah variabel masukan sebagai kolom masuk. Baris yang berkaitan dengan
variabel keluaran disebut persamaan pivet dan elemen di titik potong antara kolom
masuk dan persamaan pivor disebut sebagai elemen pivot.

Setelah dilakukan iterasi penyelesaian yang diperoleh dapat disajikan dalam

bentuk Tabel Optimal Metode Simpleks, yaitu :




Tabel 2.6.2. Tabel Optimal Metode Simpleks (Simarmata,1985).

CB VB X e xj x, Xpi1 e X i 2 Xoim z bl‘
€, e € o€, 0 0
q|lx|1 ... 0 ... 0 @a .. a .. @, 0 B
N S 0 ! 0 @5 @ ji & jm 9 ﬁj
C” xn 0 1 an! am anm 0 ﬁm
z,-F, 0 0 0 Vs 4 e, 1 z
Keterangan :

1. Variabel x; adalah variabel dasar dengan j=12,....n

2. x,,, adalah variabel non dasar dengan i=12,....m.

3. z adalah nilai fungsi tujuan.
Contoh 2.6.3
Maksimumkan fungsi objektif

2 =2500x, +3000x,.

—

dengan kendala

r
2x, +6x, <180
3x, +4x, SIRL T
4x, +3x, <180

=0

I
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Dengan menggunakan metode simpleks tentukan solusi maksimal dari z dan nilai

variabel-variabelnya.

Untuk menyelesaikan masalah di atas dengan menggunakan metode simpleks,

terlebih dahulu ditambahkan variabel slack pada kendala , sehingga kendala merupakan

sebuah persamaan.
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Maksimumkan fungsi objektif
-2500x, - 3000x, + Ox; + Ox, + Ox; + z = 0.
dengan kendala
2x, +6x; +x; =180
3x, +4x, +x, =180.
4x, +3x, +x, =180

b =i | 3

I

Persamaan di atas dapat disajikan dalam bentuk Tabel Awal Metode Simpleks, vaitu:
Tabel 2.6.3 Tabel Awal Metode Simpleks contoh 2.6.3

Cy ¥y X X, X, x, ; z b,
2500 3000 0 0 0
0 x5 2 6" 1 0 0 0 180
0 X 3 4 0 1 0o | 0 180
0 %5 4 3 0 0 1 0 180
£ —¢ —-2500 =3000 0 0 B | 0
Keterangan :

Baris ke-1 (baris x,) adalah persamaan pivot, sedangkan kolom ke-2 (kolom x,)
adalah kolom pivot dan 6 adalah elemen pivot.

Tabel 2.6.4 Tabel Iterasi 1 contoh 2.6.3

Ca Vi 2 ) x5 o i X X z b
2500 3000 0 0 0
3000 | x, L 1 L 0 0 0 30
0 X, 3 0 -3 1 0 0 60
0 X r &l 0 -1 0 1 0 90
z;—¢; —-1500 0 500 0 0 1 90000
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Tabel 2.6.5 Tabel Optimal Metode Simpleks contoh 2.6.3

Cs Vg X, x; X, i X z b,
2500 3000 0 0 0
3000 %; 0 1 - 0 -4 0 20
0 % 0 0 o 1 -2 0 10
2500 5 1 0 -1 0 L 0 30
e 0 0 e 0 500 1 135000

Dari tabel diperoleh nilai x, =30dan x, =20, sehingga nilai maksimal dicapai

sebesar 135000.

2.7 Masalah Perencanaan Linear Integer

Masalah perencanaan /inear integer adalah suatu permasalahan linier yang variabel
keputusannya merupakan bilangan integer atau mixed integer. Masalah perencanaan
linier integer berhubungan dengan fungsi diskrit yang memerlukan variabel non negatif
dan integer. Jika penyelesaian optimal dan layak dari sebuah masalah perencanaan
linier adalah infeger, maka penyelesian itu juga merupakan penyelesaian optimal dan
layak bagi persoalan linear integer. Hal ini berarti bahwa daerah penyelesaian yang
layak untuk setiap masalah perencanaan linear integer, akan berada dalam daerah
penyelesain vang layak untuk masalah perencanaan linier yang mengabaikan batasan
integer untuk variabelnya. Jika pada persoalan masalah perencanaan linear integer
semua variabel keputusannya dibatasi bernilai infeger, maka masalah perencanaan ini
disebut permasalahan linier infeger murni (Pure Integer Programming). Sedangkan
jika masalah perencanaan linear integer beberapa variabel keputusannya dibatasi
bernilai integer, maka masalah perencanaan ini disebut permasalahan linier infeger

campuran (Mixed Integer Programming).
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2.8 Metode Branch and Bound (Taha,2005)

Metode Branch and Bound adalah salah satu cara untuk menyelesaikan masalah
perencanaan linear integer dengan melakukan pencabangan pada nilai variabel non
integer yang mengharuskan variabel tersebut bernilai infeger. Penyelesaian optimum
diperoleh dengan menggunakan metode simpleks. Variabel keputusan yang belum
memenuhi kriteria kendala dicabangkan menjadi beberapa bagian yang disebut dengan
subpersoalan. Pencabangan subpersoalan berdasarkan nilai variabel keputusan yang
akan dijadikan infeger.

Dalam pemecahan linier infeger murni (Pure Integer Programming),
pencabangan dilakukan terus pada nilai variabel non infeger sehingga dihasilkan

variabel keputusan bernilai infeger dan nilai fungsi objektif optimal.



BAB III

METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian
Penelitian ini dilaksanakan mulai Desember 2007 sampai dengan bulan Juni
2008. Tempat penelitian adalah di perpustakaan jurusan Matematika FMIPA

Universitas Andalas Padang.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi liteatur. Setelah
semua bahan yang diperlukan terkumpul, dipelajari dan dipahami, maka untuk
mencapai tujuan penulisan yang pertama dilakukan langkah-langkah penelitian sebagai
berikut secara berurutan :

1. Langkah awal adalah merumuskan permasalahan ke dalam bentuk program linier,
dengan menentukan fungsi tujuan dan pertidaksamaan kendala.

2. Dengan menggunakan metode simpleks, tentukan nilai masing-masing variabel
pada fungsi tujuan.

3. Jika variabel-variabel keputusan dari masalah perencanaan linier sudah merupakan
bilangan mixed integer yang memenuhi batasan permasalahan, maka pemecahan
masalah sudah dapat ditentukan, tetapi jika variabel-variabel dari permasalahan
belum memenuhi batasan yang diinginkan maka akan dilakukan langkah kedua,
yaitu:

4. Pilih salah satu variabel fungsi tujuan yang merupakan bilangan non integer untuk
memulai pencabangan. Untuk menentukan pencabangan kita memilih batas atas
dan batas bawah dari variabel yang dipilih yang berupa bilangan integer. Dari

sinilah proses akan bergerak. Didapatnya pemecahan mixed integer yang layak dan
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memenuhi persyaratan kendala di tahap awal dari perhitungan, adalah penting
untuk meningkatkan algoritma Branch and Bound dalam menetapkan batas bawah
dari nilai tujuan optimal, sehingga akhimya dapat secara otomatis menyingkirkan
bagian variabel yang tidak dipilih. Jika terjadi pengulangan nilai optimal atau di
hasilkan batas atas dari pencabangan yang mempunyai nilai optimal lebih rendah

dari batas bawah yang telah didapatkan terlebih dulu, maka proses akan dihentikan.



BAB IV

PEMBAHASAN

4.1 Masalah Mixed Integer Programming.

Bentuk umum perencanan linier mixed integer adalah sebagai berikut :

Maksimumkan fungsi objektif

i Rt s R L

BT RU R (-3 e %

dengan kendala
AT o am W b,
a;x, + - + a,x,; SERE Sl e = i;j
Qq + =Wl a X, + - + @ x, = b,

x 0,0 b3 .
J IRBE A ) 3

A1)

Masalah perencanaan linier mixed integer adalah masalah menentukan nilai variabel

keputusan x .

4.2 Prosedur Penyelesaian

Dengan metode simpleks, diperoleh penyelesaian optimal. Jika semua variabel

keputusan sudah memenuhi batasan kendala, maka penyelesaian optimal sudah dapat

ditentukan, tetapi jika variabel keputusan belum memenuhi kriteria kendala maka

proses dilanjutkan dengan menggunakan metode Branch and Bound.
Metode Branch and Bound memiliki tahapan :
Branching

Definisi 4.2.1. (Bronson, 1996)

Branching adalah langkah untuk membuat dua subpersoalan pada variabel keputusan
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yang belum infeger, misalnya x,, dimana i, <x, <i, dan i, , i, adalah dua bilangan
bulat nonnegatif yang berturutan. Kemudian dibentuk dua masalah baru dengan cara

dipilih salah satu untuk memperluas masalah semula dengan kendala x, </, atau

Pencabangan dilakukan pada subpersoalan yang lebih mendekati optimal. Jika
terdapat lebih dari satu subpersolan yang menjadi calon untuk pencabangan maka
dipilih subpersoalan yang memiliki nilai z terbesar.

Misalkan dari sebuah masalah perencanaan linier dihasilkan nilai optimal

z =141 dengan nilai x, =3,x, =32, dan x,=7 . Jika nilai variabel x, dibatasi

integer, maka lakukan pencabangan terhadap x,, yaitu :

Gambar 2.8.1 Pohon Pencabangan Sub Persoalan 1

Bounding.
Definisi 4.2.2 (Hillier,2001)
Bounding adalah langkah untuk menyelesaikan masing-masing subpersoalan dengan
linear program yang mengabaikan batasan infeger.

Untuk masalah maksimisasi (2.5.1), nilai fungsi tujuan optimal yang
mengabaikan batasan infeger adalah batas atas dari nmilai integer optimal. Untuk
masalah minimisasi (2.5.3), nilai fungsi tujuan optimal yang mengabaikan batasan

integer adalah batas bawah dari mlai integer optimal.
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Fathoming
Definisi 4.2.3 (Dimyati, 1994)
Fathoming adalah langkah untuk menghentikan pencabangan dari suatu subpersoalan
Proses pencabangan dari setiap subpersoalan akan dihentikan jika salah satu
dari kriteria di bawah ini dipenuhi :
1. Penyelesaian dari subpersoalan tidak layak.
2. Penyelesaian dari subpersoalan memberikan penyelesaian optimal dengan seluruh
variabel bernilai memenubhi kriteria kendala.
3. Nilai z optimal untuk subpersoalan tidak melebihi (lower bound) pada saat itu.
Langkah-langkah penyelesaian perencanaan mixed integer dengan menggunakan
metode Branch and Bound adalah sebagai berikut :
1. Perhatikan variabel keputusan yang harus bemilai integer. Bentuk subpersoalan
dengan menggunakan pencabangan.
2. Tambahkan kendala baru pada subpersoalan yang telah dicabangkan
3. Jika variabel vyang diperlukan sudah infeger, maka penyelesaian masalah
perencanaan linier mixed integer sudah optimal, jika tidak ulangi langkah 1
Contoh 4.2.4

Maksimumkan fungsi objektif

Z ol & 2l T0, S, T B g Rl (4.1.3)
dengan kendala
h + 5x, <10
X 4% —X <1
6x; —5x; <0
=% A=A, 8D et T (4.1.4)

x, 20 wunmuk j=1234.
x, Integer untuk j =123
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Langkah 1. Metode Simpleks

Untuk menyelesaikan masalah (4.1.3) diatas dengan menggunakan metode simpleks,
terlebih dahulu diubah kedalam bentuk.

Maksimumkan fungsi objektif

z=4x, —2x, + Tx;—x, +0.x; +0.x5 + 0.x, + 0.x; .

dengan kendala
* H1 Dy c i, A = 10
X, R X, o 5 = 1
6x;, | OX; v 3 = 0
el 4 22X, —amie + X3 = 3
x; 20, x, integeruntuk j=123.

Persamaan di atas dapat disajikan dalam bentuk Tabel Awal Metode Simpleks, yaitu:

Tabel 4.2.1 Tabel Awal Metode Simpleks contoh 4.2 4.

o Y, X X I = B ¥ x. U | &
4 -2 7 -1 0 00,10

0 Xy 1 0 5 0 1 0 0 0| 0] 10

0 x. . 1 -1 0 0 1 0 010 1

0 x 6 =5 0 0 0 U alen®™1" O 140

0 Xa -1 0 2 -2 1 0T P gm0 1,3
z,—c; ) y. =7 1 0 |




Tabel 4.2.2 Tabel Iterasi 1 contoh 4.2 4.
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Cs Vi X 2 Xy X, £ X X ¥x|z b,
-2 7 -1 O 0 0 1|o
0 | x, -1 6 0 1 -1 0 0 9
4 | x 1 1 -1 0 o0 1 0 0|0/ 1
0 X, 0 -11 6 0 0 -6 1 0|0 | -6
0 Xy 0 1 1 -2 0 1 0 1 | O +
z §-uo5 Ul g ——0— 204 94, 1 ] 4
Tabel 4.2.3 Tabel Iterasi 2 contoh 4.2.4.
€5 Vs X x; ; : " s X5 s b,
-2 -1 0 0 0 0
0 %z 0 10° 0 0 1 5 o | 0 15
4 : 1 = 0 0 0 0 1 0 0
v x, 0 =i 1 0 0 -1 L 0 - |
0 a0y 0 L0 -2 0 2 -t 1 5
z, e 0 & 0 1 0 -7 o 0 -7
Tabel 4.2.4 Tabel Optimal Metode Simpleks contoh 4.2.4.
Cy Vi % X b, k. P E T r Mz b,
-2 7 -1 0 0 0 0 0
2| x, | O e e T I 2 0o 3
4 | x, |1 0 0o o L s L 00 3
7 X, 0 0 1 0 i = = 0 0 ?
0 X%, 0 0 0o -2 £ s s 110 i
z;~¢; 0 0 0 1 0 - z 0 1| 144
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Berdasarkan Tabel 4.2.4 diperoleh penyelesaian optimal, vaitu z =141
dengan x, =3, x,=32, x;=%, x,=0, dan z =14} merupakan batas atas dari
fungsi tujuan. Karena nilai x, =3, x, =<, dan x, =7 belum memenuhi kriteria
kendala selanjutnya z=14! dengan x, =5, x,=2, x;=+, x,=0 disebut
subpersoalan 1 (SP1). Untuk menjadikan nilai x,, x, dan x, bernilai integer dilakukan

langkah berikut :
Langkah 2. Metode Branch and Bound.
Branching

Perhatikan dari hasil Tabel 4.2.4 dimana nilai x,, x, dan x, belum integer ,
lakukan pencabangan (Branching) dengan membuat beberapa subpersoalan baru dari
salah satu nilai x, , misalkan akan dicabangkan nilai x,, maka

Subpersoalan 2 (SP2) adalah : subpersoalan 1 dengan kendala x, <1.

Subpersoalan 3 (SP3) adalah : subpersoalan 1 dengan kendala x, > 2.

Bounding

Subpersoalan 2 (SP2) adalah : subpersoalan 1 dengan kendala x, <1.
berubah menjadi subpersoalan 1 dengan nilai x, = 1. Untuk menentukan variabel yang
lain dengan cara substitusi, diperoleh nilai x, =%, x; =2 ,dan x, =0 . Penyelesaian
optimal dar subpersoalan 2 adalah z =144 Untuk subpersoalan 3 dikatakan tidak
layak karena ada nilai variabel fungsi objektif yang tidak memenuhi kriteria kendala.
Tampilan dari subpersoalan yang telah dibuat dapat dilihat pada pohon

pencarian (search tree) sebagai berikut ini :
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z=141x= {L%,%,O}
Gambar 4.2.1 Pohon Pencabangan Sub Persoalan 1
dengan kendala x, <1 dan x >2.

Fathoming

Penyelesaian optimal dari subpersoalan 2 belum menghasilkan penyelesaian
yang memenuhi kriteria kendala, sehingga subpersoalan ini dikatakan belum fathom.
Maka lakukan kembali Branch and Bound pada vanabel x, .
Branching

Nilai variabel x, pada subpersoalan 2 belum memenuhi kriteria kendala,
sehingga dibuat dua subpersoalan yang baru sebagai berikut :

Subpersoalan 4 : adalah subpersoalan 2 dengan kendala x, <1.

Subpersoalan 5: adalah subpersoalan 2 dengan kendala x, > 2.
Bounding

Misalkan dipilih subpersoalan 4 yang akan diselesaikan dengan cara
mensubsitusi nilai x, =1 kedalam persamaan kendala, maka diperoleh nilai variabel

keputusan yang lain, yaitu : x;, =2, x; =4 dan x, =0. Dan subpersoalan 4 diperoleh
penyelesaian optimal, yaitu z =14 .

Sekarang dipilih subpersoalan 5 yang akan diselesaikan dengan cara
mensubsitusi nilai x, =2 kedalam persamaan kendala, diperoleh nilai variabel

keputusan yang lain,yaitu x, = 2, x; =%, dan x, =0. Dari subpersoalan 5 diperoleh

penyelesaian optimal yaitu z =12+,



Tampilan dari semua subpersoalan yang telah dibuat dapat dilihat pada pohon

pencarian (search tree) sebagai berkut ini :

z=14bx=f100}  z=124x={21,0}

6

Gambar 422 Pohon Pencabangan Sub Persoalan 2 dengan kendala
x,<1 dan x,22.

Fathoming

Penyelesaian optimal dari subpersoalan 4 dan subpersoalan 5 belum
menghasilkan penyelesaian yang memenuhi kriteria kendala sehingga subpersoalan ini
dikatakan fathom. Maka ulangi langkah 2.
Branching

Nilai variabel x, pada subpersoalan 4 belum memenuhi kriteria kendala
sehingga akan dibuat dua subpersoalan yang baru adalah sebagai berikut :

Subpersoalan 6 : adalah subpersoalan 4 dengan kendala x, <0.

Subpersoalan 7 : adalah subpersoalan 4 dengan kendala x, > 1.
Bounding
Subpersoalan yang belum diselesaikan adalah subpersoalan 6 dan 7. Misalkan dipilih
subpersoalan 6 yang akan diselesaikan dengan cara mensubsitusi nilai x, =0 kedalam
persamaan  kendala, diperoleh nilai  variabel keputusan yang lain,

yaitu: x, =0, x, = 2, dan x, =%. Dari subpersoalan 6 diperoleh penyelesaian optimal



27

yaitu z=13% . Untuk subpersoalan 7 tidak diselesaikan karena sama dengan

subpersoalan 2.

Tampilan dari semua subpersoalan yang telah dibuat dapat dilihat pada pohon

pencarian (search tree) sebagai berikut ini :

0.0.2.4}

Gambar 4.2.3 Pohon Pencabangan Sub Persoalan 4 dengan kendala
x, <0danx, =1

Langkah 3. Kriteria Optimal

Berdasarkan pohon pencarian di atas terlihat bahwa hasil penyelesaian optimal
terbaik terjadi pada subpersoalan 6 dengan semua nilai variabel keputusan memenuhi
kriteria kendala, yaitu nilai z =131 dengan x, =0, x, =0, x, =2, x, =}
Contoh 4.2.2

Perusahaan dagang "JAY A MURNI"” merencanakan untuk meningkatkan NVP
(Net Present Value) dengan cara menambah tiga jenis barang baru, yaitu, gula pasir,
beras dan minuman kaleng. Perusahaan tersebut memiliki dana sebesar Rp 1.5 juta,

ketentuan barang yang akan ditambah adalah sebagai berikut :



Tabel 4.2.5 Data Rencana Penambahan Barang
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No Jenis Barang Harga NPV
(Ribu rupiah) (Ribu rupiah)
1 | Sepatu 67/pasang 42
2 | Abon daging 50/kg 3
3 | Roti Kaleng 35/kaleng 23
Dana yang tersedia 1500

2. Kapasitas gudang yang tersedia hanya untuk menampung 30 unit produk

3. Fasilitas yang tersedia :

a. 40 unit jika hanya ditambah roti kaleng.

b. 1Ltunit dari jumlah roti kaleng, jika hanya ditambah abon daging.

c. 1% unit dari jumlah roti kaleng, jika hanya ditambah sepatu.

Permasalahan yang dihadapi perusahaan dagang "JAYA MURNI”

adalah

menentukan berapa unit masing-masing produk akan ditambah perusahaan untuk

memaksimalkan NPV.

Penyelesaian :

Persoalan di atas dapat disederhanakan dengan memisalkan jumlah tiap jenis

produk dengan notasi x, dimana i=1,2,3.

a. Jumlah unit sepatu dinotasikan dengan x,.

b. Jumlah unit abon daging dinotasikan dengan x,.

c¢. Jumlah unit roti kaleng dinotasikan dengan x,.

Pembuatan model matematika

a. Variabel keputusan

Dalam persoalan ini keputusan menambah barang diwakili dengan bilangan

yvang memenubhi kriteria kendala.



29

b. Fungsi tujuan
Fungsi tujuan dari persoalan ini adalah memaksimalkan NPV, secara matematik
dapat dirumuskan sebagai berikut :
maksimalkan
z=42x, +3x; +23x,.
c. Kendala
Pada persoalan ini terdapat beberapa kendala antara lain :
Biaya yang dikeluarkan untuk menambah ketiga jenis produk tidak boleh
melebihi jumlah dana yang tersedia, secara matematik dapat dirumuskan
sebagai berikut :
67x, +50x, +35x, <1500.
Kapasitas gudang yang dibutuhkan tidak boleh melebihi kapasitas gudang yang
tersedia, secara matematik dirumuskan sebagai berikut :
x+xR <30.
Fasilitas perawatan yang tersedia, secara matematik dapat dirumuskan sebagai
berikut :

2 1
4%, +1ix, +x, £40,

X0
Persoalan tersebut dapat diselesaikan dengan menggunakan metode Branch and Bound
dengan langkah-langkah :
Langkah I Metode Simpleks
Bentuk persamaan (4.2.1) dirubah ke dalam bentuk
Fungsi objektif maksimumkan
z=42x, +3x;+23x; +0x, +0.x; +0.x,.

Kendala pada persamaan (4.3.2).(4.3.3), dan (4.3 4) dirubah ke dalam bentuk :
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67x, +50x, +35x, +x, =1500
X +x,+X, + X =30
X, +x, =10.
x,20.

x, integer, i=1,3.
Persamaan di atas dapat disajikan dalam bentuk Tabel Awal Metode Simpleks, yaitu:

Tabel 4.2.6 Tabel Awal Metode Simpleks contoh 4.2.2.

€y N X, X » & Fs X z b,
4,2 3 23 0 0 0 0
0 I x,“J 60 W50 35 1 0 0 0 1500
0 i 1 1 1 0 1 0 0 30
0 X 0 0 I’ 0 0 1 0 10
z e, -42 -3 1-23 0 0 0 1

Tabel 4.2.7 Tabel Iterasi 1 contoh 4.2.2.

C, W 5 x X4 X3 X, X Y i b,
4,2 3 2.3 0 0 0 0
0 1% | B 30 0 1 0 =l 0 1150
0 | x 1 1 0 0 QR | 0 20
23 | xS 0 1 0 0 1 0 10
z,-c, —4,2\ V3 0 0 T3 1 23
Tabel 4.2.8 Tabel Iterasi 2 contoh 4.2.2
Cy Vi A x; X ) Xy X z b,
42 3 23 0 0 0 0
0 £ 0 ol 0 L 1 s 0 10
23 | =x, 0 0 1 0 0 ] 0 10
z;—c, 0 -3 0 ._{:.'T 0 .ll.‘J._gni 1 4;}:1
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Tabel 4.2.9 Tabel Optimal Metode Simpleks contoh 4.2.2.

€ ¥, b 3 o % x 25 X, z b,
42 3 23 0 0 0 0
4,2 % 1 0 0 & 0 —y 0 1000
3 %4 0 1 0 L £ L] 0 L0
23 ;3 0 0 1 0 0 1 0 10
T g Q 0 0 o i E1'€|153:’93'()7 1 niin

Berdasarkan tabel di atas diperoleh penyelesaian optimal yaitu: z =" ini
merupakan batas atas dari fungsi tujuan. dengan x, =22, x, =32, x, =10.

Karena nilai x, =% belum memenuhi kriteria kendala  selanjutnya

x=}__9_0

z=192-9359 dengan x, =133=882 x,=3

1139

1118, x, =10  disebut
subpersoalan 1 (SP1). Untuk menjadikan x, bemilai infeger dilakukan langkah
berikut:
Langkah I Metode Branch and Bound.
Branching

Subpersoalan 2 (SP2) adalah : subpersoalan 1 dengan kendala x, <8, x, =10.

Subpersoalan 3 (SP3) adalah : subpersoalan 1 dengan kendala x, =9 .x, =10.
Bounding

Subpersoalan 2 (SP2) adalah : subpersoalan 1 dengan kendala x, <8,x, =10
berubah menjadi subpersoalan 2 dengan nilai x, =8 dan x, =10. Untuk menentukan
variabel yang lain yaitu dengan cara substitusi, diperoleh nilai x, =12, didapat
penyelesaian optimal dari subpersoalan 2, yaitu : z =926.

Subpersoalan 3 (SP3) adalah : subpersoalan 1 dengan kendala x, 29 .x, =10



32

berubah menjadi subpersoalan 3 dengan nilai x, =9 dan x, =10 . Dengan cara
substituis diperoleh nilai x, =10,9 didapat penyelesaian optimal dari subpersoalan 3,

yaitu: z=935.
Tampilan dari subpersoalan yang telah dibuat dapat dilihat pada pohon

pencarian (search tree) sebagai berikut ini :

=9359; x=1{882:1118;10}

z=926, x=1§81210} z=935 x=1{9,109;10}
Gambar 4.2.4 Pohon Pencabangan Sub Persoalan 4 dengan kendala
x, <8danx =29.

Berdasarkan pohon pencarian di atas terlihat bahwa hasil penyelesaian optimal
terbaik terjadi pada subpersoalan 3 dengan semua nilai variabel keputusan memenuhi
kriteria kendala, yaitu z =935 dengan x, =9; x, =109, x,=10.

Dengan demikian keputusan yang akan diambil oleh perusahaan
dagang "JAYA MURNI" adalah melakukan penambahan sepatu sebanyak 9 pasang,
abon daging sebanyak 10,9 kg dan roti kaleng sebanyak 10 kaleng . NPV yang

diperoleh sebesar Rp93.500.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan diatas dapat disimpulkan bahwa metode Branch and
Bound dapat digunakan untuk menentukan penyelesaian optimal dalam masalah
perencanaan linier mixed infeger. Dengan menggunakan metode Branch and Bound
dapat ditelusuri proses pencabangan subpersoalan sehingga penyelesaian optimal dapat

ditentukan.

5.2 Saran

Adapun saran yang dikemukakan sehubungan dengan penelitian ini adalah :
Penggunaan metode Branch and Bound dalam menyelesaikan masalah perencanaan
linier mixed integer membutuhkan waktu yang panjang, maka diharapkan penelitian
selanjutnya dapat menggunakan metode lain dalam menyelesaikan masalah
perencanaan linier mixed integer untuk mengefisienkan waktu dalam menentukan

penyelesaian optimal.
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