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ABSTRAK

Dalam skripsi ini, akan dikaji pelabelan graceful dari beberapa graf yang
dihasilkan dari dua konstruksi yang berbeda. Konstruksi pertama adalah graf
rantai. Graf rantai akan menjadi graf graceful jika setiap block pada rantai
mempunyai pelabelan graceful. Konstruksi kedua adalah graf corona C, © mKj;.
Pada kedua konstruksi ini, akan ditunjukkan bahwa keduanya mempunyai
pelabelan graceful. Graf yang mempunyai pelabelan graceful dinamakan graf
graceful.

Kata kunci: graceful, graf rantai, block, graf corona C, © mK;
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Teori graf digunakan sebagai alat bantu untuk menggambarkan atau
menyatakan suatu persoalan agar lebih mudah dimengerti atau diselesaikan. Banyak
persoalan akan lebih jelas untuk dikaji bila dapat direpresentasikan dalam bentuk
graf.

Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Pertama Kkali
pelabelan diperkenalkan oleh Sadlack (1964), kemudian Stewart (1966), Kotzig dan
Rosa (1970). Pelabelan graf merupakan pemetaan satu-satu yang memetakan unsur
himpunan titik dan atau unsur himpunan sisi ke bilangan bulat positif yang disebut
label. Pelabelan titik adalah pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi
adalah pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan
dengan domain gabungan himpunan titik dan himpunan sisi. Hingga kini dikenal
beberapa jenis pelabelan pada graf, antara lain pelabelan graceful, pelabelan harmoni,
pelabelan total tak beraturan, pelabelan ajaib, dan pelabelan anti ajaib.

Suatu pelabelan f dari suatu graf G adalah pemetaan satu-satu dari himpunan
titik di G ke suatu himpunan bilangan bulat positif. Untuk setiap sisi e = uv € E(G),
bobot yang diinduksi oleh f pada e ditulis f(e), adalah |f(u) — f(v)|. Misalkan G
adalah suatu graf berorder n dan size m. Jika f : V(G) - {0, 1,2, ..., m} adalah suatu

pelabelan dari G, sedemikian sehingga himpunan bobot yang diinduksi oleh f adalah



{1,2,..,m}, maka f dikatakan pelabelan graceful dari G, dan G dinamakan graf
graceful.
Aplikasi dari graf rantai dan graf corona banyak digunakan dalam kehidupan

sehari-hari, seperti: instalasi listrik, jaringan internet, dan lain-lain.

1.2 Perumusan Masalah
Permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana

memberikan pelabelan graceful untuk graf rantai dan graf corona.

1.3 Pembatasan Masalah
Pada skripsi ini akan ditentukan pelabelan graceful untuk graf rantai dimana
block-blocknya adalah graf bipartit, dan pelabelan graceful untuk graf corona

C, ® mK; dengan m pendant di manam = 1 dann = 3.

1.4 Tujuan
Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk menentukan pelabelan graceful
pada graf rantai dimana block-blocknya adalah graf bipartit, dan pelabelan graf

corona C,, ® mK, dengan m pendant di manam = 1 dann = 3.

1.5 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan pada skripsi ini terbagi menjadi empat bab. Bab I berisi

latar belakang, perumusan masalah, pembatasan masalah, tujuan, dan sistematika



penulisan skripsi ini. Pada Bab Il akan dibahas mengenai teori-teori dasar dalam
pembahasan pelabelan graceful untuk graf rantai dan graf corona, serta definisi-
definisi yang mendukung pembahasan dalam permasalahan yang akan dibahas. Bab
[l memuat pembahasan mengenai pelabelan graceful untuk graf rantai dimana block-
blocknya adalah graf bipartit, dan pelabelan graceful untuk graf corona C, © mK,
dengan m pendant di mana m > 1 dan n > 3. Kesimpulan dan saran dari hasil

pembahasan terdapat pada Bab IV.



BAB 11
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diuraikan beberapa definisi dan terminologi dalam teori
graf, serta definisi pelabelan graceful yang akan digunakan pada kajian permasalahan

skripsi ini.

2.1 Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Suatu graf G adalah suatu struktur (V, E) di mana V adalah himpunan yang
tak kosong dan E, adalah himpunan pasangan yang tak terurut dari elemen-elemen V.
Elemen-elemen dari V disebut titik dari G sedangkan elemen-elemen dari £ disebut
sisi dari G. Himpunan titik dari G dinotasikan dengan V(G) = {v;, v, ..., v} dan
himpunan sisi dari G dinotasikan dengan E(G) = {ey, ey, ..., e} Banyak titik dari
suatu graf G dinamakan order, yaitu |V (G)| = n. Kemudian, banyak sisi dari suatu
graf G dinamakan size, yaitu |E(G)| = m.

Lintasan (path) yang panjangnya n dari titik awal v, ke titik akhir v, di dalam
graf G ialah barisan titik-titik dan sisi-sisi yang berbentuk vy, ey, vi, €2, va,... , Vn -1, €n,
v, sedemikian sehingga e; = (vo, v1), €2 = (Vi, V2), ... , €n = (Vn1, V) adalah sisi-sisi
dari graf G.

Perhatikan graf G, pada Gambar 2.1.1. Barisan 1, a, 2, b, 3, ¢, 4 merupakan
suatu lintasan pada graf G,. Titik 1 dan titik 4 dikatakan titik ujung dari lintasan.
Panjang lintasan adalah banyaknya sisi dalam lintasan tersebut. Lintasan 1, a, 2, b, 3,

¢, 4 memiliki panjang 3. Lintasan yang memuat n titik ditulis P,. Lintasan yang



berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut cycle. Perhatikan pada Gambar
2.1.1, graf Gy: 1, a, 2, b, 3, ¢, 4, d, 1 adalah sebuah cycle. Panjang cycle adalah
jumlah sisi dalam cycle tersebut. Cycle 1, a, 2, b, 3, ¢, 4, d, 1 pada G, memiliki

panjang 4. Cycle yang mempunyai n sisi ditulis C,,.

Gambar 2.1.1 Graf G,

Dua buah titik v; dan titik v, disebut terhubung jika terdapat lintasan dari v,
ke v,. Graf GG disebut graf terhubung (connected graph) jika untuk setiap pasang

titik v; dan v; dalam himpunan V terdapat lintasan dari v; ke v;. Jika tidak demikian,

maka G disebut graf tak terhubung (disconnected graph).

Gambar 2.1.2 Graf terhubung dan graf tak terhubung



2.2 Beberapa Graf Sederhana Khusus
Graf lengkap adalah graf sederhana yang setiap titiknya mempunyai sisi ke
semua titik lainnya. Graf lengkap dengan » buah titik dilambangkan dengan K.

Jumlah sisi pada graf lengkap yang terdiri dari » buah titik adalah n(n — 1)/2.

AR

Kl Kg K3 K4 KS

Gambar 2.2.1 Graf lengkap

Graf lingkaran adalah graf terhubung yang setiap titiknya berderajat dua.

Graf lingkaran dengan » titik dilambangkan dengan C,,.

ATTC)

G C4 C5

Gambar 2.2.2 Graf lingkaran



Graf G yang himpunan titiknya dapat dipisah menjadi dua himpunan bagian
V, dan V5, sedemikian sehingga setiap sisi pada G menghubungkan sebuabh titik di V)

ke sebuah titik di V> disebut graf bipartit, dinyatakan sebagai G(V, V>).

b e

Vi V2
Gambar 2.2.3 Graf bipartit
2.3 Pelabelan Graceful
Pelabelan pada suatu graf merupakan pemetaan satu-satu yang memetakan
unsur-unsur graf ke himpunan bilangan bulat positif. Unsur-unsur graf yang
dipetakan dapat berupa himpunan titik, himpunan sisi dan himpunan titik sisi.
Pelabelan titik adalah pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi adalah
pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan dengan
domain gabungan himpunan titik dan himpunan sisi. Himpunan yang digunakan
adalah himpunan bilangan bulat positif yang selanjutnya disebut dengan label.
Suatu pelabelan f dari suatu graf G adalah pemetaan satu-satu dari himpunan
titik di G ke suatu himpunan bilangan bulat positif. Untuk setiap sisi e = uv € E(G),

bobot yang diinduksi oleh f pada e ditulis f(e), adalah |f(u) — f(v)].



Definisi 2.3.1 Misalkan G adalah suatu graf berorder n dan size m. Jika f : V(G) —
{0,1,2, ..., m} adalah suatu pelabelan dari G, sedemikian sehingga himpunan bobot
vang diinduksi oleh f adalah {1,2, ..., m}, maka f dikatakan pelabelan graceful dari

G, dan G dinamakan graf graceful.

Gambar 2.3.1 Contoh pelabelan graceful
2.4 Graf Rantai
Suatu subgraf E; dikatakan subgraf yang diinduksi dari G apabila setiap dua
titik di E, yang bertetangga di G juga harus bertetangga di E, dinotasikan dengan
G|[E,]. Pada Gambar 2.4.1, dapat dilihat bahwa jika a pada graf G bertetangga

dengan b dan ¢, maka pada subgraf E; a juga bertetangga dengan b dan c.

a c a e}

Gambar 2.4.1 Graf G dan E;



Titik v di G adalah sebuah titik potong (cut-vertex) jika E dapat dipisahkan
menjadi dua bagian himpunan tak kosong E, dan E, di mana G[E,] dan G[E,] hanya
mempunyai titik v yang sama. Pada Gambar 2.4.2, terdapat lima buah titik potong

pada graf G.

Gambar 2.4.2 Graf G
Block adalah graf terhubung yang tidak mempunyai titik potong. Block
merupakan subgraf dari suatu graf. Contoh dari block dapat dilihat pada Gambar
2.4.3. Block-cutpoint graph dari graf G adalah graf bipartit yang terdiri dari
himpunan titik potong dari graf G dan himpunan titik yang direpresentasikan oleh

block-block di G.

< p—<

Gambar 2.4.3 Graf G dan block dari graf G



Definisi 2.4.1 Misal graf By,B,, ..., By, adalah block-block dan untuk setiap i €
{1,2,..,m — 1}, block B; dan B;,, mempunyai titik yang sama, maka jalan pada
block-cutpoint graf adalah path. Graf G tersebut akan menghasilkan rangkaian yang

disebut dengan graf rantai.

Gambar 2.4.4 Contoh Graf Rantai

2.5 Graf Corona
Definisi 2.5.1 Diberikan dua buah graf G dan H, graf corona dari G dengan H

dinotasikan dengan G O H adalah graf dengan

veom = v u | | vaw

iev(6)

E(GOH)= E(G)U U E(H) U {(v;,u;): v; € V(G) and u; € V(H;)}
v; EV(G)

dan HE gH, VhEH,:, hv,—EE(G G)H)-

10



Berikut ini diberikan beberapa contoh graf corona yang sederhana.

Gambar 2.5.1 Graf Corona C5 © 2K,

Gambar 2.5.2 Graf Corona C4, © P3

11



BAB 111
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas hasil utama dari kajian skripsi ini, yaitu pelabelan

graceful untuk graf rantai dan graf corona.

3. 1 Pelabelan Graceful untuk Graf Rantai
Teorema 3.1.1 Misal By, B,, ..., By, adalah block-block yang merupakan pelabelan
graceful, maka terdapat graf rantai G dengan block-block B,,B,, ..., By yang
merupakan pelabelan graceful.
Bukti. Didefinisikan g; adalah banyak sisi dari B;, dengan f; adalah pelabelan
graceful dari B; dan misalkan X; dan Y; adalah himpunan bipartit dari B;. Tanpa
mengurangi konsep umum, misalkan f; adalah pelabelan 0, 1, ..., |X;| — 1 pada titik-
titik di X;. Untuk setiap 1 < i < m — 1, identifikasi titik di B; dengan label [X;| —1
dan titik B;,, dengan label 0, sehingga didapatkan graf rantai yang didefinisikan
dengan G. Banyak titik dari G adalah 1 —m + ;2| X;| + |Y;|, sedangkan banyak sisi
adalah ¢ = Y%, g;, dan himpunan bipartitnya adalah X = U2, X; dan Y = UL, Y;.
Semua titik potong dari G terdapat di X , jadi |X| = YX/%,|X;] —m + 1.

Sekarang akan didapatkan pelabelan graceful dari G. Definisikan @; adalah
jumlah dari g4+ +¢qn+1 untuk 1 <i<m-—1 dan misal g, = 1. Akan
dijumlahkan @; — 1 dengan mentransformasi f; ke §;-graceful labeling g;. Maka

bobot dari B; adalah g;, q; + 1, ...,q; + q; + 1. Oleh karena itu, bobot di G adalah:

i 7 SR,



Qm + 1' Qm * 2' JQm + Qm+1'

Gm-1+Gm + Ldm-1+qm + 2, . G + Gm-1+ Gm—2,
Rt tgmtLet o tnt2 o GmtGmat @
Untuk mendapatkan pelabelan graceful f, akan dijumlahkan label dari B;

untuk i > 2 dan |X;_,|. Maka, B;_, dan B; mempunyai titik dengan label X;_;, dan

akan menjadi titik potong di antara keduanya. Akibatnya, label di G adalah himpunan

Gambar 3.1.1 Contoh graf rantai

13




Graf pada Gambar 3.1.1 terdiri dari lima block, yaitu By, B;, B3, By, dan Bs.

Berikut ini, akan diberikan uraian tentang masing-masing block dan graf bipartitnya.

L)

51 1)

vy v, [

V3 Vs

Vy X1 ry

Gambar 3.1.2 BlOCk l (Bl - X]_ U Yl)

Untuk block B, pada Gambar 3.1.2 diperoleh |X;| = 2, |Y;| = 2,dan g, = 4.

Vs
Vs
U3
v3 Ve —> vy
Vg
Vg
Ug
X, Y

Gambar 3.1.3 Block2 (B, = X, UY,)

Untuk block B, pada Gambar 3.1.3 diperoleh |X,| = 2, |Y,| = 3, dan g, = 6.

14




Vg g bl Vg
V1o
Vs O e
V12
v
15 s V14
Vig
X3

Gambar 3.1.4 Block 3 (B; = X3 U Y3)

Untuk block B; pada Gambar 3.1.4 diperoleh |X;3| = 4, |Y3]| = 4, dan g3 = 8.

v v
V14 Viq = 19

Vis v
21

Vi vy, [
V20 Vie
V18 V21 V22 V17
X, Y,

Gambar 3.1.5 Block4 (B, = X, U Y,)

Untuk block B, pada Gambar 3.1.5 diperoleh |X,| =4, |Y;| =4, dan

qs = 12.

15




Gambar 3.1.6 Block 5 (Bs = X5 U Ys)

Untuk block Bs pada Gambar 3.1.6 diperoleh |X5| = 1, |Y5| = 1, dan g5 = 1.

Jadi, banyak titik di G adalah 1 — m + %%, |X;| + |V
5

=1-5+ ) Xl + ¥
i=1

=1-5+(2+2+4+4+1D+(2+3+4+4+1))
=1-5+13+14
= 23.
Banyak sisi di G adalah
m
q “—'Zﬂh
i=1
=q1+q2+tq3+qs+qs
=4+6+8+12+1
= 31,
Himpunan bipartit dari G adalah X = UjZ,X; dan Y = U[L,Y;. Karena
X;nX;=0QVi+j maka
IX] = 1X1] + 1X2| + |X3] + 1 Xa] + |Xs]
=242+4+4+1

= 13.

16




KarenaY;NY; = @ Vi +# j, maka
M AR S ARSI AR ARSI
=24+3+4+4+1

=14

Semua titik potong dari G terdapat di X , jadi |X| = X%, |X;| —m + 1

YEDY il —m+1

=

5
=Z X —5+1
=1

=(2+2+4+4+1)D-5+1
=9
Sekarang akan didapatkan o-labeling dari G. Definisikan g; adalah jumlah

dari qj41 + -+ @ + Luntuk 1 < i < m — 1 dan misal g,,, = 1.
G1=q2+q3+qs+qs+1

= 64+ 8H AL T

=29
§2=q3+qs+qs +1

=8+12+1T+1

=22
3 =qs+qs+1

=12+1+1

=14
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Maka, bobot di G dapat ditulis sebagai berikut
1.2, 50
{1}
G T LT+ 2, ... 0 T,
s +1,q5+2,...,q5 + q5_4,
1+41,142,...,1+12,
{2.3} =413}
Gm-1+ Gm + LGm-1+ qm + 2, .., Gm + Gm-1 + Gm—2;
gs-1+qs+ 1,451 +qs +2,...,95 + g5 + gs5_3,
124+1+4+1,124+1+4+2,...,1+12+8,
{14,15,...,21}
Om-2 F@mi+ Qon P L0021+ Q¥ 2, sl ¥ Q-1 ¥ G2 +
Om-3-
qs—2+Qqs_1+qs+ 1,952 +qs—1 +qs +2,...,45 + 51 + G52 + @53
(22,23, ...27)
G+ +qmt L+ +ut2.Qnmntqum-1++q
G2t +qs+1L,q,++qs+2,...,qs +qs1 ++ Qs

{28,29,30, ...,31}

18



6 8 14
Gambar 3.1.7 Pelabelan graceful pada graf rantai

3. 2 Pelabelan Graceful untuk Graf Corona

Salah satu jenis graf corona adalah C, © K. yaitu cycle dengan pendant titik.
Pada tahun 1979, [5] ditunjukkan bahwa graf ini adalah graceful. Melanjutkan
gagasan Frucht, akan dipelajari pelabelan graceful untuk graf corona C, © mK,,
yang dihasilkan pada setiap cycle dengan m pendant titik (m > 1). Untuk
menghindari nomor yang berlebih pada gambar, pelabelan €, ® mK; dibuat dalam
bentuk array dengan n kolom dan m + 1 baris. Baris pertama berisi label C,, dan

baris berikutnya berisi label dari setiap pendant. Dapat dilihat pada Gambar 3.2.1.
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24 23 1 2 21 20 4 5

VAY;

13 10

7

i 1T 14

16
15 2 ar A

Gambar 3.2.1 Contoh pelabelan graceful pada graf Cg © 2K,

18

Dalam bentuk array dapat ditulis sebagai berikut:

0,22,3,19,7,16,10,13
Cs O 2K,:{23,1,20,4,17,8,14,11
24,2,21,5,18,9,15,12

Teorema 3.2.1 Graf corona C, @ mK, adalah graf graceful untuk setiap bilangan
bulat positifn = 3 danm = 1.
Bukti : Perhatikan cycle vy, v, ..., Uy, vy, dan didefinisikan v; ; adalah titik berderajat
satu yang bertetangga dengan v; (1 <i<n dan1 <j < m).
Perhatikan empat kasus berikut :

i. Bilan =0 (mod 4), pelabelan f didefinisikan sebagai pelabelan graceful dari

C, © mKj, yaitu:

n
(m+ 1k, 0<ks<——

f(v2k+1)z n
(m+ 1)k+1,25k5n—1

fa)=m+Dn-k+1,1<k<

NS

20



dan

f(vij) =

(m+n—f(vy;)—j+1, 15i%

N3

Contoh 1:

Tentukan pelabelan graceful untuk C, © 3Kj.

Solusi

: Untuk menentukan pelabelan graceful untuk graf

dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:

,(1<j<m

n
(m—1)n—f(vi)—j+2,§+1SiSn,l <j<m

Cy O 3K,

1. Akan digambarkan graf C, ® 3K; dengan n = 4 dan m = 3. Lalu beri

label pada setiap titiknya. Titik pada cycle diberi label vy, v,, v3 dan v,,

sedangkan titik pada pendant diberi label

V1,1, V1,2, V1,3, V2,1, V2,2, V2,3,V3,1, V32, V3.3, Vs 1, Va2 dan vy 3.

Pemberian label pada graf C, © 3K, dapat dilihat pada Gambar 3.2.2.

v1,3 vZ 1
V1,2 V3,2
vl,l L @ 1?2'3
v1 vZ
Uy U3
V43 @ V3,
Va2 V3,
LZ% V33

Gambar 3.2.2 Pemberian label pada graf C, © 3K;

21



2. Hitung bobot titik pada cycle.

f(vy) =(m+1k,k=0
=(3+1)0
=10

f(r,) =m+1DMm—-k)+1Lk=1
=B+1D@-1)+1
=(4x3)+1
=12+1
=13

flvs) =(m+1k+1,k=1
=B+11+1
=(4x1)+1
=4+1
=5

flvy) =(m+1Dn—-k)+1,k=2
=B+1)4-2)+1
=(4x2)+1
=8+1
=9

3. Hitung bobot titik pada setiap pendant.

f(vy1) =m+Dn—f(w)—j+1i=1j=1

=3+1)4-0-1+1

22




fraz) =m+Dn—f)—j+1Li=1j=2
=(3+1)4-0-2+1
=(4x4)-1
=15

f(viz) =m+n—fv)—-j+1i=1j=3
=(3+1)4-0-3+1
=(4x4)-2
= 14

flrah) =m+Dn—fw))—j+1,i=2j=1

=(3+1)4-13-1+1

=(4x4)—13
=16—13
=3
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f(vyz) =m+Dn—fw)—j+1,i=2,j=2

=(3+1)4-13-2+1

=(4x4)—14
=16— 14
=2

f(ve3) =(m+Dn—f(w)—j+1,i=2,j=3
=3+1D4-13-3+1
=(4x4)-15
=16—15
=1

f(vs1) =m+Dn—f(v3)—j+2,i=3,j=1

=(3+1)4-5-1+2

=(4x4)—4
=16—4
=12

f(”s,z) =m+In—-f(vz)—j+2,i=3,j=2

24



—(3+1)4—5-2+2
-(4x4)-5
=16-5
=1
f(vss) =m+Dn—f(vy)—j+2,i=3,j=3

=(3+1)4-5-3+2

=(4%x4)-6
=16—6
=10

f(vg) =m+1Dn—f(v)—j+2i=4j=1
=(3+1)4-9-1+2
=(4x4)—8
=168
=8
f(ves) =(m+1n—f(v)—j+2,i=4,j=2

={3%1)4—9—=2+2

25



=(4x4)-9

f(v4j3) =m+1n—f(vy)—j+2i=4j=3

=(3+1)4-9-3+2

=(4x4)-10
=16— 10
=6

Maka, didapat pelabelan graceful untuk graf C, ® 3K, seperti pada Gambar

3.83.

14
15 : 2
16 ® 7Y
0 13 :
9 5
6 e o2
74 11
8 10

Gambar 3.2.3 Pelabelan graceful pada graf C, © 3K,
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Dalam bentuk array dapat ditulis sebagar berikut:

C, ® 3Ky

ii. Bilan =1 (mod 4), pelabelan f didefinisikan sebagai pelabelan graceful dari

C, ® mK,, yaitu:

n—1 n—1
(m + Dk, Osks—z . s 2
f(Vaks1) = n—1
(m+1k-1, k = 2
n-—1
(m+1)(n—-k)+1,1$kST
fa) = n+3 n—1
m+1)n—-k),—<k<
4 2
dan
s n—3
(m+Dn—f@)—j+1, 1<is——1<j<m
n—1
(m+1n-f(v)+1, i= 5 and j =
n—1
f(vi,j)=J(m+1)n—f(vi)-j+1,i= 5 ,and2 <j<m
n+1
Gn 5 Die=f{v) =1 =15 i= 2 AEJEm
n+3

L(m 3 1)?1 —f(vi) _j:

Contoh 2:
Tentukan pelabelan graceful untuk C5 © 3K;.
Solusi : Untuk menentukan pelabelan graceful untuk graf Cs5® 3K,

dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:
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1. Akan digambarkan graf C; ® 3K; dengan n = 5 dan m = 3. Lalu beri
label pada setiap titiknya. Titik pada cycle diberi label v4, v, v3, v, dan
vs, sedangkan titik pada pendant diberi label
V1,1, V1,2, V1,3, V2,15 V2,2, V2,3, V3,1, V3,2, V3,3, Va1 Va,20 Va3, Vs 1, Us 2 dan

v5'3 .

Gambar 3.2.4 Pemberian label pada graf €5 © 3K;

2. Hitung bobot titik pada cycle.
fvy) =(m+Vk,k=0
=(3+1)0
=0
f(v,) =(m+1DMn-k)+1,k=1
=@B+1)5-1)+1
=(4x4)+1

=16+ 1




=17

fwy)) =m+Dk—-1,k=1
=3+11-1
=(4x1)-1
=4-1
=3

fwy) =(m+ 1M —k)k=2
=3+1)(5-2)
=4x3
=12

fws) =(m+ Dk, k=2
=(3+1)2
=4x2
=8

o ]

3. Hitung bobot titik pada setiap pendant.

f(vy) =m+Dn—-f(v)—-j+1i=1j=1
=3+1)5-0-1+1
=4 x5)-0
=2 —0

=20



fvz) =m+Dn—fw)—j+1i=1j=2

=(3+1)5-0-2+1

=4 x5)-1
=20—1
=19

f(vyz) =m+n—f(v))—j+1,i=1j=3

=(3+1)5-0-3+1

=(4x5)-2
=20-—2
=18

f(vy1)) =m+1n—f(r)+1,i=2,j=1

=(3+1)5-17+1

=(4x5)—16
=20~ 16
=4

f(vaz) =m+Dn—fw)—j+1,i=2,j=2
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=(B3+15-17-2+1

=(4%5)—18
=3 10
=2

f(vys) =m+Dn—f(v)—j+1,i=2,j=3
=(3+1)5-17-3+1
=(4x5)-19
=20-19
=1

f(vs1) =m+1n—-fws)—j—-1i=3,j=1
=(3+1)5-3-1-1
=(4%x5)—5
=20-5
=15

f(vsz) =(m+Dn—f(v3)—j—1,i=3,j=2

=(341)5—-3—2-1
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=(4%x5)—6
=206
=14
f(vs33) =m+Dn—f(v3)—j—1,i=3,j=3
B 1522 <31
=(4x5)-7
=20-7
=13
f(vsy) =m+Dn-f(v)—ji=4,j=1

=(@3+1)5-12-1

= (4x5)—13
=20-13
&7

f(v4,2) :(m+ l)n—f(v4)—j,i = 4'!)' =2
=(3+41)5-12-2

=(4x5)—14
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=20—-14
=0
fraz) =m+Dn—f(v)—ji=4j=3

={3+1)5 123

={4%5)—15
=20-15
=

f(vs1) =(m+1n—f(vs)—ji=5j=1
=@+1)3-8-1
= (4%5) -9
=20-9
=11

f(vsz) =(m+ Dn—f(vs) —j,i=5,j =2
=(8 +1)5 - 8~2
=(4x5)—10

=20-10
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=10

f(vs3) =(m+1)n—f(ws)—j,i=5,j=3

=(3+1)5-8-3

=(4%x5)—11
=20—-11
=9

Maka, didapat pelabelan graceful untuk graf C5 © 3K, seperti pada Gambar

3R.5.

Gambar 3.2.5 Pelabelan graceful untuk graf C; © 3K,
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Dalam bentuk array, pelabelan graceful untuk graf Cs ® 3K, dapat ditulis

sebagai berikut:

0,17,3,12,8
18, 1,13.5,9
19,2,14,6,10
20.4:15,7.11

C: @ 3K, =

iii. Bilan = 2 (mod 4), pelabelan f didefinisikan sebagai pelabelan graceful dari

C, ® mKj, yaitu:
-2 -2
n+Dk, 0<k<—— ks
N 2 4
f(Vaks1) = n—2
(m+1Dk-1, I — 2
n—2
(m+1)(n—k)+1,1SkST
f(UZk)z n+2 n
m+1)(n—k),—=<k<=-
4 .
dan
-4
((m+Dn—fo)—j+1, ISian L&d
-2
m41in—f(e)kl, i=n—, andj=1
(m+ Dn — f(w) 5
f(vi,j)=*(m+1)n—f(vi)—j+1,i= - ,and2<j<m
(m+1Dn—flv)—j—1, e=g,1s;‘5m
n+2
((m+ Dn—f(v) —J, TSiSn.l <j<m
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Contoh 3:
Tentukan pelabelan graceful untuk Cg © 3K;.
Solusi : Untuk menentukan pelabelan graceful untuk graf Cgy © 3K,

dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:

1. Akan digambarkan graf Cs © 3K, dengan n = 6 dan m = 3. Lalu beri
label pada setiap titiknya. Titik pada cycle diberi label v;, v;, v3, V4, Vg
dan vg.

Sedangkan titik pada pendant diberi label
V1,1, V1,2, V1,3, V2,1, V2,2, V2,3 V3,1, V3,2, V3,3, V4,1, Va2, V4,3, Us 1,

Vs 2, Vs 3, Vg 1, Ve 2, dan vg 3.

Gambar 3.2.6 Pemberian label pada graf C;, ® 3K,
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2. Hitung bobot titik pada cycle.

f(vy) =(m+ 1)k, k=0

=(3+1)0

=0

f@) =m+1n-k+Lk=1

=(B+1)(6-1)+1

=(4x5)+1

=204 1

=33

fvy) =(m+1Dk-1,k=1

=(3+1)1-1

=(4x1)-1

=41

=3

fwy) =(m+1)n—k),k=2

=(3+1)(6-2)

37



—4x4
=16

fws) =(m+ Dk, k =2
=3+1)?

=4x2

fwe) =(m+1)(n—k),k=3
=(3+1)(6-13)
=4x3
=12

3. Hitung bobot titik pada setiap pendant.

flri) =m+Dn—f(r)—j+Li=1j=1

=(3+1)6-0~1+1

=(4x6)—0
=24-0
=34
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f(vi) =m+1n—f(w)—j+1i=1j=2
=(3+1)6-0-2+1
=(4x6)—1

=24 -1

Il
(=)
G

f(L»]'E) m+1n—f(vy)—j+1,i=1,j=23

=3+1)6-0—-3+1

=(4x6)—2
=24 -2
=29

f(vz_,) =m+1n—f(vy))+1i=2,j=1

=3+1)6-21+1

= (4 x 6) — 20
=24 — 20
=4
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flroz) =m+n—f(v)—j+1i=2j=2
=(3+1)6-21-2+1
=(4%x6)—22

s — 42

flva3) =(m+n—f(v,)—j+1,i=2,j=3
} =(3+1)6-21-3+1
= (4 x 6) — 23

=24 — §9

f(vsa) =m+Dn—f(v3)—j—1i=3,j=1
=(3+1)6-3-1-1
=(4x6)-5

=24-5
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f(vs2) =m+Dn—fws)—j—1i=3,j=2
=(3+1)6-3-2-1
=(4%x6)—6
=24—6
= 18
f(vs3) =(m+Dn—fws)—j—1,i=3,j=3
-(3+1)6-3-3-1
=(4x6)-7
=24-7
=47
f(var) =m+Dn—fw) —ji=4j=1

=(3+1)6—-16—-1

=(4x6)—-17
=24 —17
=7
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f(vaz) =m+Dn—f(v) —ji=4j=2

=(3+1)6-16-2

= (4% 6)—18
=24-18
=6

f(vas) =(m+Dn—f(vy)—ji=4j=3
=(3+1)6-16-3
=(4x6)—19
=24 — i
=

f(vs1) =m+n—f(ws)—j,i=5j=1

=(3+1)6-8—-1

=(4x6)—9
=24-9
=15
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f(vsy) =(m+1n—f(vs) —j,i=5,j=2

=(3+1)6—-8-2

=(4%x6)—10
=24 —-10
=14

f(vs3) =(m+n—f(vs)—j,i=5j=3

={3+1)6—-8-3

=(4x6)—11
=24-11
=13

f(v61) =(m+ Dn—f(ve) —j,i=6,j=1
=(3+1)6-12-1
=(4x6)—-13
=24-13

=11

43



f(vez) =(m+ Dn—f(ve) —j,i=6,j =2

=(3+1)6-12-2

=(4x6)—14
=24 — 14
=10

f(ves) =(m+ Dn—f(ve) —j,i=6j=3
=(3+1)6—-12-3
=(4x6)—15
=24—15

=9



Maka, didapat pelabelan graceful untuk graf C¢ © 3K, seperti pada Gambar
3.2.7.

2
4 |
8. 19
23 8
24 17
9 /i
10 6
11 )
13 15
14

Gambar 3.2.7 Pelabelan graceful pada graf Cg © 3K,

Dalam bentuk array, pelabelan graceful untuk graf Cq © 3K, dapat ditulis

sebagai berikut:

0,21,316, 812
22 1.17,5,13,9
Ce ©3K1=193") 18,6,14,10
24,4,19,7,15,11
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iv.  Bilan = 3 (mod 4), pelabelan f didefinisikan sebagai pelabelan graceful dari

C, ® mK,, yaitu:

n=3
(m+ 1k, OSkST
fWaks1) = v o n+5 i e %
(m+ Dk+1, .
n— 1
f(v2k)=(m+1)(n—k)+1,1skST
dan
n -+l
m+1)n—-f(v;)—j+1, 1=<ix > VS jEm
f(vi-f)z _ n+3
m-1n—-f(v)—j+2 > cSisnl<jEm
Contoh 4:

Tentukan pelabelan graceful untuk C; © 3K, .

Solusi : Untuk menentukan pelabelan graceful untuk graf C; © 3K,,

dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:

1. Akan digambarkan graf C; © 3K; dengan n = 3 dan m = 3. Lalu beri
label pada setiap titiknya. Titik pada cycle diberi label v,, v,, dan v,.

Sedangkan titik pada pendant diberi label

V1,1, V1,2, V1,3, V2,1, V2,2, V2,3, V3,1, V32, dan v3 5.
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Gambar 3.2.8 Pemberian label pada graf C; © 3K,

2. Hitung bobot titik pada cycle.

f(vy) =(m+ 1)k, k=0

=(3 +4)0

fw) =(m+1)n-k)+1,k=1

=(EB+1(E3-1)+1

=(4x2)+1

=5+ 1
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f(r3) =(m+Dk+1,k=1
=3+1)1+1
=4x1)+1

=4+1

3. Hitung bobot titik pada setiap pendant.

f(vl,l) =(m+1n-fv))—-j+li=1j=1

=(3+1)3-0~-1+1

=(4x3)-0
il
=12

flvz) =m+n—f(v)—j+1i=1,j=2
=(B+1)3-0-2+1
=(4x3)—-1
=12-1

=11
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f(vys) =m+n—f(w)—j+1i=1j=3

=3+1)3-0-3+1

=(4x3)-2
=1L£—2
=10

flva) =m+n—fr))+1,i=2j=1

=(3+1)3-9+1

=(4x3)-9
=12-9
=3

flvaz) =m+1n—fw)—j+1,i=2,j=2

=B+ 1)3=9-241

=(4x3)-10
=12-10
=2
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f(vys) =m+1n—f(w)—j+1i=2,j=3
=(3+1)3-9-3+1
=(4x3)-11
=12 =1l
=1
f(vs1) =(m+Dn—f(v)—j+2,i=3j=1
=(3+1D3I-5-1+2
=(4x3)—4
=12—-4
=4
f(vs2) =(m+n—f(v)) —j+2,i=3,j=2

=(3+1)3-5-2+2

=(4x3)-5
=12 -5
=7
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f(vss) =m+1n—f(v3)—j+2i=3,j=3
=(34+1)3—-5-3+2

=(4%x3)—6

Maka, didapat pelabelan graceful untuk graf €3 ©® 3K, seperti pada Gambar

3.29.

Gambar 3.2.9 Pelabelan graceful untuk graf C; @ 3K,

Dalam bentuk array, pelabelan graceful untuk graf C; © 3K; dapat ditulis

sebagai berikut:
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n
Pelabelan graceful untuk Cg ® 2K; diberikan dengan menggunakan Teorema

3 Kasus 1.

Vit Vyp V3 Vp, V3, Van Vsr Va2

vy Uy V3

Vg

Vg Vs

Uy Vg
Vg2 Vg1 V72 V71 Ve,2 V6,1 Vs 2 vsll

Gambar 3.2.10 Pemberian label pada graf Cg © 2K;

Solusi : Untuk menentukan pelabelan graceful untuk graf Cg ©® 2K, dilakukan

langkah-langkah sebagai berikut:

1. Akan digambarkan graf Cg ® 2K, dengan n = 8 dan m = 2. Lalu beri label
pada setiap titiknya. Titik pada cycle diberi label vy, v, V3, V4, Vs, Vg, V7 dan vg.

Sedangkan titik pada pendant diberi label

V1,1, V1,2) V2,1, V2,2, V3,1, V3,2 Va1, Va2) Vs 1, Vs 20 Vs 1, Ve, 2 V7,1, V7,2, Vg 1, dan vg ;.
Seperti pada Gambar 3.2.10.

2. Hitung bobot titik pada cycle.
f(vl) % (m L ¢ l)k:k =0

=(Z+1)0
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fv,) =(m+1D)(n—-k)+1L,k=1

=2+1)8-1)+1

=3B3x7+1

=21+1

=2

fvs) =(m+ D k=1

=2+ 1)1

=(3x1)

53

fwy) =(m+1)(n—-k)+1,k=2

=(2+1)8-2)+1

=3x6)+1

=184+ 1

=19

fvs) =(m+Vk+1,k=2

=(2+1)2+1
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=(3x2)+1

=6+1

=7

flvg) =(m+1)(n—k)+1,k=3

=248 —-2)+1

=(3x5)+1

=15+4

=186

flw;) =(m+1Dk+1,k=3

8 1 e e

=3x3)+1

=9+1

=10

flvg) =M+ 1VDn-k)+1L,k=4

—2+1)8-4)+1

=B3x4)+1
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3. Hitung bobot titik pada setiap pendant.
f(v1)) =m+Dn—fw)—j+1,i=1j=1
sldaii—-0-14+1
=(3x8)—-0
=24
fvy2) =m+Dn—f(v)—j+1i=1j=2

=(2+1)8-0-2+1

=(3x8)—-1
=24-1
=23

f(va1) =m+Dn—f,)—j+1Li=2j=1
=(2+1)8—22-1+1
=(3x8)—22

=24-22
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fvo2) =m+Dn—fw)—j+1i=2,j=2
=(2+1)8-22-2+1
=(3x8)—23
=24 —23
=1

f(vs31)) =m+n—fwy)—j+1,i=3,j=1

=(2+1)8—-3-1+1

=(3x8)-3
=24—3
=21

f(vsz) =m+1n—f(ws)—j+1,i=3,j=2
=2eP=T v 2+ 1
- (3x8) -4
=244

=20
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fog) =m+Dn—f(w)—j+1,i=4,j=1

=(2+1)8—-19-1+1

=(3x8)—-19
= 2419
=0

f(vaz) =(m+Dn—f(w)—j+1i=4j=2

=(24+1)8—-19-2+1

-(3x8)-20
=24 -20
=4

f(vsy) =m+Dn—f(vs) - j+2i=5j=1
=(24+1)8-7-1+2
=(3x8)—6
=24—6

=18
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flvsz) =(m+Dn—f(vs)—j+2,i=5j=2

=(2+1)8-7-2+2

=3x8 ~7
=247
=1y

f(vg1) =(m+Dn—flvg) —j+2,i=6,j=1

=(2+1)8-16—-1+2

=(3x8)—15
=24-15
=9

f(vs2) =(m+1n—f(ve) —j+2,i=6,j=2

=(2+1)8—-16—242

=(3x8)—16
=24—16
=8
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flvz) =m+Dn—fw)—j+2,i=7j=1
=(2+1)8-10-1+2

=(3x8)—-9

f(vu) =m+1n—-f(ry)—j+2,i=7j=2

=2+ 18~10—24+2

=(3x8)—10
=24-10
=14

f(vg1) =(m+n—f(vg) —j+2,i=8j=1

=(2+1)8-13-1+2

= (3%8)—12
=24—12
=12
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f(vgz) =(m+Dn—f(vg) —j+2,i=8j=2
=(2+1)8—-13-2+2
=(3x8)—-13
= 2413
=11

Maka, didapat pelabelan graceful untuk graf Cg ® 2K, seperti pada Gambar

32.11.

28038 2 1 21 20 5 4
(/ Ef
0 22 3 19
13 10 16 7
PAN,N
12 1114 15 9 8 17 18

Gambar 3.2.11 Pelabelan graceful pada graf Cg ® 2K,

Dalam bentuk array, pelabelan graceful untuk graf Cg @ 2K, dapat ditulis

sebagai berikut:

0,22,3,19,7,16,10,13
Cs O 2K,:4{23,1,20,4,17,8,14, 11
24,2,21,5,18,9,15,12
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh pada Bab IlII, dapat disimpulkan

bahwa:

1. Graf rantai dimana semua blocknya adalah graf bipartit dapat diberikan
pelabelan graceful.
2. Graf corona C,, ©® mK; dengan m pendant dimana m > 1 dan n > 3, juga

dapat diberikan pelabelan graceful.

4.2 Saran
Karena begitu banyak pelabelan graceful yang belum ditemukan, maka
penulis menyarankan untuk mengkaji pelabelan graceful pada graf lainnya, seperti

graf rantai dengan semua blocknya merupakan graf bipartit lengkap dan graf

corona C, © P;.




(1]

(2]

(31

(4]

[3]
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