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ABSTRAK

Graf bintang (star) S, adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu titik
berderajat n + 1 yang disebut dengan pusat, dan n titik lain yang berderajat satu yang
disebut daun.

Untuk graf G = (V,E), sebuah  fungsi bijeksi g: (V(G) v E(G)) —
{1,2,...,[V(®)] + |E(G)|} disebut pelabelan total (a,d )-sisi anti ajaib dari graf G
jika himpunan bobot sisi dari semua sisi di G, w(xy) = g(x) + g(xy) + g(¥),xy €
E(G), membentuk barisan aritmatika W = {a,a + d, ..., +a(e - 1)d}, dengan a
adalah suku pertama dan d adalah selisih bobot sisi. Selanjutnya, pelabelan total
(a,d)-sisi anti ajaib disebut pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib super jika
g(V(®)) = {1,2,...,IV(6)|} dan g(E(G) = { V(D] +1,.., V()] + [E@G)I}.

Graf bintang mempunyai pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib super jika
d€{0,1,2}dann > 1,ataud =3dan1 <n < 2.

Kata kunci : Graf Bintang, Pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi. Pengaitan
titik-titik pada graf membentuk sisi dan dapat dipresentasikan pada gambar
sehingga membentuk pola tertentu. Pola-pola yang terbentuk didefinisikan dan
dikelompokkan menjadi kelas-kelas graf. Beberapa kelas graf menurut banyaknya
sisi yang terkait (incident) terhadap titik antara lain graf reguler, yang derajat
setiap titiknya adalah sama dan graf irreguler, yang derajat setiap titiknya ada
yang tidak sama.

Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek kajiannya
berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan sisi serta himpunan
bagian bilangan asli yang disebut label. Pelabelan tersebut pertama kali
diperkenalkan oleh Sedladek (1964), kemudian Stewart (1966), serta Kotzig dan
Rosa (1970).

Secara umum, pelabelan adalah pemetaan satu-satu yang memetakan unsur
himpunan titik dan atau unsur himpunan sisi ke bilangan asli yang disebut label.
Pelabelan titik (vertex labeling) adalah pelabelan dengan domain himpunan titik,
pelabelan sisi (edge labeling) adalah pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan
pelabelan total (total labeling) adalah dengan domain gabungan himpunan titik
dan himpunan sisi.

Terdapat beberapa jenis pelabelan graf, diantaranya adalah pelabelan ajaib
dan pelabelan anti ajaib. Jika graf memiliki bobot titik atau bobot sisi yang sama,

maka graf ini disebut graf dengan pelabelan ajaib. Jika graf memiliki bobot titik




atau bobot sisi yang berbeda, maka graf ini disebut graf dengan pelabelan anti
ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda dan himpunan bobot
sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmatika {a,a + d, ...,a + (e — 1)d},
dengan suku pertama a dan beda d, maka pelabelan tersebut dinamakan pelabelan
total (a, d)-sisi anti ajaib.

Salah satu aplikasi pelabelan graf yang digunakan saat ini adalah dalam
pengkodean pada radar dan peluru kendali. Dalam perang di dunia modern ini
penggunaan peluru kendali sudah tidak asing lagi. Penggunaan peluru kendali
mengurangi perang secara fisik dalam jarak dekat, karena peluru kendali dapat
diluncurkan dari jarak jauh. Dalam peluncurannya perlu diperhitungkan secara
matang agar tepat sasaran. Untuk mengantisipasi kedatangan peluru kendali dari
pihak musuh, peluru kendali ini dapat dideteksi dengan menggunakan pendeteksi
sinyal radar, sehingga dapat dilakukan antisipasi secepat mungkin. Desain penting
dari kode nonperiodik untuk sinyal radar dan peluru kendali ini sama dengan
pelabelan pada graf bintang, dimana setiap titik yang terhubung dengan titik pusat
dihubungkan dengan satu sisi yang mempunyai label yang selalu berbeda. Label
sisi ini menggambarkan jarak antar titik, sedangkan titiknya merupakan posisi

pada saat sinyal dikirimkan [3].

1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana cara
menentukan pelabelan total (a, d)-sisi-anti ajaib pada suatu graf, dimana a adalah

bobot sisi minimum dan d adalah selisih bobot sisi.




1.3  Pembatasan Masalah

Pada tulisan ini, permasalahan dibatasi pada pelabelan total (a, d)-sisi-anti
ajaib untuk graf bintang S,, dengan n + 1 titik.
14  Tujuan

Adapun tujuan dalam penulisan tugas akhir ini adalah menunjukkan
bahwa graf bintang S,, dapat dilabeli dengan pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib
dengan batasan d < 3.
1.5  Sistematika Penulisan

Bab I berisikan pendahuluan yang didalamnya tercakup latar belakang,
permasalahan, pembatasan masalah, tujuan dan sistematika penulisan tugas akhir
ini. Konsep dasar dari teori graf berupa definisi, pengertian pelabelan total (a, d) -
sisi-anti ajaib, serta beberapa definisi dan lema pendukung yang digunakan untuk
menyelesaikan permasalahan tugas akhir ini disajikan pada Bab II sebagai
landasan teori. Kemudian, pembahasan dari permasalahan tersebut akan diuraikan
pada Bab III, yaitu pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib pada graf bintang S;.
Penulisan tugas akhir ini diakhiri dengan bagian kesimpulan yang disajikan pada

Bab IV.




BAB I
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas beberapa konsep dasar dan istilah dalam graf
serta notasi yang akan digunakan pada bab-bab selanjutnya. Semua konsep dikutip
dari [4]. Bahasan pada bab ini adalah pendefinisian graf, graf bintang, pelabelan

graf dan beberapa definisi serta lema pendukung.
2.1  Definisi Graf

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis
dengan G = (V,E), dimana V adalah himpunan tak kosong dan E adalah
himpunan pasangan tak terurut dari elemen-elemen V. Elemen-elemen dari
V disebut titik (vertex) dari G dan elemen-elemen dari E disebut sisi (edge) dari
G. Himpunan titik dari G dinotasikan dengan V(G) sedangkan himpunan sisi dari
G dinotasikan dengan E(G). Jadi graf G yang terdiri dari n titik dan m sisi
memberikan V(G) = {vy, 75, ...,v,} dan E(G) ={ej, e;, ...,en} di mana e; =
vj, vy untuk v;, v€e V(G),j # k dan j,k € {1,2, ...,,m}. Banyaknya titik yang ada
pada graf G adalah v = |V(G)|, dan disebut orde (order) dari G, sedangkan
banyaknya sisi pada graf G adalah e = |E(G)|, dan disebut ukuran (size) dari G,
sebagai contoh dapat dilihat pada Gambar 2.1.1.

151 € Uy

Gambar 2.1.1 Graf G,




Gambar 2.1.1 menunjukkan sebuah graf, misal graf G; yang mempunyai titik
V(G) = {Vi, V,, V3, 174} dan sisi E(G) = {el, €5, €3,8,4, €5, 64,67, ea}. Jadi

|[V(G)| = 5 dan |E(G)| = 8.

Misalkan v; dan v; adalah titik pada graf G untuk suatu i dan j tertentu,
i # j. Titik v; dikatakan bertetangga (adjacent) dengan v; bila terdapat sebuah
sisi yang menghubungkan v; dan v; . Misalkan e = (v;v;), maka e dikatakan
terkait (incident) dengan v; dan vJ Pada Gambar 2.1.1, titik v; bertetangga
dengan v,,v,dan vs, tetapi v; tidak bertetangga dengan v;, sementara sisi e

terkait dengan v, dan v,.

Derajat (degree) dari titik x di G adalah banyaknya sisi yang terkait
dengan titik x, dinotasikan dengan d(x). Jika d(x) = 0, maka x dikatakan titik
terisolasi. Derajat minimum dari G, dinotasikan dengan §(G), adalah derajat
terkecil dari titik-titikk di G, sedangkan derajat terbesarnya disebut derajat
maksimum dari G, dinotasikan dengan A(G). Jika setiap titik mempunyai derajat
yang sama maka graf G disebut graf regular. Sebuah graf G dikatakan r-regular
atau regular dengan derajat r, jika setiap titik pada graf Gmempunyai derajat r.

Sebagai contoh, graf G pada gambar 2.1.2 adalah graf 3-regular.

%]

V3 Vs
Gambar 2.1.2 Graf 3-regular G,
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Gambar 2.1.3 Graf G;

Graf G3 pada gambar 2.1.3 adalah sebuah graf dengan titik- titik vy, v, v3 dan v,,
di mana d(v,) = 3 dan d(v;) = d(v3) = d(vs) = 1. Maka dapat dilihat bahwa

6(G) = 1dan A(G) = 3.

Jalan (walk) dengan panjang k adalah barisan vy, ;,v;, €, ..., €, Vi, di
mana v; € V(G) dan ¢; € E(G) untuk i = 0,1, ...,k danj = 1,2,..., k yang terdiri
dari titik dan sisi di G. Panjang (length) dari jalan adalah banyaknya sisi dari
barisan tersebut. Jalur (trail) adalah jalan di mana tidak ada sisi yang berulang.
Lintasan (path) adalah jalan dimana tidak ada titik yang berulang. Jalan
dikatakan tertutup jika memiliki panjang dengan titik akhir yang sama. Lintasan

tertutup dinamakan juga siklus (cycle).

Dua atau lebih sisi-sisi yang saling menghubungkan sepasang titik disebut
sisi ganda (multiple edge). Sementara sisi yang menghubungkan suatu titik
dengan titik itu sendiri disebut loop. Graf yang dikaji pada tulisan ini adalah graf

sederhana, yaitu graf yang tidak memuat loop dan sisi ganda.

(a) (b)
Gambar 2.1.4 (a) Graf sederhana, (b) Graf yang memuat sisi ganda




2.2  Graf Bintang (Star)

Graf bintang (star) S, adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu
titik berderajat n + 1 yang disebut dengan pusat, dan n titik lain yang berderajat

satu yang disebut daun.

APt

Gambar 2.3.1 Graf Bintang

2.3 Pelabelan Graf

Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang pemetaan atau fungsi yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat positif.
Domain dari pemetaan tersebut dapat berupa himpunan semua titik atau himpunan
semua sisi, atau himpunan semua titik dan sisi. Berdasarkan domainnya, pelabelan
berturut-turut disebut pelabelan titik (verfex labeling), pelabelan sisi (edge

labeling) dan pelabelan total (total labeling).

Jumlah label titik dan label semua sisi yang menempel pada titik tersebut
disebut bobet titik (vertex-weight). Jumlah label sisi dan label dua titik yang

menempel pada sisi disebut bobot sisi (edge-weight).

Jika graf memiliki bobot titik atau bobot sisi yang sama, maka graf ini
disebut graf dengan pelabelan ajaib atau dinamakan juga graf ajaib. Jika graf

memiliki bobot titik atau bobot sisi yang berbeda, maka graf ini disebut graf




dengan pelabelan anti ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda

dan himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmatika {a, a +

d .

.,a+ (e —1)d}, dengan suku pertama adan selisih bobot sisi d maka

pelabelan tersebut disebut pelabelan total (a,d)-sisi-anti ajaib.

Misal G = (V,E) dengan |V(G)| =v dan |E(G)| = e. Berikut adalah

beberapa jenis pelabelan (a, d)-anti ajaib pada G, yang dikutip dari [1] :

a)

b)

Pelabelan sisi (a, d)-titik anti ajaib (Vertex-antimagic edge labeling)

Graf G dikatakan mempunyai pelabelan sisi (a,d) titik anti ajaib jika
terdapat bilangan bulat a > 0, d > 0 dan f;: E(G) - {1,2, ..., e}, sedemikian
sehingga himpunan bobot titik dari G notasikan W; = {w(v)|w(v) =
¥ fi(uv), uv € E(G)} dapat ditulis sebagai W, = {a,a+d,...,a +
(v — 1)d} untuk svatua > 0,dand = 0.

Pelabelan total (a, d)-titik anti ajaib (Vertex-antimagic total labeling)

Sebuah fungsi bijeksi f, : V(G)UVE(G) = {1,2,..,v+e} dikatakan
pelabelan total titik-anti ajaib pada graf G jika himpunan bobot titik untuk
semua titik di G, W, = {w(x)| w(x) = fo(x) + X fy(xy), xy € E(G)} dapat
dituliskansebagai W, = {a,a + d, ...,a(v — 1)d}, untuk svatu a > 0, dan
d=0.

Pelabelan titik (a, d)- sisi anti ajaib (Edge-antimagic vertex labeling)

Graf G dikatakan mempunyai pelabelan titik (a,d)-sisi anti ajaib jika
terdapat f3:V(G) = {1,2,...,v} sedemikian sehingga himpunan bobot sisi

untuk semua sisi di G, W5 = w(uw)| w(uv) = f3(u) + f3(v), u,v € V(G)},




dapat ditulis sebagai W5 = {a,a+d,a +d,..,a + (e — 1)d}, untuk suatu

a>0dand >0.
d) Pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib (Edge-antimagic total labeling)

Pelabelan total sisi anti ajaib dari graf V,E didefinisikan sebagai pemetaan
satu-satu f;: V(G) VE(G) — {1,2,...,v,v + 1, ..., v + e}, sedemikian
sehingga himpunan bobot sisi W, = w(uv)| w(uv) = fy(u) + fo(uv) +
fa(v),uv € E(G)} himpunan bobot sisi dapat ditulis sebagai W, = {a,a +
d,a+ 2d,..,a+ (e —1)d}, untuk suatua > 0 dand = 0.
2.4  Definisi dan Lema pendukung
Definisi 2.4.1 [2] Sebuah fungsi bijeksi g:V(G)UE(G) - {1,2,..,v+e}
disebut pelabelan total (a,d)-sisi-anti ajaib dari graf G jika himpunan bobot sisi
dari semua sisi di G, notasikan W ,dapat ditulis sebagai W = {a,a +d,...a +

(e — 1)d}, untuk bilangan bulat a > 0 dand = 0.

Pelabelan total (a, d)-sisi-anti ajaib g disebut pelabelan total (a, d) sisi anti ajaib

super jika g(V(G)) = {1.2,..v}dan g(E(@)) = {v+ L v+2,..,v+e}.

Lema 2.4.2 [2] Misalkan terdapat barisan A = {c,c + 1,c + 2, ...c + k}, untuk

suatu k genap. Maka terdapat suatu permutasi I1(¥) dari elemen U sehingga

A+ M) = (2c+5, 20+ 5+ 1,20+ 542,20+ 5 - 1,2+ 53,

Bukti :



Misalkan terdapat barisan U = {a;|la; =c+ (i—1),1 <i < k+ 1}, dengan k

genap. Didefinisikan IT(%) = {b;|k <i <1} di mana elemen-elemen dari U

didefinisikan sebagai berikut :
Kk -1 L )
c+§+T, jika i ganijil, 121 Ek+1
bi= i
2=1
c+k+——i—, jika i genap, 28l KR
» Untuk i ganjil,
’ k11
ai+bi=c+(t—1)+c+-—+—*——-
2 2
- LR
=26t 240

Untuki = 1,3,... ,k— 1,k + 1, diperoleh

k 1-1 k 3-1 k k—-1-1 k
QI+H(QI)--{ZC+;+—2—-,2C+-2-+—2—,.....,ZC+-2—+—“;—-,2C+E+

(k+;-1)}

{2C+2, 2C+2+1,.....,2C+2 1;2C+2}

» Untuk i genap

2—1i
ai+bf=c+(i-1)+ C+k+—2'—

=2c+k+> . (2.4.1)
Untuk i = 2,4, ..,k — 2,k

A+ 1) = {2c+k+%.2c+k+-:-,.....,2c+k+-k;—2,26+k+§}

- {2c +k+1,2c+k+2,....20+3 - 1,2c+%} . (2.4.2)
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Dari persamaan (2.4.1) dan persamaan (2.4.2), diperoleh

A+ = (@ +bl1 < i<k ={c+5+ Siganji1 <i <k +1}u
ek s _
[C+k+ —-ligenap,2 <i Sk}
* k 2k 2k
={2c+f 204541, 20+ % - 120+ TJu{2e +k+ L2c +
3k 3k
k+2,.....,2C+?—1,2C+?}
L g k 3k 3k
_{20+;,2c+;+1,2c‘+;+2,...,2c+?—1,2c+?}. .

Lema 2.4.3 [2] Misalkan terdapat barisan B = {c,c+1, ¢+ 2,...,c + %, c+

v +E s T 1}untuk suatu k ganjil. Maka terdapat

2 2

sebuah barisan bilangan bulat R = {1,2,3, ...,k + 1} sehingga barisan B + R

terdiri dari bilangan bulat terurut.
Bukti :

Misalkan k ganjil, k > 1dan®= {p| py = c-1+ i1 < i < E2)u

ilpi=c+ i,g”—a) < i < k+1}. Pembuktian dibedakan menjadi tiga
p 2
kasus.

1. KasusI: k + 1= 2 (mod 6)

Untuk k > 1definisikan barisan R= {r;]1 < i < k + 1} sebagai

berikut:
k+1—2i jika i=1(mod3) dan 1<i <"—2—
r={k+1—2i, jika i=2(mod3) dan 2 <i <!‘2—1
k+4—2i, jika i=0(mod3) dan 3<i <2
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k+1, jika i=——
L k+3
k, jika I=T

2k+1—-2i, jika i=0(mod3) dan ’%"‘-sts:c—1
r={2k+1-2i, jika i=1(mod3) dan =-<i<k
2k +4-2i, jika i=2(mod3) dan -<i<k+1

2. Kasus2:k + 1 =4 (mod 6)

Untuk k > 3, gunakan barisan berikut R ={r|1<i < k+1}

( k, fkai=1
' k+1
"Zlk+1, jika i=——

( ey B Ll
k + 4 — 2i, jikai = 1(mod 3) dan 4515—2—

k-1
rn=1{k+1-2i, jikai=2(mod3) dan 2 sts——z—
k-1
\k+1—2i, jika i = 0 (mod 3) dan 3 SEST

2k +4—2i, jika i=1(mod3) dan $5isk+1

r={2k+1-2i, jika i=2(mod3) dan - <i<k-1

2k+1-2i, jika i=0(mod3) dan L<ic<k
3. Kasus3:k+1=0(mod6)

Untuk k > 5, dikonstruksikan barisan R = {r; | 1 <i < k + 1 } dengan cara

berikut:
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k+1—2i jika i =1(mod3) dan 45i<%
r, ={k+4—2i jika i =2(mod3) dan 55i<'—‘;—1
k+1-2i jika i=0(mod3) dan 3<i<—

( . w k+9
2k +1-—2i jika i = 1(mod 3) dan > <i<k—1
k+11
=1 2k+1-2 jika i =2(mod 3) dan 5 <izk
. L %139
2k + 4 - 2i jika i = 0(mod 3) dan <i<k+1

Dapat disimpulkan bahwa untuk semua kasus, barisan 8 + R terdiri dari bilangan

bulat berurutan. ®
Contoh 1:

Misalkan diberikan k = 15, maka B = {c,c+ 1,c+ 2,..,c+6,c+7,c+8,c +
9,c+10,..,¢c+ 16} dan R = {1, 2, ..., 16}, sehingga B + R terdiri dari bilangan

bulat terurut.

Karena k = 15, maka dapat ditulis k + 1 = 4 (mod 6). Sehingga pada contoh ini

digunakan pembuktian Lema 2.5.3, bagian kasus 2. s

Kasus 2 : k + 1 = 4 (mod 6) \ -» 5118 | AV \
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=15+ 1= 4 (mod 6)

B={plpi=c-1+il1=i s@}u{m pi = c+i,

ED<i < k+1).

R={r]1<i<16}
Dengan k + 1 = 16 diperoleh r; sebagai berikut :

15 jika i=1

”'heﬁMi=8

19—-2i, i=1(mod3) dan 4<i<7
r;=416-2i, i=2(mod3) dan 2<i<7 ...(2.4.3)
16 —2i, i=0(mod3) dan 3<i<7

Persamaan (2.4.3) diuraikan menjadi :

e 1=19-2i, i=1(mod3); 4<i<7
r; =511 untuk i = 4,7

o 1;=16—-2i, i=2(mod3); 2<i<7
r;=6untuk i =5

e 1,=16—2i, i=0(mod3);3<i<7

1, =4,10 untuk i = 3,6

34—-2i,i=1(mod3) dan 10<i<16
1;,=431-2i, i=2(mod3) dan 11<i<15
31—2i, i=0(mod3) dan 9<i<15

o 1n=34-2i,i=1(mod3); 10<i<16

1, =28 untuki=13,16
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e 17=31-2i, i=2(mod3); 11<i<15
r; =3 untuk i = 14

e 1,=31-2i, i=0(mod3)dan9 <i<15

e 1;=1713untuki=9,12,15

Jadi diperoleh B + R = {1,2,3, ...,16}.
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BAB Il
PELABELAN TOTAL (a,d) SISI ANTI AJAIB
PADA GRAF BINTANG

Pada bab ini akan dijelaskan tentang pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib

pada graf bintang S,,, untuk n = 1.

Misalkan x, adalah titik pusat dan x;, 1 <i < n, adalah daunS,,n 2= 1.
Pertama-tama diberikan batas atas untuk parameter d pada pelabelan total (a, d)-

sisi-anti ajaib super terhadap graf bintang S,,.

Teorema 3.1 Jika graf bintang S,,n = 1 adalah pelabelan total (a, d)-sisi-anti

ajaib super makad < 3.
Bukti :

Misalkan terdapat pemetaan bijeksi g :V(S,) UE(S,) - {1.2,...2n+1}
yang merupakan pelabelan total (a,d) sisi anti ajaib super. Misal
W={w(xy)| w(xy)=g(x)+£0)+&(xy). xy € E(Sn)}={a, atd, a+2d,..., a+(n-1)d}
adalah himpunan bobot sisi. Bobot sisi minimum yang mungkin untuk graf
bintang S,, diperoleh dengan cara :

e Titik pusat xq diberi label g(x,) = 1, salah satu titik pada daun, misalkan

x;, diberi label g(x;) = 2 sementara sisi xox; diberi label g(xox;) =

n + 2, untuk suatu i, 1 < i < n. Maka diperoleh :
w; = g(xo) + g(xox;) + g(x:)

=1+2+(n+2)

=n+5




sehingga :
n+5<a k1)
Selanjutnya, bobot sisi maksimum diperoleh dengan cara :

e Titik pusat x,dilabeli dengan g(x,) =n+ 1, titik lain, misalkan x;
dilabeli dengan g(x;) =n sementara sisi xox; diberi label g(xox;) =

2n + 1, untuk suatu j, 1 < j < n. Maka diperoleh
wi = g(x) + g(xo%;) + 9(x;)
=(n+1)+n+(2n+1)
=4n+2
sehingga
a+(n—1)d<4n+2 1. {3.2)

Dari pertaksamaan (3.1) dan pertaksamaan (3.2), diperoleh :

n+5+(n—-1d<a+(n—1)d<4n+2
o n-1)d<4n+2-(n+5)

& nm-1)d<3n-3
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Teorema 3.2 Graf bintang S,,n = 1 mempunyai pelabelan titik (a, 1)-sisi-anti
ajaib.
Bukti :

Misalkan f:V(S,) — {1,2, ...,n + 1} adalah pelabelan titik dari graf S,.
Bobot sisi untuk setiap sisi e; = xpx;, adalah w(e;) = f(xp) + f(x;), untuk
setiap i = 1,2, ..., n. Himpunan bobot sisi, namakan W adalah {a,a+1,..,a+
(n — 1)} jika dan hanya jika nilai f(x;), untuk 1 < i < n adalah bilangan bulat
berurutan. Misalkan label dari titik pusat f(x,) = 1 atau f(x,) = n + 1, maka

diperoleh dua kemungkinan himpunan bobot sisi, yaitu :

i. Jika f(xo) =1 dan f(x;) ={2,3,..,n+ 1} untuk i = 1,2, ...,n maka

diperoleh

w(e;) = f(xo) + f(x0)

=1+j, untukj€{2,3,..,n+1},

dan

W={w(e)li=1,2,..,n}

= {3,4,..,n+ 2}

ii. Jika f(xo)=n+1 dan f(x;)={1,23,..,n} untuk i=12,..,n
maka diperoleh
w(e;) = f(xo) + f(xi)

=(n+1)+i, untukie€({l,2,..,n},
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W ={w(e)li=12,..,n}
={n+2,n+3,...2n+1}

Dapat disimpulkan bahwa jika label titik pusat f(xp) =1, maka
himpunan bobot sisi W = {3,4,...,n+ 2}, sementara jika label titik pusat
f(xo) =n+1 , maka himpunan bobot sisi yang diperoleh adalah
W ={n+2n+3,..,2n+ 1}. Sehingga graf bintang S, mempunyai pelabelan

titik (3,1)-sisi anti ajaib atau pelabelan titik (n + 2,1)-sisi anti ajaib. [ ]

Gambar 3.1 Pelabelan titik (a, 1) sisi anti ajaib pada graf bintang S,

Teorema 3.3 Graf bintang S, ,n = 1 mempunyai pelabelan total (a, 0)-sisi-
anti ajaib super dan pelabelan total (a, 2)-sisi-anti ajaib super.
Bukti :

Misalkan digunakan pelabelan titik (3, 1)-sisi anti ajaib atau (n + 2, 1)-sisi-anti
ajaib dari Teorema 3.2. Karena yang akan dikonstruksi adalah pelabelan super,
maka label untuk himpunan bobot sisi adalah {n + 2,n + 3, ...,2n + 1}. Maka

diperoleh :
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(a) Berdasarkan pelabelan titik (3, 1)-sisi anti ajaib seperti pada bukti Teorema
3.2 bagian (i), diperoleh himpunan bobot sisi {3, 4, ...,n + 2}. Pada pelabelan
tersebut titik pusat x, dilabeli dengan g(x,) = 1 dan titik-titik pada daun

dilabeli berturut-turut dengan {2, 3, ..., n + 1}, seperti pada gambar berikut :

Gambar 3.2 Graf bintang S,
Untuk mendapatkan pelabelan total super, diberikan himpunan label sisi
{n+2, n+3,..,2n + 1}, dengan syarat label terkecil n + 2, diberikan pada

sisi dengan jumlah label titik terbesar, yaitu 2n + 1, seperti dalam tabel

berikut :
Titik ke- Bobot sisi
1 3+42n+1)=2n+4
2 44 2n=2n+4
n mM+2)+(n+2)=2n+4

Tabel 3.1 Pelabelan total (2n + 4, 0)-sisi anti ajaib super

Gambar 3. 3 Pelabelan total (2n + 4, 0)-sisi anti ajaib super pada graf S,
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Berdasarkan pelabelan titik (3, 1)-sisi anti ajaib seperti pada bukti Teorema
3.2 bagian (ii), diperoleh himpunan bobot sisi {n+2,n+3,..,2n+1}.
Pada pelabelan tersebut, titik pusat x, dilabeli dengan g(x,) =n + 1 dan
titik-titik pada daun dilabeli berturut-turut dengan {1, 2, ...,n}, seperti pada

gambar berikut :

Gambar 3. 4 Graf bintang S,
Untuk mendapatkan pelabelan total super, diberikan himpunan label sisi
{n+2, n+3,..,2n + 1}, dengan syarat label terkecil n + 2, diberikan pada

sisi dengan jumlah label titik terbesar, yaitu 2n + 1, seperti dalam tabel

berikut :
Titik ke- Bobot sisi
1 m+2)+(2n+1)=3n+3
2 n+3)+2n=3n+3
n 2n+1)+(n+2)=3n+3

Tabel 3.2 Pelabelan total (3n + 3, 0)-sisi anti ajaib super
Jadi, dari kedua tabel diatas didapatkan bahwa graf bintang S, dengann = 1
mempunyai pelabelan total super (2n + 4, 0)-sisi anti ajaib atau pelabelan
total super (3n + 3,0) -sisi anti ajaib dengan selisih bobot sisi masing-

masing adalah 0. Pelabelan tersebut dapat juga dikatakan pelabelan ajaib.
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Gambar 3. 5 Pelabelan total (3n + 3, 0)-sisi anti ajaib super pada graf S,
(b) Berdasarkan pelabelan titik (3, 1)-sisi anti ajaib seperti pada bukti Teorema
3.2 bagian (i), diperoleh himpunan bobot sisi {3,4, ...,n + 2}. pada pelabelan
tersebut, titik pusat x, dilabeli dengan g(x,) = 1 dan titik-titik pada daun

dilabeli berturut-turut dengan {2, 3, ..., n + 1}, seperti pada gambar berikut :

Gambar 3.6 Graf Bintang S,

Untuk mendapatkan pelabelan total super, diberikan himpunan label sisi
{n+2, n+3,...,2n + 1}, dengan syarat label terkecil n + 2, diberikan pada

sisi dengan jumlah label titik terkecil, yaitu 3, seperti dalam tabel berikut :

Titik ke- Bobot sisi
1 3+(n+2)=n+5
2 4+n+3)=n+7
n-1 n+2)+2n=3n+1
n n+2)+2n+1)=3n+3

Tabel 3.3 Pelabelan total (n + 5, 2)-sisi anti ajaib super
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Gambar 3.7 Pelabelan total (n + 5, 2)-sisi anti ajaib super pada graf S,
Berdasarkan pelabelan titik (3,1)-sisi anti ajaib seperti pada bukti Teorema 3.2
bagian (ii), diperoleh himpunan bobot sisi {n +2,n+3,..,2n+ 1}. Pada
pelabelan tersebut, titik pusat x, dilabeli dengan g(xp) = n + 1 dan titik-titik
pada daun dilabeli berturut-turu dengan {1,2,..,n}, seperti pada gambar

berikut :

Gambar 3.8 Graf bintang S,
Untuk mendapatkan pelabelan total super, diberikan himpunan label sisi
{n+2, n+3,..,2n + 1}, dengan syarat label terkecil n + 2, diberikan pada

sisi dengan jumlah label titik terkecil, yaitu n + 2, seperti dalam tabel berikut:

Titik ke- Bobot sisi
1 nM+2)+(n+2)=2n+4
2 m+3)+(n+3)=2n+6
n-1 2n+2n=4n
n 2n+1)+(2n+1)=3n+3

Tabel 3.4 Pelabelan total (2n + 4, 2)-sisi anti ajaib super
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Gambar 3.9 Pelabelan total (2n + 4, 2)-sisi anti ajaib super pada graf S,
Jadi, dari kedua tabel diatas didapatkan bahwa graf bintang S,,, dengann = 1
mempunyai pelabelan total super (n + 5, 2)-sisi anti ajaib atau pelabelan total
super (2n + 4,2) -sisi anti ajaib dengan selisih bobot sisi masing-masing
adalah 2. ]

Contoh 1:

Akan ditentukan pelabelan total (16, 0)-sisi anti ajaib super pada graf bintang Se.
Misal V(Sﬁ) = {xg, X1, X2, X3, X4, X5, x(,} dan E(Sa) = {xoxi|1 <i<6é6 }.
Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan total, maka himpunan label

titik adalahM = {1, 2, ..., 7} dan himpunan label sisi sisi adalah N = {8,9, ..., 13}.

Gambar 3.10 Graf bintang S,
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Langkah —langkah pelabelan pada graf bintang S¢ sebagai berikut :

a. Berikan pengaitan f:V(Ss) = {1,2, ..., 7} berdasarkan bukti Teorema 3.2

bagian (i).
e flx)=1,
e f(x)=2,
o f(x) =3,
* f(x3) =4,
* f(x4) =5,
e f(xs) =6,
o flxe)=7.

b. Labeli sisi-sisi dengan cara sebagai berikut :

» Pandang pelabelan titik pada bagian a.

> Bobot sisi pada pelabelan titik tersebut adalah w(xex;) = f(xo) +

f(x;), untuk setiap i = 1,2, ..., 6. Untuk melengkapi pelabelan menjadi

pelabelan total, dilakukan cara sebagai berikut, untuk sisi (xox;) dengan

bobot sisi w(x,x;) terkecil, berikan label sisi yang bernilai terbesar.

w(xpx1) = f(xo) + f(x1)

=14+2=3,

w(xoxz) = f(xp) + f(x2)

=1+3=4,

w(xox3) = f(xo) + f(x3)

=1+4=5,

w(xoxs) = f(x0) + f(x4)

=1+5=6,
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w(xoxs) = f(xo) + f(x5)

=1+6=7,

w(xoxs) = f(xo) + f(x6)

=1+7=8.

Diperoleh bahwa bobot sisi terkecil adalah w(xx;) = 3 maka haruslah :

f(xox) =13,
f(xoxz) = 12,
f(xox3) = 11,
f(xoxs) = 10,
f(xoxs) =9,
f(xox6) = 8.

c. Diperoleh bobot sisi untuk setiap sisi pada pelabelan total tersebut,

diperoleh bobot sisi sebagai berikut :

wy = f(xp) + f(xox) + f(x) =1+ 13+ 2 =16,
wy = f(xg) + f(xoxz) + f(x2) =1+12+ 3 =16,
ws = f(x) + f(xox3) + f(x3) =1+ 11+ 4 =16,
wy = f(xp) + f(xoxs) + f(xg) =1+10+5 =16,
we = f(xo) + f(xoxs) + f(xs) =1+ 9+ 6 = 16,

we = f(xo) + f(xoxe) + f(x) =1+8+7 = 16.

Sehingga himpunan bobot sisi graf bintang Sg, W = {16, 16, ..., 16}. Karena

selisih bobot sisi d = 0, maka pelabelan ini dapat juga dikatakan pelabelan

ajaib.
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Gambar 3.11 Pelabelan total (16, 0)-sisi anti ajaib super pada graf bintang S
Contoh 2 :

Akan ditentukan pelabelan total (20, 1)-sisi anti ajaib super pada graf bintang Sg.
Misal V(SB) = {xo, X1, X2, ...,xs} dan E(SB) = {x°xi|1 <i<8 } Karena
pelabelan yang diberikan adalah pelabelan total, maka himpunan label titik

adalahM = {1,2, ..., 9} dan himpunan label sisi sisi adalah N = {10, 11, ..., 17}.

Gambar 3.12 Graf bintang Sg
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Langkah —langkah pelabelan pada graf bintang Sg sebagai berikut :

a. Berikan pengaitan f:V(Sg) — {1,2,..,9} berdasarkan bukti Teorema

3.2 bagian (ii).
* fl(x) =9,
o flx)=1,
o flx))=2,
o flx3) =3,
o flxd) =4
o fl(xs) =5,
o f(xe) =6,
e flx)=7,
o f(xg) =8.

b. Labeli sisi-sisi dengan cara sebagai berikut :

» Pandang pelabelan titik pada bagian a.

» Bobot sisi pada pelabelan titik tersebut adalah w(xpx;) = f(xo) +
f(x;), untuk setiap i = 1,2, ...,8. Untuk melengkapi pelabelan menjadi
pelabelan total, dilakukan cara sebagai berikut, untuk sisi xox; dengan
bobot sisi w(x,x;) terkecil, berikan label sisi yang bernilai kecil.

w(xox1) = f(xo) + f(x1)

=9+4+1=10,
w(xox1) = f(x) + f(x1)
=94+2=11,

w(xoxg) = f(x0) + f(xs)
=9+8=17.
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Diperoleh bahwa bobot sisi terkecil adalah w(xyx;) = 10 maka haruslah :

f(xOxl) = 10,

fxox;) = 11,
fxoxs) = 12,
f(xox,) = 13,
f(xoxs) = 14,
f(xoxe) = 15,
f(xox,) = 16,
fxoxg) = 17.

c. Diperoleh bobot sisi untuk setiap sisi pada pelabelan total tersebut,

diperoleh bobot sisi sebagai berikut :

wy = f(x0) + f(xox1) + f(x1) =9+ 10+ 1 = 20,
wy = f(x) + fxoxz) + f(x2) =9+ 11+ 2 =22,
ws = f(xo) + f(xox3) + f(x3) =9+ 12 + 3 = 24,
wy = f(xo) + f(xoxs) + f(xs) =9+ 13 + 4 = 26,
ws = f(xp) + f(xoxs) + f(xs) =9+ 14+ 5 =28,
we = f(xp) + f(xoxs) + f(xs) =9+ 15+ 6 = 30,
wy; = f(xo) + f(xpxe) + f(x7) =9+ 16+ 7 = 32,

wg = f(xp) + f(xpxe) + f(x3) =9+ 17 + 8 = 34.

Sehingga himpunan bobot sisi graf bintang Sg W = {20, 22, ..., 34}.
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Gambar 3.13 Pelabelan total (20, 2)-sisi anti ajaib super pada graf bintang Sg

Teorema 3.4 Graf bintang S,,,n = 1 mempunyai pelabelan total (a, 1)-sisi-anti

ajaib super.

Bukti :

Pembuktian dibagi menjadi dua kasus.

Kasus 1: Banyaknya daun, n ganjil.

Misalkan pelabelan yang digunakan adalah pelabelan titik (3,1)-sisi anti ajaib
atau pelabelan titik (n + 2, 1)-sisi anti ajaib pada Teorema 3.2. Himpunan bobot
sisi membentuk barisan U = {c,c+ 1,c¢+2,..,c+k}untukc=3 atauc =n +
2 dan k = n — 1. Berdasarkan Lema 2.4.2 terdapat permutasi /T(2) dari elemen-

elemen dari %, sedemikian sehingga

A+ [MT(A)—c+n+2]

=[U+0AW]—-c+n+2
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k k k 3k 3k
.,Pc+?2c+;+L2c+3+anwzo+?-12+;}—c+n+1

3(n-1)

—1, 2+ X2

Cn=-1 n-1 n-1
-{2c+~—2—, 20+2 41, 20+ 242,20+ -

c+n+2
=[Zc+"—;3-c+n+2, 2c+1'?-+1—c+n+2,2c+"2;1+2——c+n+ )

3(n-1) ' 3(n-1) -

2

e, 2C + 1-c+n+2 2+ c+n+2}

={2c—c+™4n+2, 2c—c+ T+ 14042 2o—cH T+ 240t

2,...,2c—c+3—(“2-1)—1+n+2, 2c+ —c + 3—(’—'2—'2n+2}

n-1+2n+4 n—1+2n+6 n-1+2n+8 3n-3+2n+2
={C"‘ Rl I T A L e i

3n-3+2n+4
o+ | SR

2

3n+3 3n+5 In+7 5n-1 S5n+1
—{c+ 2 e+ e+ T e+ T ot }

3n+1 2 3n+1 4 3n+1l 6 Sn+1 2 Sn+1
-[c+ e N e TR 2}

-1, c+—4.
2

e { 3n+1 3n+1

c+ - + 1’ c+ Sn+1 5n+1}

+2,..,Cc+

Berikan label untuk sisi-sisi S, dengan [/T(Y) — ¢ + n + 2] maka U +
[IT1(A) — ¢ + n + 2] merupakan himpunan bobot sisi S,,. Maka diperoleh bahwa

pelabelan total tersebut adalah pelabelan total (a,d)-sisi-anti ajaib super untuk

a=c+3';—+1+1danc=3atauc=n+2.
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Kasus 2 : Banyaknya daun n genap.

Konstruksikan pelabelan titik f: V(S,) = {1,2, ..., n} sebagai berikut :

f(xo)=‘g'+1

n
i, jkal<iss

f(xi) o n
i+1, jika z+1<i<n

Maka diperoleh himpunan bobot sisi dari semua sisi di S,, terhadap

k-3 k-1
—,c+—, c+

pelabelan titik f adalah B={c, c+1, c+2,..,c+=;

52—3,c+k—:i,...,c+k+1}dimanac=§+2dan k=n-1.

Berdasarkan Lema 2.4.3, diperoleh bahwa terdapat barisan bilangan bulat
terurut R = {1,2,3, ..., k + 1} sedemikian sehingga P + [R + n + 1] terdiri dari
bilangan bulat berurutan. Jika [R + n + 1] adalah himpunan label sisi dari S,,
maka B + [R + n + 1] adalah himpunan bobot sisi dari S, dan dapat dilihat
bahwa pelabelan total untuk S, merupakan (a,1) — sisi-anti ajaib super.

Untuk melengkapi karakteristik pelabelan total (a, d)-sisi —anti ajaib super

dari S, , sekarang akan dilihat kasus d = 3.

Teorema 3.5 Untuk graf bintang S, ,n = 3, tidak terdapat pelabelan total

(a, 3)-sisi-anti ajaib super.
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Bukti :

Misalkan S,,, n = 1, adalah graf total (a, 3)-sisi anti ajaib super dengan
pelabelan total g:V(S,)UE(S,) = {1,2,...,2n + 1}. Dalam perhitungan bobot
sisi S,,, label titik pusat x,, digunakan sebanyak n kali, label semua titik dan label

semua sisi digunakan tepat satu kali. Sehingga diperoleh :

n+1 n n
Z i+ (n—1)g(xo) +Z(n +1+)) = Z(a +3(-1)) ~(33)
i=1 Jj=1 Jj=1

Maka diperoleh :

& Yli=142++n+(n+1)

=2=@2+n)

= (n_ﬂ_.zz(n_+2)_ | 8 (3'4)

o }‘=1(n+1+j)=(n+1+1)+(n+1+2)+---+(n+1+n)

=n+2)+(n+3)+-+(2n+1)

> ((2n+1)2+(n+2)) =

= () - (35)

@ I i@+3(-D=@@+31-D+(@+32-D+-+@+3(n-1
=(@+0)+@+3)++(@a+3(n-1))
=a+(@+3)+-+(@+3(n-1))

= §(2a +3n—23) ..(3.6)
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Subtitusi persamaan (3.4), (3.5) dan (3.6) ke persamaan (3.3), diperoleh :

n=1 n

i+(n—1)g(xo)+>:(n+1+j)=Z(a+3(j—1)
=1 j=1 j=1

i

o ((";’1)(n+ 2)+(n-1)g(xo))+g(3n+3) =g(2a+3n—3)

&+ 1Dn+2)+2(n-1)g(x) +n(3n+ 3) =n(2a + 3n — 3)
e n?+3n+2+2(n-1)g(xp) +3n% + 3n = 2an + 3n* = 3n

< n?+3n+3n+3n+2+2(n—1)g(x,) = 2an + 3n* - 3n
S 4m?-3n*+6n+3n+2+2(n—1)g(x) = 2an

en?+9m+2+2(n-1)g(x) = 2an. (37

Kemungkinan bobot sisi minimum adalah a =n+3+ g(x,) jika

g(xo) >1dana =n+5 jika g(xy) = 1. Dari persamaan (3.7) didapatkan :
n2+9n+2+2(n—1)g(x) = 2n(g(x,) +n +3) ..(3.8)
Dan kemudian
n?—-3n—-2+2g(x,) <0 .. (3.9

Dapat dilihat bahwa (3.9) mempunyai solusi rill, jika diskriminan besar atau sama

dengan nol . Dalam hal ini diskriminan adalah :
& 32 -4(1(-2+2g9(xp)) =20

& 9+4+8-8g(xg) =0
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= 17 -8g(x) =0
< —8g(xy) = —17
=g <7
Jadi persamaan (3.9) mempunyai solusi rill jika g(x,) < EBZ. Karena label g
adalah bilangan bulat, maka g(x,) € {1,2}.
Kasus (1).
Jika g(x,) = 1, maka dari persamaan (3.7) diperoleh :
= n?+9n+2+2(n—-1)g(x,) = 2an
&n?+In+2+2(n—1)1=2an
&nt+9n+2+2n-2=2an
en+1ln—-2an=0
= n?+n(11-2a)=0
nn+11-2a)=0 ..(3.10)
Dari persamaan (3.10) diatas diperoleh :
n=0 atau n=2a-—11

Karena n # 0, maka untuk kasus g(x,) =1, haruslah n = 2a-—11.

Karena untuk g(x,) = 1, a = n + 5, maka haruslah :
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n=2(n+5)-11
eon=1

Kasus (2).

Jadi jika g(xp) = 1 maka dari (3.7) diperoleh n < 1.

Jika g(x,) = 2, maka dari persamaan (3.8) diperoleh :
on?+9n+2+2(n—1)g(x) = 2n(g(xp) +n+3)
=n?+9n+2+2n-1)2=22n(2+n+3)
=n?+9n+2+4n+42>2n(n+5)

e n?+13n-2210n + 2n?
=nt-3n+2<0
e Mm-1)n-2)<0 . (3.11)

Nilai n yang memenuhi pertaksamaan (3.11) adalah 1<n<2.
Sehingga dapat disimpulkan bahwa persamaan (3.3) hanya dipenuhi olehn =1
dan n = 2. Jadi pemisalan bahwa S,,,n = 1 adalah graf dengan pelabelan total
(a,3)-sisi anti ajaib super adalah salah. Untuk n = 1 dan n = 2, pelabelan total
(a,3)-sisi anti ajaib super dapat dilihat pada gambar 3.14 dan gambar 3.15

berikut :
. XpX1 . : 3 :

Gambar 3.14 Pelabelan total (6,3)-sisi anti ajaib super pada graf bintang S;
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Jelas bahwa S; mempunyai pelabelan total (6,3)-sisi anti ajaib super

dengan g,(x,) = 1, g1(x;) = 2 dan g,(x0g9,) = 3.

Dalam kasus n=2 , label g,(x0) =2, g2(x1) =1, go(x2) =3,
g2(x0x,) = 4 dan g,(xox;) = 5. Maka pelabelan g, adalah total super (7,3)-

sisi anti ajaib. E

Gambar 3.15 Pelabelan total (7,3)-sisi anti ajaib super pada graf bintang S

Contoh 3: [M. Baca & M. Miller : 2008]

Akan ditentukan pelabelan total (26,1)-sisi anti ajaib super pada graf bintang S.
Misal V(So) = {X0, X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X5, X9} dan E(Sg) = {xox;|1 <
i <9}. Karena pelabelan yang diberikan adalah pelabelan total, maka himpunan
label titik adalahM = {1,2,...,10} dan himpunan label sisi sisi adalah N =

(11,12, ...,19}.

OB O

Gambar 3.16 Graf bintang S
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Langkah —langkah pelabelan pada graf bintang Sq sebagai berikut :

a. Berikan pengaitan f:V(Sy) — {1,2,...,10} berdasarkan bukti Teorema

3.2 bagian (ii).
e f(x) =10,
e flx)=9,
o f(x)=1,
e flx3) =2,
o fl(x) =3,
o fl(xs) =4,
e flx¢) =5,
e f(x7) =6,
o f(xg) =7,
o f(xs)=8.

b. Labeli sisi-sisi dengan cara sebagai berikut :

» Pandang pelabelan titik pada bagian a.

> Bobot sisi pada pelabelan titik tersebut adalah w(xgx;) = f(x) +
f(x;), untuk setiap i=1,2,..,9. Untuk melengkapi pelabelan
menjadi pelabelan total, dilakukan cara sebagai berikut, untuk sisi
xoX; dengan bobot sisi w(xyx;) genap terkecil, berikan label sisi yang
bernilai terbesar.
w(xox1) = f(xo) + f(x1)

=10+9 =19,

w(xoxz) = f(x0) + f(x2)

=10+1 =11,

38




w(xoxo) = f(x0) + f(x9)
=10+8=18.
Diperoleh bahwa bobot sisi terkecil adalah w(x,x;) = 19 maka haruslah :
o flxox,) =11,
o f(xoxz) =15,
e f(xox3) =19,
o flxoxy) = 14,
o f(xox5) =18,
* f(xoxe) =13,
o f(xox7) =17,
o fl(xoxg) =12,
o f(xox9) = 16.
c. Diperoleh bobot sisi untuk setiap sisi pada pelabelan total tersebut,
diperoleh bobot sisi sebaga berikut :
o wy = f(xo) + f(xoxy) + f(x,) =10+ 11+ 9 = 30,
o wy=f(xp)+ fxoxz) + f(x;) =10+ 15+ 1 = 26,
o w3 = f(xp)+ f(xox3) +f(x3) =10+19+2 =31,
o wy = f(xg) + fxoxs) + f(x4) =10+ 14+ 3 = 27,
o ws=f(xp)+ f(xoxs) + f(xs) =10+ 18 + 4 = 32,
o wg = fl(xo) + f(xoxe) + f(xg) =10+ 13 + 5 = 28,
o w, = f(xo) + f(xpxg) + f(x;) =10+ 17 + 6 = 33,

L W8=f(x0)+f(xox6)+f(x3)=10+12+7=29,
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L4 Wg=f(xg)+f(xgx6)+f(XQ)=10+16+8=34.

Sehingga himpunan bobot sisi graf S , W = {26, 27, ..., 34}.

Gambar 3.17 Pelabelan total (26, 1)-sisi anti ajaib super pada graf bintang S,
Contoh 4: [M. Bata & M. Miller : 2008]

Akan ditentukan pelabelan total (24,1)-sisi anti ajaib super pada graf bintang S;,.
Misal V(Sy0) = {Xo, X1, X2, X3, ..., X130} dan E(Syo) = {xoxi|]1 <i <10 }.
Karena pelabelan yang diberikan pelabelan total, maka himpunan label titik, misal
M,adalahM = {1,2,...,11} dan himpunan label sisi sisi, misal N, adalah N =

(12,13, .588)

Gambar 3.18 Graf bintang S,
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Langkah —langkah pelabelan pada graf bintang S;, sebagai berikut :

a. Berikan pengaitan f:V(S;0) = {1,2, ..., 11} berdasarkan bukti Teorema

3.2 bagian (ii).
o f(xo) =6,
e flx)=1,
o flx2) =2,
o flx3)=3,
o flxy) =4,
o f(xs) =5,
e f(x¢) =6,
e fx)=7,
e flxg) =8,
o flx9) =9,
o flxg) =10,
o flxy) =11

b. Labeli sisi-sisi dengan cara sebagai berikut :

» pandang pelabelan titik pada bagian a.

» Bobot sisi pada pelabelan titik tersebut adalah w(xox;) = f(x,) +
f(x;), untuk setiap i=1,2,..,10. Untuk melengkapi pelabelan
menjadi pelabelan menjadi pelabelan total, dilakukan cara sebagai
berikut, untuk sisi xox; dengan bobot sisi w(xox;) terkecil pada posisi

. berikan llabel sisi yang bernilai besar.
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w(xox;) = f(xo) + f(x1)
=6+1=7,

w(xoxz) = f(xo) + f(x2)
=6+2=8,

w(xox3) = f(xo) + f(3)

=6+3=09,

w(xox10) = f(x0) + f(x10)
=6+11=17.
Diperoleh bahwa bobot sisi terkecil adalah w(xpx;) =7 maka
haruslah :
o f(xoxy) =17,
e f(xox;) =18,
e f(xpx3) =19,
o fl(xox,) = 20,
* f(xoxs) = 21,
e flxoxg) =12,
*  f(xox7) =13,
o f(xoxg) = 14,
*  f(xoxy) = 15,
e  f(xoxq) = 16.
c. Diperoleh bobot sisi untuk setiap sisi pada pelabelan total tersebut,
diperoleh bobot sisi sebagai berikut :

. w1=f(xo)+f(xox1)+f(x1)=6+17+1=24,
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o wy = f(xg)+ f(xpx2) + f(x;) =6+18+ 2 = 26,
o ws = f(x0) + f(Xox3) + f(x3) = 6+ 19 + 3 = 28,
o wy = flxg)+ fxoxy) + f(xy) =6+ 20+ 4 =30,
o w5 = f(xg) + f(xoxs) + f(x5) =6+ 21+ 5 =32,
o wg = f(x)+ f(xoxs) + f(x6) =6+ 12+ 7 = 25,
o wy; = f(xp) + f(xpx6) + f(x6) =6+ 13 + 8 = 27,
o wg= f(xg)+ f(xgxe) + f(xg) =6+ 14+ 9 = 29,
o wy = f(x) + f(xpx6) + f(x6) =6+ 15+ 10 = 31,

L4 W1°=f(xo)+f(xox6)+f(xﬁ)=6+ 16 + 11 = 33.

Sehingga himpunan bobot sisi graf bintang S;, , W = {24, 25, ..., 33}.

Gambar 3.19 Pelabelan total (24, 1)-sisi anti ajaib super pada graf bintang S;,
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BAB 1V
KESIMPULAN

Graf bintang (star) S, adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu titik
berderajat n + 1 yang disebut dengan pusat, dan n titik lain yang berderajat satu yang
disebut daun. Jumlah label titik dan label semua sisi yang menempel pada titik
tersebut disebut bobot titik. Jumlah label sisi dan label dua titik yang menempel pada

sisi disebut bobot sisi.

Jika suatu graf memiliki bobot titik atau bobot sisi yang berbeda, maka graf
ini disebut graf dengan pelabelan anti ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi
yang berbeda dan himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmatika
{a,a+d,..,a+ (e — 1)d}, dengan suku pertama a dan selisih bobot sisi d, maka
pelabelan tersebut disebut pelabelan total (a,d) -sisi anti ajaib. Selanjutnya,
pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib disebut pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super
jika g(V(6))=1{12,..v} dan g(E(G))={v+1v+2..,v+e} dengan v

adalah banyaknya titik di G dan e adalah banyaknya sisi di G.

Berdasarkan pembahasan pada bagian sebelumnya, yaitu Teorema 3.1 -
Teorema 3.5 dapat disimpulkan bahwa graf bintang S,, mempunyai pelabelan total

(a, d)-sisi anti ajaib super jika dan hanya jika :

i. de€{0,1,2}dann > 1, atau

ii. d=3danl1<n<2
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