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RINGKASAN

Nilai eigen banyak digunakan dalam aplikasi Aljabar Linier, contohnya
aplikasi dari nilai eigen dibidang biologi dan fisika. Nilai eigen dari suatu matriks
dapat dicari dengan menyelesaikan persamaan karakteristiknya. = Masalah
karakteristik dari suatu matriks bujur sangkar dapat ditentukan dengan
membentuk polinomial karakteristik dan mencari akar-akarnya. Akan tetapi jika
matriksnya sangat besar, perhitungan nilai karakteristiknya mengalami kesulitan.
Oleh sebab itu digunakan berbagai metode aproksimasi untuk mendapatkan nilai
eigen, salah satunya adalah metode pangkat dan metode pangkat invers. Dimana
metode pangkat adalah suatu metode iteratif untuk mendapatkan nilai eigen
dominan dan vektor eigennya, sedangkan metode pangkat invers adalah suatu
metode iteratif untuk mendapatkan nilai eigen terkecil beserta vektor eigennya.
Nilai eigen dari sebuah matriks A disebut nilai eigen dominan dari A jika nilai
mutlaknya lebih besar dari nilai mutlak nilai eigen-nilai eigen lainnya dapat ditulis

|4, > [2,)2 ... 2| 4,].

Sebuah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen disebut vektor
eigen dari A. Metode pangkat dan metode pangkat invers seringkali
menghasilkan vektor- vektor yang mempunyai komponen-komponen yang besar.
Untuk mengatasi masalah ini maka vektor eigen aproksimasi tersebut “diskalakan

kebawah”pada setiap langkah dengan mengalikan vektor eigen aproksimasi



it

dengan kebalikan dari komponen yang mempunyai nilai mutlak terbesar. Pada
setiap langkah dapat ditentukan aproksimasi dari nilai eigen dengan menggunakan

perbandingan Rayleigh.
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BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Nilai eigen banyak digunakan dalam aplikasi Aljabar Linier. Contoh aplikasi
dari nilai eigen dibidang biologi seperti menaksir jumlah suatu populasi dan dibidang
fisika.

Nilai eigen dari suatu matriks dapat dicari dengan menyelesaikan persamaan
karakteristiknya. Persamaan karakteristik dari suatu matriks adalah berbentuk
polinom yang disebut juga polinom karakteristik. Misalkan matriks A adalah matriks
nxn Inal'(a polinomial karakteristik A mempunyai bentuk

A+l 40,7+t =0 €))
dimana c¢;, Ca, .....c, adalah skalar, dan polinomial karakteristik diperoleh dari
determinan (41— A)=0. Skalar A yang memenuhi persamaan (1) adalah nilai eigen
dari A yang mana merupakan akar dari polinomial karakteristik (1). Nilai A dapat
dicari dengan cara memfaktorkan atau cara Homer.

Namun dengan cara ini akan mengalami kesulitan jika akar persamaan
tersebut tidak berupa bilangan bulat atau akarnya tidak eksak.

Perhatikan matriks berikut

—_— ) e
D = O

Persamaan karakteristiknya adalah

A -11142+341-28=0 (2)




Jika digunakan cara memfaktorkan atau Horner maka tidak akan ditemukan
nilai eigen yang riil, namun masih dapat ditaksir atau diaproksimasi nilai-nilai eigen
tersebut dengan tingkat kesalahan tertentu.

Untuk mendapatkan aproksimasi nilai eigen dari persamaan karakteristik (2)
dapat digunakan suatu metode yang dikenal dengan Metode Pangkat dan metode
pangkat invers. Dimana Metode Pangkat adalah suatu metode iteratif untuk
mendapatkan nilai eigen dominan dari suatu matriks dan vektor eigennya, sedangkat
metode pangkat invers untuk mendapatkan nilai eigen terkecil dan vektor eigennya.

Metode pangkat dan metode pangkat invers seringkali menghasilkan vektor-
vektor yang mempunyai komponen-komponen yang besar. Untuk mengatasi
persoalan ini maka vektor eigen aproksimasi tersebut “diskalakan ke bawah“ pada

:
setiap langkah sehingga komponen terletak antara + 1 dan — 1. Ini dapat dicapai
dengan mengalikan vektor eigen aproksimasi dengan kebalikan dari komponen yang

mempunyai nilai mutlak terbesar.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah di atas maka yang menjadi permasalahan
adalah “Bagaimana mengaproksimasi nilai eigen dominan dan nilai eigen tak

dominan matriks A € R™" dengan menggunakan Metode Pangkat dan Metode

Pangkat Invers™.
1.3 Tujuan Penelitian

Adapun penelitian ini bertujuan untuk menentukan nilai eigen dominan dan
nilai eigen tak dominan beserta vektor eigennya dari suatu matriks bujur sangkar.

Proses mendapatkan nilai eigen dominan dan nilai eigen tak dominan beserta vektor



Proses mendapatkan nilai eigen dominan dan nilai eigen tak dominan beserta vektor

eigennya dilakukan secara aproksimasi dengan menggunakan metode pangkat dan

metode pangkat invers.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan bisa memberikan tambahan wawasan terutama bagi
penulis sendiri tentang cara menentukan aproksimasi nilai eigen dominan dan nilai
eigen tak dominan dengan menggunakan metode pangkat dan metode pangkat invers.
Diharapkan juga bermanfaat bagi peneliti dibidang kajian ilmu baik bagi yang ingin
meneliti tentang permasalahan yang dapat diselesaikan dengan nilai eigen seperti

biologi dan fisika.

1.5 Sistematika Penulisan

Tulisan ini terdiri dari lima BAB. BAB I PENDAHULUAN memuat latar
belakang masalah, perumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan
sistematika penulisan. BAB Il LANDASAN TEORI memuat matriks, vektor,
determinan, kombinasi linier dan bebas linier, nilai eigen dan vektor eigen. BAB 111
METODOLOGI PENELITIAN memuat waktu dan tempat penelitian, metode
penelitian. BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN memuat metode pangkat,
menentukan nilai eigen dan vektor eigen, menentukan nilai eigen dominan dan vektor
eigen dominan dengan metode pangkat, menentukan nilai eigen tak dominan dan

vektor eigennya dengan metode pangkat invers. BAB V KESIMPULAN.




BABII

TINJAUAN PUSTAKA

Beberapa konsep dasar dan teori yang diperlukan untuk membantu
menyelesaikan permasalahan diantaranya matriks, vektor, determinan, kombinasi

linier dan bebas linier, nilai eigen dan vektor eigen.

2.1 Matriks

Bentuk matriks sangat banyak digunakan dalam penyelesaian persoalan pada
aplikasi aljabar linier, oleh karena itu perlu ditinjau beberapa hal yang berhubungan

dengan matriks.

o
[}

Dalam bahasa yang sederhana, sebuah matriks adalah sebuah susunan segi
empat siku dari bilangan. Bilangan di dalam susunan tersebut dinamakan entri di

dalam matriks.

Definisi 2.1.1 ( Jacob, 1990 )

Sebuah matriks mxn adalah suatu fungsi yang domainnya
{(i,j)'lSiSm,lSan} dan rangenya adalah lapangan skalar F. Jika A adalah
fungsi tersebut, maka nilai fungsi A pada (i , j) dinyatakan dengan A (i , j) dan
disebut entri ke i j dari A.

Sebagai ilustrasi, jika A matriks mxn maka ditulis

a4y @Gp - 4,
a, a, -- a
- 21 22 2n as
Amxn= g : 1= [aU]
a amZ o amn




dengani=1,2,...,m; j=1,2,...,a;disebut entri / elemen yang

terletak baris ke —i kolom ke —j .

2.1.1 Operasi Matriks

Teorema 2.1.1.1. ( Jacob , 1990)
Jika A,B,C métriks yang berukuran m x n maka :
1. A+tB=B+A

2. (A+B)+C=A+(B+C)

Definisi 2.1.1.2. ( Jacob, 1990 )

Jika A matriks berukuran m x n dan B matriks berukuran n x p (dimana

jumlah kolom matrik A sama dengan jumlah baris matriks B) . Kita definisikan AB

adalah matriks m x p.

(AB)in = D). AGj-Bgn
1

Ji=

Teorema 2.1.1.3. ( Jacob, 1990 )
Jika A matriks berukuran m x n, B matriks berukuran n x p dan C matriks
berukuran p x q maka :
(A.B).C=A.B.C)
2.2 Ruang Vektor
Definisi 2.2.1. ( Mulyana, 1997)
Himpunan V yang tidak kosong dengan penjumlahan dan perkalian skalar

yang didefinisikan dalam V disebut ruang vektor jika memenuhi aksioma berikut :



1. Jikaudan v dalam V, maka u + v dalam V.

2. utv=v+u

3. u+(v+tw)=@u+v)+w

4. Ada0 dalam V sehingga 0 +u=u + 0 = u untuk semua u dalam V

5. Untuk setiap u dalam V, ada —u dalam V yang disebut negatif dari u
sehingga u + (-u)=(-u) +u=0

6. Jika k sebarang skalar dan u sebarang vektor dalam V, maka ku dalam V

7. k(u+v)=ku+kv

8. (k+Du=ku+lu

9. k(luy=(kl)u

10. l.u=u

2.3 Determinan

Ekspansi kofaktor dan operasi baris atau operasi kolom adalah sebuah metode
yang efektif untuk menghitung determinan dari suatu matriks yang berukuran lebih
dari 2 x 2.

Definisi 2.3.1 ( Anton, 1988 )

Jika A adalah matriks kuadrat, maka minor dari entri a; ; dinyatakan oleh M; ;
dan di definisikan sebagai determinan dari sub matriks yang tinggal setelah baris
ke i dan kolom ke j dicoret di A. Bilangan -D™M M, j dinyatakan oleh C j dan
dinamakan kofaktor entri a;;.

Teorema 2.3.2 ( Anton, 1988 )
Determinan sebuah matriks A yang berukuran n x n dapat dihitung dengan

mengalikan entri-entri di dalam suatu baris (kolom) dengan kofaktor-kofaktornya dan




menambah hasil-hasil perkalian yang dihasilkan, yakni untuk setiapl < i< n dan
1<j £ nmaka:
det (A) = ajj C]j + ay; Czj +.. . tag an

(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke j)
dan
det(A)=48;;Cj;+a;2Cp+...+2a;,Cy

(ekspansi kofaktor sepanjang baris ke i).

2.4 Kombinasi Linier dan Bebas Linier
Definisi 2.4.1. ( Jacob, 1990 )

Misalkan v, v, . .., v, adalah vektor-vektor dan a; oy, ..., @, adalah skalar.
Vektor w dikatakan kombinasi linierdari v v, ..., v, bilaw=a;v, + vy +.. .+
0,v . Himpunan semua kombinasi linier dari v, v, . .., v, dinamakan span dari

Vi,V2,...,vpditulisspan { vi vy ..., v, }.

JikaS={v; va..., vy} adalah sebuah himpunan vektor, maka persamaan
vektork; vi + kava+...+k, v,=0 mempunyai paling sedikit satu pemecahan
yaknik1=0, k2 =0, ..., k,=0.

Jika ini adalah satu-satunya pemecahan, maka S dinamakan sebuah himpunan
yang bebas linier (linierly independent). Jika ada pemecahan lain maka S dinamakan

sebuah himpunan yang tak bebas linier (linierly independent).

Definisi 2.4.2. ( Jacob, 1990)

A= {v1vy..., vy }suatu vektor di ruang V. A disebut suatu basis untuk V

jika:



1. vy va,...,v, bebas linier

2. span { Vi Va...,Vn }=V,(V1 V2...,V, membangun V).

2.5 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.5.1. ( Anton, 1988 )

Jika A sebuah matriks n x n, maka suatu vektor x yang tidak nol dalam R"
disebut vektor eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x, yaitu :
Ax = Ax untuk suatu skalar 4
Maka skalar A disebut eigen value dari A dan x disebut eigen vektor yang

bersesuaian dengan A.

Untuk menentukan nilai eigen suatu matriks A yang berukuran n x n, ditulis

Ax = Ax sebagai :
Ax = Alx atau
‘ Ax -Alx =0,
(AI-A)x =0
Karena x vektor eigen tak nol berarti persamaan (AI-A)x = 0 mempunyai
solusi tak nol jika determinan (AI-A)x =0.
Ini disebut persamaan karakteristik dari A, A yang didapat adalah eigen value
dari A. Bila diekspansikan, maka determinan ( A1-A) adalah sebuah polinomial di
dalam A yang dinamakan polinomial karakteristik dari A.
Definisi 2.5.2. ( Anton, 1988 )
Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka pernyataan-pernyataan yang

berikut ekivalen satu sama lain :



a. A adalah nilai dari A.
b. Sistem persamaan ( A1-A)x = 0 mempunyai pemecahan yang tak trivial.
c. Adasebuah vektor tak nol x di dalam R" sehingga Ax =Ax.

d. A adalah pemecahan riil dari persamaan karakteristik det (41-A)x = 0.

Definisi 2.5.3 (Anton, 1988)

Sebuah nilai eigen dari sebuah matriks A dinamakan nilai eigen dominan
(dominant eigenvalue) dari A jika nilai mutlaknya lebih besar dari pada nilai-nilai
mutlak dari nilai-nilai eigen yang selebihnya. Sebuah vektor eigen yang bersesuaian

dengan nilai eigen dominan dinamakan sebuah vektor eigen dominan (dominant

eigen vektor) dari A.




BAB III

METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Waktu penelitian dilaksanakan dari bulan Februari 2008 sampai dengan April
2008. Tempat penelitian adalah perpustakaan karena penelitian ini adalah penelitian

kepustakaan.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan studi literatur yang membahas tentang
aproksimasi nilai eigen dominan dan nilai eigen tak dominan beserta vektor eigennya
dengan menggunakan metode pangkat dan metode pangkat invers. Pada penelitian
ini penulis mencari teori-teori tentang bagaimana mengaproksimasi nilai eigen
dominan dan nilai eigen tak dominan dengan menggunakan metode pangkat dan
metode pangkat invers. Penulis berupaya mengumpulkan buku yang relevan sebagai
sumber penelitian. Selanjutnya penulis akan mempelajari teori dan mendapatkan nilai
eigen dominan dan nilai eigen tak dominan dengan menggunakan metode pangkat
dan metode pangkat invers. Untuk lebih jelasnya, keseluruhan proses diatas dapat
dilakukan dengan tiga tahap, yaitu
Tahap Pertama

Pada tahap ini peneliti mengumpulkan literatur, berupa buku dan jurnal, yang
berkaitan dengan masalah peneliti. Kemudian dikumpulkan konsep-konsep sebagai

landasan teori untuk mecari penyelesaian masalah peneliti.
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Tahap Kedua

Pada tahap ini seluruh konsep yang telah dikumpulkan pada tahap satu
dipelajari dan untuk mendapatkan nilai eigen dominan dan nilai eigen tak dominan
dilakukan langkah-langkah :

1. Pilihlah sebuah vektor tak nol x, sebarang.

2. Hitung Ax, dan skalakanlah ke bawah untuk mendapatkan aproksimasi pertama
kepada sebuah vektor eigen dominan dan vektor eigen tak dominan.
Namakanlah vektor eigen tersebut dengan x;.

3. Hitunglah Ax, dan skalakanlah ke bawah untuk mendapatkan aproksimasi ke dua,
namakanlah vektor eigen tersebut x;

4. Hitunglah Ax; dan skalakanlah ke bawah untuk mendapatkan aproksimasi ke tiga,
namakanlah vektor eigen tersebut x;

Sedangkan untuk metode pangkat invers, A diganti dengan A”'. Dengan
meneruskan cara ini, maka seurutan X;, X,,°X», . . . yang aproksimasi semakin
bertambah baik kepada nilai eigen dominan dan nilai eigen tak dominan.

Tahap Ketiga

Pada tahap ini mengambil kesimpulan berdasarkan tahap dua yaitu
kesimpulan bagaimana menentukan nilai eigen dominan dan nilai eigen tak dominan
beserta vektor eigennya dengan menggunakan metode pangkat dan metode pangkat

invers.




BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Metode Pangkat

Metode pangkat adalah suatu metode iteratif untuk mendapatkan nilai
eigen dominan dari suatu matriks beserta vektor eigennya. Metode pangkat dapat
digunakan bila A adalah sebuah matriks yang dapat didiagonalisasi dengan sebuah
nilai eigen dominan dan memenuhi

1. Matriks A berukuran n x n dimana n vektor eigen yang bebas linier.

2. Nilai eigen dapat disusun besarnya seperti

A

n

[A,]>]4,]2 ... 2

Definisi 4.1.1 (Anton, 1988)
Matriks kuadrat A dinamakan dapat di diagonalisasi (diaagonalizable) jika terdapat
matrik P yang dapat dibalik schingga P' AP diagonal, matriks P dikatakan

mendiagonalisasi A.

Teorema 4.1.2 (Leon, 1988)
Suatu matriks A berorde n x n, dapat didiagonalisasi jika dan hanya jika A

mempunyai n vektor eigen yang bebas linear.

Bukti :
Misalkan matriks A mempunyai n vektor eigen bebas linear x; , X3, ... , Xp.

Misalkan A, adalah nilai eigen dari A yang bersesuaian dengan x; untuk setiap i.
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(Beberapa dari A, boleh sama). Misalkan X adalah matriks dimana vektor kolom
ke-j adalah x; untuk j = 1,..., n. Selanjutnya terlihat bahwa Ax, = 4 x, adalah

vektor kolom ke-j dari AX. Maka

AX = (Ax,, Ax,,..., Ax,)
__'(j‘lxl 527x2""’j’n xrl
A
A

=X e XX )
=XD
Karena X mempunyai n vektor kolom yang _bebas linear, maka X adalah
taksingular dan karena itu < N5 Wrom.
Misalkan A adalah sebuah matriks n x n yang dapat dldtagon.a;hsasr :
Misalkan pula 4,,4,,...,4, nilai eigen dari A yang memenuhi hubungan :

12,1514, ... 2|4,]>0 (4.1.1)

Karena A dapat didiagonalisasi terdapat vektor eigen v, v»,...v, bebas

linear yang masing-masing berkaitan dengan nilai eigen A4,,4,,..,4, dan
membentuk sebuah basis di R".

Kemudian sebarang vektor X, dalam R" dapat dinyatakan dalam bentuk

Xo=k,vi+tk, v +... +kyvy (4.1.2)
Dengan mengalikan kedua ruas dari sebelah kiri dengan A, maka
AXo=A (ki vi+kyva+ ... +kaVa)
=ki (Avi) +ka (Avz) +... + ka (Avp)

=k, A0, Tk, Ady vt b B AV,
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Kalikan lagi dengan A, maka
LBX 2 A(kdvy YR v+ vk, A4V, )
=k, A (A1) +k, A, (Av2)+...+k, 4, (Avn)
=k AV, vk, A v, . kA0, .
Dengan meneruskan cara ini, setelah P perkalian oleh A maka didapat :
APXo=k,APv, +k, A, v, +.. kA v, . (4.1.3)
Karena A, # 0 pada persamaan (4.1.1), maka bentuk diatas dapat ditulis :

AP Xy= %P[k,v,-i-kz[%} v, +...+k,,(—i-"—] vn} . (4.1.49)

Dari persamaan (4.1.1) didapatkan bahwa

A &
A’I : -,An-l

Semuanya mempunyai nilai mutlak yang lebih kecil dari pada satu, jadi

(%:—} ,...,(i - p secara terus menerus mendekati nol jika p semakin besar.

Maka dari persamaan (4.1.4) aproksimasinya .
ATXo =4 kv, . (4.1.5)
Semakin bertambah baik. Dengan demikian telah didapatkan hampiran

n-1 -

dari kelipatan vektor eigen v; yaitu vektor A”X,. Vektor A” Xy merupakan
hampiran vektor eigen yang berkaitan dengan nilai eigen terbesar v;.

Makin besar nilai p makin baik pula hampiran A" X, terhadap sebuah
vektor eigen dari A.

Sekarang bagaimana mengaproksimasi nilai eigen dominan jika suatu
aproksimasi vektor eigen dominan diketahui. Misalkan A adalah suatu nilai eigen
dominan dari matriks A dan x vektor egien yang berkaitan dengan nilai eigen
tersebut .

Jika ( , ) menyatakan hasil kali dalam Euclidis, maka berdasarkan
sifatnya didapat :
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(x, Ax) {x, Ax)

(x,x) (x,x)
= {Ax.%) , sifat simetris
(x,x)
- Axx) , sifat homogenitas
(x,x)
(x,4x) _ 1.
(x,x)

Jadi jika X adalah sebuah vektor eigen hasil aproksimasi, maka nilai eigen
dominan A, dapat ditentukan dengan aproksimasi :
(%, 4%)

&%

=

(4.1.6)
Rumus nilai eigen ini disebut rumus pembagian Ray leigh.

4.2 Menentukan Nilai Eigen dan Vektor Eigen.

Contoh : Tentukan nilai-nilai eigen dari matriks

3 B ’
A= .
b3

Untuk menentukan nilai eigen suatu matriks berukuran n x n adalah

det (A1 - A)= 0, karena:

'~ - =
T M A 41 _[A5p =4l
- g It A 3 -1 A-3
maka polinomial karakteristik dari A adalah :
-1 A-3

1=3 =4
det (Al - A)= det[ ]=f—61+5.

dan persamaan karakteristik dari A adalah

A —64+5=0.

Maka 4,=5dan A,= 1, inilah nilai-nilai eigen dari A.
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Ruang eigen yang bersamaan dengan nilai eigen dominan A,= 5 adalah

ruang pemecahan dari :

I
(=

(Al - A).x

Yakni

GI-A).x=0

2n SBY M) AL
=2t | ok
Dari sistem persamaan diatas, di dapat :

x=a , ==L

Jadi vektor eigen yang bersesuaian dengan A,= 5 adalah vektor-vektor tak

2t 2
nol yang berbentuk x = [r }— [J t.

2
Sehingga [1] adalah sebuah basis untuk ruang eigen yang bersesuaian
dengan A=15.

4.3 Menentukan Nilai Eigen Dominan dan Vektor Eigen Dominan Dengan

Metode Pangkat
Sekarang dengan menggunakan persamaan (4.1.4) yaitu A’ X, untuk

mengaproksimasikan vektor eigen dominan dari matriks A.

Contoh 1 : Gunakan metode pangkat untuk mengaproksimasikan vektor eigen

dominan dan nilai eigen dominan dari matriks :

g
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1
Dipilih sebarang vektor x, = [l] ‘

Perkalian berulang x , dengan A menghasilkan :
3 4|1 7
Axo = % = 5
RN
3 4] |7 37 1,947
A (Ax,) = ar Ale ~19 v
L3 44 19 1

" g [3 4] [37] [187 1,989
Ax, =A{AXR) = ; = ~ 94 :
1 3][19] |94 1

Il

A’x,

— -

3 4] [187] [937 1,998
A (A’x,) = .( = ~ 469 .
1 3|79 469 1

4
Al x,

dari perhitungan ini dapat dilihat bahwa hasil-hasil perkalian semakin mendekati
. ¥
kelipatan skalar dari |:1 }

Perkalian vektor-vektor dari perkalian skalar diatas dibandingkan dengan

bentuk.

21 |
X = [r ] , maka menghasilkan aproksimasi untuk vektor eigen dominan

dari A dengan memisalkant= 1.
Sekarang bagaimana mengaproksimasi nilai eigen dominan jika suatu
aproksimasi vektor eigen dominan diketahui. Jika X adalah vektor eigen hasil

aproksimasi, maka nilair eigen dominan A, dapat ditentukan dengan aproksimasi :

937
Dalam contoh didapat X= [ ]
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N [3 4] {937] [4687]
Ax = ; = .
1 3| |469| |2344
(¥, A%) _ (937) (4687) + (469) (2344)
TFLE (937) (937) + (469) (469)

Maka

A = 5,001.
Ini adalah aproksimasi yang baik untuk nilai eigen dominan 4,= 5.
Metode pangkat sering kali menghasilkan vektor-vektor yang mempunyai
komponen-komponen besar dan kurang baik.

Untuk mengatasi persoalan ini maka digunakan aproksimasi vektor eigen

dengan“diskalakan kebawah“pada setiap langkah, sehingga komponennya terletak

antara +1 dan -1.
Gunakanlah metode pangkat dengan penskalaan untuk mengaproksimasi

sebuah vektor eigen dominan dan nilai eigen dominan dari matriks :
3 4
A= 1
¥ 3
£ i 1
Dipilih sebarang vektor x, = [1] ‘

Kalikan x ;dengan A dan dengan menskalakan kebawah didapat :

SRR 12 IRt a

Kalikan x , dengan A dan skalakan kebawah didapat :

3 4 1 5,28 1 |5.28 1
Ax; = . = s X9 = " = .
334 1057 2,71 5,28 | 2,71 0,51

Dengan menggunakan pembagian Rayleigh maka taksiran pertama dari nilai eigen

dominan adalah :
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(x,, 4x) (1) (528) + (0,57) 271) _
A~ = = 5151
(o o) @) (1) + (0,57) (0,57)

Kalikan x , dengan A dan skalakan kebawah didapat :
3 4 1 5,04 1 5,04 1
Ax, = . = y Xyg= . - .
1 3] 1057 2353 5,04 {253 0,50

Taksiran kedua dari nilai eigen dominan adalah :

A (5 An) @) (5,04 + 05D 253) _
=5 .%5) (1) (1) + (0,51) (0,51) ;

Kalikan x ;dengan A dan skalakan kebawah didapat :

' = B E :]'[0,150]:[2;]’ . =1§'[2f5]=[01,5}'

Taksiran ketiga dari nilai eigen dominan adalah :

FmoAn) ) 6)+050) 25) _ .,
(x;,%) (1)@ +(050) (0,50

Nilai-nilai yang dihitung diatas dapat dibuat tabelnya seperti dibawah ini.

Tabel 1. Aproksimasi nilai eigen dominan dan vektor eigen dominan :

Langkah ke i 0 1 2 3
X, = aproksimasi sebuah 1] A iy 1 1
o, | U | ool | ] | o
- — -
Ax. | | o] | el | e
Aproksimasi A, - 5,151 5,02 5,00




20

Didalam metode pangkat kita dapat menentukan galat relatif. Jika g

menyatakan sebuah aproksimasi untuk suatu harga q maka galat relatif dalam

aproksimasi didefinisikan dengan (u—‘ dan galat persentase dalam aproksimasi
q

adalah ‘u| x 100%. Jika nilai eksak dari sebuah nilai eigen tertentu adalah A4
q

dan 1 adalah sebuah aproksimasi kepada A, maka galat relatifnya adalah

‘ﬁ';—j'—’ Apabila A yang eksak tidak diketahui maka galat relatif yang

o~ —~

" . A ') el A (i-1)
diperkirakan adalah = :

(O]

Dari tabel dibawah ini dapat dilihat prosentase galat relatif yang diperkirakan.

Tabel 2. Prosentase galat relatif

I = Langkah 2 3
x ) 5,02 5,00
Galat relatif yang diperkirakan
; 0,026 0,004
setelah i langkah
Persentase kesalahan setelah
2,6 % 0.4 %
I langkah
Contoh 2 :

-y

3
Dipilih sebarang vektor x , = [2] .
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Kalikan x ,dengan A dan dengan menskalakan kebawah didapat :

wof JEHE) b EHS)

Kalikan x, dengan A dan skalakan kebawah didapat :

3 4 1 512 1 512 1
Ax; = : = y Xy Bomese, = :
1 311053 2.59 512 1239 0,51
Dengan menggunakan pembagian Rayleigh maka taksiran pertama dari

nilai eigen dominan adalah :

(x, ,4%) 512+137

= = = 5 0%
A (f-i%) 1+ 0,28 4y

Kalikan x , dengan A dan skalakan kebawah didapat
g 2 1 5,04 1 5,04 1
Ax, = 4 - s M= : = .
1 31051 253 504 | 2,53 0,50

Taksiran kedua dari nilai eigen dominan adalah :

A (x5, 4%) 5044129 5,08,

(. %) 1+ 0,26

Kalikan x ; dengan A dan skalakan kebawah didapat :

e [3 ;}-[0}50]{;5]’ = :%'[2?5]:[01,5]

Taksiran ketiga dari nilai eigen dominan adalah :

%z(xJ,ij)_ 5+125 _ oo

>

(5 %) 14025
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4.4 Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Dan Vektor Eigen Dengan
Metode Pangkat Invers

Metode pangkat invers adalah suatu metode pangkat untuk

mengaproksimasi nilai eigen dari nilai mutlak terkecil bila matrik tersebut dapat

dibalik. Jika 4,,4,,...... ,A, adalah nilai eigen dari matriks A yang dapat dibalik,

,11 dalah nilai eigen dari matriks A”'. Jika x merupakan

n

§ seess 5

vektor eigen matriks A yang bersesuaian dengan A maka x juga merupakan

vektor eigen matriks A yang bersesuaian dengan % Jika nilai eigen A dapat
diurutkan tergantung pada ukuran nilai mutlaknya yaitu |A‘ |2|/1 2|2

A

1 s ; N s
2|ln_,|> .|, maka 3 merupakan nilai eigen dominan dari A" yang dapat

diaproksimasi dengan metode pangkat. Nilai eigen dominan A’ merupan nilai
eigen dengan nilai mutlak terkecil dari A.
Contoh : gunakanlah metode pangkat invers untuk mengaproksimasi nilai eigen

terkecil dan vektor eigennya dari matriks :

Al o)

& 1
dipilih sebarang vektor x , = [J .

Kalikan x , dengan A™' dan diskalakan kebawah didapat :

e[l S0} -0

Kalikan x, dengan A™' dan diskalakan kebawah didapat
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. 0 -1] [-05 - 1 - -08
- . = s X3 = = .
& 0,5 15 ] 1.25 21,250 1.25 1

Dengan pembagian Ray leigh, maka aproksimasi pertama nilai eigen terkecilnya
adalah :

<x L A'n> (05D +(1)(1,25)
T<x,x > (-05)(05) + (DQ)

4,

Kalikan x, dengan A™ :
i 0 -1} |-08 -1 1 |-1 —0,909
A x2 = . = ’ x3 = ] .
0,5 15 1 11 L1| 1] 1

Aproksimasi kedua nilai eigen terkecilnya adalah :

<%, 475> (08D +MAD 1159

A m > (0908 + OO

Kalikan x , dengan A™ didapat :

4 0 -1} [-6909 -1 1 [ -1 ~0,956
X = 2 - 5 X: = = R
. 0,5 15 1 1,046 |7 1,046 | 1,046 1

PR L A'x>  (=0,909)(=1) +(1)(1,046) .
V< xLx > (—0909)(0,909) + (1)(1)

070.

2

Kalikan x, dengan A" didapat :

e 0 -1] [-0956 =] 1 v -0,978
= < = & X = = %
A 05 15 1 1022 1 " 1.022 | 1892 1

PRLE, , A'x,> _ (=0956)(-1) +(1)(1,022) 1
Y<xux, > (—0956)(0,956) + (I)(1)

rd

Kalikan x ; dengan A™ didapat :

P 0 -1] [-0978] _[-1 L] -1 ] [-0989
. 05 15| 1 1,011 |77 1011|1011 1|
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(-0978) (=D +(H(A01D) _ ., -

>

e TN _ =
< x.x > (~0978)(0,978) + ()(1)

As

Kalikan x , dengan A™' didapat :

Ly [0 -1)[-osse] -1 ] 1 [-1]_[-09%5
¥ =los 15| 1 |~ |1005 | " 1,005 | 1,005 1|

ki, _ (=0989) (-1 +(1)(1,005) _, 008
< x,% > (-0989)(0989) + ()M

A

Nilai-nilai yang dihitung di atas dapat dibuat tabelnya seperti dibawah ini.

1abel 3: Aproksimasi nilai eigen tak dominan dan vekior eigennya dengan
menggunakan metode pangkat invers :

Langkah ke — i 0 1 2 3 4 5 6
x, = aproksimasi
sebuah nilai eigen 1 ~05] | [-08] | [-0909 1°| [-0956 ~ 0989 -1
yang diskalakan 1 1 1 1 1 1 1,003
kebawah terhadap i ;
vektor eigen dari A”
-1 -1 -1 | [ -1 [ =% } [ 21 } [—0995]
Ax,
| [ 2} [ 1,25} -1l ek 1,045] 1,022 1,005 1
Aproksimasi 4, . 1,4 1,159 1,070 1,033 1,017 1,008
Adokshnasl —
proksimasi —— ) 0,714 | 0935 | 0863 0,968 0,983 0,992

Dari tabel 3 dapat dilihat, setelah iterasi ke enam pada metode pangkat
invers maka aproksimasi nilai eigen tak dominan adalah :

~0,995 ]

A =~ 0,992 dan vektor eigennya x =~ [ i

-1
Sedangkan nilai eksaknya adalah A =1, dan vektor eigennya x = [ ; :I
Dari tabel dibawah ini dapat dilihat prosentase kesalahan relatif yang

diperkirakan.




Tabel 4 : Persentase galat relatif

I = Langkah 2 3 4 5 6

i 0,936 | 0,863 | 0,968 | 0,983 | 0,992
galat relatif yang diperkirakan

setelgh i langkah 0,236 | 0,083 | 0,108 | 0,015 0,009

Persentase galat setelah 23.6% | 83% | 108%| 1,5% | 09%

i langkah
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BABV

KESIMPULAN

Nilai eigen dari sebuah matriks A disebut nilai eigen dominan jika nilai
mutlaknya lebih besar dari nilai mutlak nilai eigen-nilai eigen lainnya. Sebuah
vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen dominan disebut vektor eigen
dominan. Untuk mendapatkan nilai eigen dominan dan vektor eigen dominan dari
matriks A yang berukuran n x n maka digunakan metode pangkat, sedangkan
untuk mendapatkan nilai eigen tak dominan dan vektor eigennya digunakan

metode pangkat invers.

Langka-langkah dalam metode pangkat dan metode pangkat invers ddalah
sama yaitu :
Langk?h 0 : Ambillah sebarang vektor tak nol x ;.
Langkah 1 : Hitung A x, dan skalakan kebawah untuk mendapatkan aproksimasi
pertama nilai eigen dan vektor eigen. Namakan vektor eigen tersebut
dengan x, .
Langkah 2 : Hitung A x, dan skalakan kebawah menghasilkan aproksimasi kedua.
Langkah 3 : Hitung A x, dan skalakan kebawah menghasilkan aproksimasi ketiga

Sedangkan dengan metode pangkat invers A diganti dengan A™.

Makin banyak langkah yang ditempuh, maka makin baik pula hasil
aproksimasi nilai eigen dan vektor eigennya. Rumus yang digunakan untuk
mendapatkan aproksimasi nilai eigen adalah :

2 z<Jc,,,AJc,.>

I

| i s N

<X X >




