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RINGKASAN

Konsep dan teori kekongruenan pertama kali diperkenalkan oleh Karl
Friedrich Gauss, dan tahun 1801 Gauss memperkenalkan kongruen dan modulus
ke dalam teori bilangan. Pada teori bilangan modulus berarti adalah satuan ukur
yang digunakan dalam kongruen, sedangkan kongruen berarti dua angka yang
memiliki modulo yang sama.

Tujuan penelitian adalah menentukan bagaimana penggunaan teori
kekongruenan pada teori bilangan.

Masalah teori bilangan terutama pada penyelesaian soal-soal olimpiade
dapat diselesaikan dengan menggunakan teori kekongruenan dengan teori
pendukung : sifat-sifat bilangan bulat, sifat-sifat dan teori keterbagian pada
bilangan bulat, pembagi bersama terbesar dan algoritma pembagian, relasi
ekuivalen.

Penelitian ini penulis mulai dari bulan Januari 2008 sampai bulan Juli
2008. Dalam melakukan penelitian ini penulis melakukan studi kepustakaan dan
memulai dengan meninjau permasalahan, mengumpulkan teori-teori yang didapat
sebagai penunjang untuk menyelesaikan dan terakhir menarik kesimpulan dari
permasalahan yang telah dibahas.

Adapun langkah kerja dari penelitian ini adalah :
1. Meninjau konsep-konsep dasar bilangan bulat.
2. Meninjau tentang teori kekongruenan.
3. Menyelesaikan masalah kekongruenan pada teori bilangan dengan teori-
teori yang berhubungan dengan masalah tersebut.

4. Menyimpulkan hasil yang diperoleh.



Hasil pembahasan adalah bahwa penyelesaian masalah teori bilangan
banyak menggunakan teori kekongruenan, baik digunakan satu lemma untuk satu
masalah maupun gabungan beberapa lemma untuk satu masalah.
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BAB. 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Permasalahan

Konsep dan teori kekongruenan pertama kali diperkenalkan oleh
matematikawan Jerman yaitu Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855) dalam diskusi
aritmatikanya. Menurut catatan sejarah, Gauss memperkenalkan kongruen dan
modulus ke dalam teori bilangan tahun 1801. Kata Modulus ( jamaknya moduli)
dalam bahasa latin berarti suatu ukuran atau satuan ukur. Pada teori bilangan
modulus adalah satuan ukur yang digunakan dalam kongruen. Lebih tepatnya,
mengukur sesuatu menurut siklus panjangnya, sepadan dengan modulus. Sebagai
contoh, waktu pada jam diukur dengan siklus panjang 12, sehingga disebut
modulus 12. Hari dalam satu minggu terdapat 7 hari disebut dengan modulus 7.

Kata Kongruen berasal dari bahasa latin yang berarti menyetujui atau
bersesuaian. Dalam geometri, kongruen berarti bahwa ketika satu bangun
dilapiskan pada bagian atas bangunan yang lain, maka kedua bangunan itu persis
sama. Dalam teori bilangan arti kongruen adalah dua angka yang memiliki
modulo yang sama. Sebagai contoh 17 kongruen dengan 2 modulo 5 , berarti 17
dikurang 2 habis dibagi 5 ( atau" modulus") 5.
Di dalam bahasa sehari-hari, sisa berarti" jumlah yang kecil setelah bagian yang
utama dihabiskan".

Pada perkembangannya teori kekongruenan banyak digunakan dalam

pengembangan geometri, teori bilangan, biologi , dan dunia kedokteran.



1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah, maka rumusan masalah pada

penelitian ini adalah “Apa saja kegunaan Teori Kekongruenan pada teori bilangan.

1.3  Manfaat Penelitian

Penelitian ini di harapkan dapat memberikan sumbangan terhadap
perkembangan ilmu pengetahuan dan untuk menambah wawasan tentang
menyelesaikan masalah pada teori bilangan dengan menggunakan teori

kekongruenan terutama pada penyelesaian soal- soal olimpiade.

1.4  Tujuan Penelitian
Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui penggunaan Teori

Kekongruenan pada teori bilangan.




BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dikemukakan pengertian dan konsep dasar yang dapat
digunakan untuk menyelesaikan masalah kekongruenan. Teori dasar tentang
bilangan  bulat menjadi landasan teori yang penting dalam memahami
pembahasan tentang masalah kekongruenan. Berikut defenisi-defenisi serta

teorema-teorema yang mendukung penyelesaian masalah pada penelitian ini.

2.1 Sifat — Sifat Bilangan Bulat
Sifat- sifat bilangan bulat dibagi kedalam dua kelompok, yaitu sifat aljabar

dan sifat urutan. Menurut Budhi (2003) Sifat Aljabar pada himpunan bilangan
bulat mempunyai dua operasi yaitu operasi tambah (+) dan operasi kali (x) dengan
sifat :
a. Sifat Assosiatif untuk penjumlahan.

Untuk setiap bilangan bulat a,b,c berlaku: (a+b)+c=a+ (b +c¢)
b. Sifat komutatif untuk penjumlahan

Untuk setiap bilangan bulat a,b berlaku:a+b =b+a
c. Unsur identitas terhadap penjumlahan.

Ada bilangan 0 sehingga untuk setiap bilangan bulat berlaku:a+0=0+a=a
d. Unsur invers terhadap penjumlahan

Untuk setiap bilangan bulat a ada bilangan bulat b sehingga:a+b=0
e. Sifat Assosiatif untuk perkalian

Untuk setiap bilangan bulat a,b,c berlaku:(a.b).c = a.(b.c)



f. Sifat komutatif untuk perkalian
Untuk setiap bilangan bulat ab berlaku:a.b = b.a
g. Unsur identitas terhadap perkalian
Ada bilangan 1 sehingga untuk setiap bilangan bulat berlaku :a.1 =l.a= a
Sifat Urutan menurut (Varberg,Purcel,Rigdon, 2004), didefinisikan sebagai
bilangan- bilangan riil tak nol dipisahkan dengan baik menjadi dua himpunan
terpisah, bilangan- bilagan riil positif dan bilangan — bilangan riil negatif.
Fakta ini memungkinkan untuk memperkenalkan relasi urutan < (dibaca “lebih
kecil dari”) dengan x <y < y — x adalah positif.
Contoh: x<y = y>x
Jadi 3<4=4>3,-3<-2=-22>.3

Beberapa Sifat Urutan (Varberg,Purcel,Rigdon, 2004)
1. Trikotomi.

Jika x dan y adalah bilangan- bilangan, maka pasti satu diantara yang berikut

ini berlaku:x<yataux=yataux>y
2. Ketransitifanx<ydany<z = x<z
3. Penambahanx <y & x+z<y+z
4. Perkalian. Bilamana z positif, x <y < xz<yz

Bilamana z negatif, x <y < xz>yz

Relasi urutan < (dibaca “ kurang dari atau sama dengan”) didefinisikan sebagai

X £y <> y-x positif atau nol.



2.2 Sifat-Sifat dan Teori Keterbagian pada Bilangan Bulat.

Definisi 2.2.1 (Nikenasih, Dedi, 2007)
Sebuah bilangan bulat a # 0 dikatakan membagi b jika terdapat bilangan bulat ¢
sehingga b = ac.
Jika a membagi b ditulis dengan a | b. Sebaliknya jika a tidak membagi b ditulis
dengan a + b. Disamping kata membagi dapat digunakan juga kata faktor, yaitu a
faktor dari b. Selain itu dapat juga dikatakan bahwa a pembagi bilangan b,(Arifin,
2000).
Contoh 2.2.2
1. 4 membagi 12, ditulis 4 | 12, karena 12 = 4.3
2. 5 tidak membagi 16, ditulis 5 + 16, karena tidak ada bilangan bulat jika
dikalikan 5 menghasilkan 16.

Sifat — sifat keterbagian pada bilangan bulat adalah sebagai berikut :
1. Sifat Refleksif

Untuk setiap bilangan bulat a berlaku: a |a .

Bukti :

Ambila € Z,a+ 0. Akan ditunjukana|a.

Karenaa=a.l maka a|a
2. Sifat Transitif

Untuk setiap bilangan bulat a,b,c berlaku : Jikaa|bdanb|cmakaa|c.

Bukti :

Ambil a,b,c € Zdengan a|bdanb|c.

Akan ditunjukan a | c.

Karena a|bmaka a+# 0danada n| € Z sehinggab= nja




Karena b |c maka b # 0dan ada n; € Z sehingga ¢ = mb

Perhatikan ¢ = n;b
Akibatnya c= mb
c=mn(ma)
c=(mn;)a untukny,n; € Z
c=nza untukn; € Z
Karena a# 0 danc= n3a untuk suatu n; € Z maka a|c.
3. Sifat Linier
Untuk setiap bilangan bulat a,b,c,x, dan y berlaku :
Jikaa|bdana|cmakaa|(xb+yc}.
Bukti :
Karena a | b maka ada bilangan bulat k sehingga b = ka.
Karena a | ¢ maka ada bilangan bulat | sehingga ¢ = la.

Selanjutnya untuk setiap bilangan bulat x , y maka

]

bx +cy = kax + lay

I

a(kx+ly)
Jadi bx + cy habis dibagi oleh a.
4. Sifat Perkalian
Untuk setiap bilangan bulat a,b, dan ¢ berlaku: Jika a | b maka ca | cb.

5. Sifat Pencoretan

Untuk setiap bilangan bulat a, b, dan ¢ berlaku: Jika ca | cb dan ¢ # 0 maka a | b.
6.Jikaa|bdanb|a < a= + b.Bilangan a dan b disebut berasosiasi.
Bukti : kekanan : (— )

Ambil a,be Z dengan a|bdanb|a




Akan ditunjukkan a= = b
Karenaa|bmaka a#0,a € Z sehinggab=n;a
Karenab |amaka b#0,b € Z sehinggaa=nyb
Perhatikan bahwa

a=mb

a=m (na)

a=(mn; )a
Karenaa,n;,n; € Z,a# 0dan a=(mn; )amakann; =1
Akibatnya 1). n;= n; =1 atau

2). m=-1, n; =-1

Untuk n;= n; = 1 diperoleh a=b

Untuk n; = n; =-1 diperoleh a = -b

Bukti : kekiri : (<)

Ambilabe Z,a#0,b#0dan a= =b

Akan ditunjukkan a|bdanb|a

Kasusl:a=b

Karena a#0dan 1 € Z sehinggab=1.amaka a|b
Karena b#0dan1 € Z sehinggaa=1.bmaka b|a
Kasus2:a=-b

Karena a# 0 dan-1 € Z sehinggab=-1.amaka a|b

Karena b# 0dan-1 € Z sehinggaa=-1.bmaka b|a

Dari kasus 1 dan kasus 2 disimpulkan jikaa= +bmaka a|bdan b|a




Definisi 2.2.2 (Nikenasih, Dedi, 2007)

Bilangan bulat p, p > 1 dikatakan bilangan prima jika pembagi positif dari
bilangan tersebut adalah 1 dan p itu sendiri.

Contoh :

Misalkan nilai p=2

Maka 2 | 2 dan 1|2, sehingga p adalah bilangan prima.

Definisi 2.2.3 (Budhi, 2003)

Bilangan bulat m disebut bilangan komposit jika mempunyai sedikitnya satu
pembagi yang berbeda dengan 1 dan p.

Contoh :

Misal m = 8, 8 dikatakan bilangan komposit karena 8 =2 .4

Begitu juga kalau dimisalkan m=12, 12 juga dikatakan bilangan komposit karena
12=2.6dan 12=3 .4

Sifat 2.2.4 (Budhi, 2003)

Suatu bilangan positif N habis dibagi :

a. 2 jika dan hanya jika angka terakhirnya genap.

b. 4 jika dan hanya jika bilangan dengan dua angka terakhir habis dibagi 4.

c. 3 jika dan hanya jika jumlah dari semua angka habis dibagi 3.

d. 5 jika dan hanya jika angka terakhir 0 dan 5.

Bukti :

a. Bilangan N = aa,.; ... ap mempunyai arti
N =2,10"+2a,,10™ + ... + a9

=10 (a,10™" +2,,10™ + ... a; ) +ag




Suku pertama habis dibagi 2 karena mempunyai faktor 10. Bilangan N habis

dibagi 2 jika dan hanya jika ap habis dibagi 2.
b. Bilangan N = aa,.; ... ap mempunyai arti
N =2a,10"+ 2, 10™" + ... +2,10% + 2,10 + a
N =100 (2,10™% + a,110™ + ... +a, ) + 2,10 + a,
Dua angka terakhir yaitu a;10 dan a; habis dibagi 4.
c. Dengan cara yang sama diperoleh
N =2,10"+a,,10™" + ... + a9
N=a,(10%1)+a,10""-1)+...+a,(10-1)
Karena 10*-1 selalu habis dibagi 3 untuk setiap k, maka keterbagian N
bergantung  pada suku kedua.
d. Dengan sedikit perubahan seperlunya, diperoleh
N =2,10" + a,,10™" + ... + a
=10 (a10™" +a,,10"%2 + ... a; ) + a9
Suku pertama kelipatan 5, maka keterbagian N bergantung pada ag
Teorema 2.2.5 (Budhi, 2003)

1). Jika a | b maka a | bx untuk setiap x € Z

2). Jikaa|bdana|cmakaa|b+c. ////\

- f.{ﬂ\-—‘\'
Bukti : e F;{;R-‘}VJST th"i: \
0P 1 RaiTAS ANDEL

1). Jika a | b maka a | bx untuk setiap x € Z

il

Ambil a,b € Zdengana|b
Akan ditunjukkan a | bx untuk setiapx € Z
Karena a | b maka a # 0 dan ada n; € Z sehinggab =na

Karena b = n;a, maka :
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= ma

Karena a # 0 dan ada n, € Z sehingga bx = n;a maka a | bx
2).Jikaa|bdana|cmakaa|b+c.
Ambil a,b,c € Zdengana|bdana]c.
Akan ditunjukkana | b + c.
Karena a | b maka a # 0 dan ada n; € Z sehingga b =n;a
Karena a | ¢ maka a # 0 dan ada n; € Z sehinggac =n;a
Perhatikan bahwa : b+c¢c= mja+ma

=(n+mya

ez
= n3 a untuk suatu n3

Karena a # 0 dan adanz;e Z sehinggab+c= n;a makaa|b+c

2.3 Pembagi Bersama Terbesar (PBT) dan Algoritma Pembagian

Definisi 2.3.1 (Frakleigh, 1994)

Bilangan bulat positif k adalah Pembagi Bersama Terbesar (PBT) dari a,b € Z,
a,b # 0 bila dipenuhi :

1.k|adank|b

2. Jika ¢ bilangan bulat, sehingga ¢ | a dan ¢ | b maka ¢ | k

Contoh :

1. PBT (10,6) = 2, sebab faktor dari 10 = 1,2,5,10 dan faktor dari 6 =1,2,3,6
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Dari faktor 10 dan 6 diatas,diperoleh bahwa 2 adalah faktor persekutuan

terbesar dari 10 dan 6.
2.PBT (2,11) =1, sebab faktor dari 2 =1,2 dan faktordari 11 =1,11

Dari faktor 2 dan 11 diatas, diperoleh bahwa 1 adalah faktor persekutuan

terbesar dari 2 dan 11.
Teorema 2.3.2 (Aitken, 1992)
Misalkan a, b adalah bilangan bulat dengan b > 0, maka terdapat bilangan bulat q
dan r yang tunggal, sehingga : a =qb + r; 0 <r <b .Dalam hal ini q dan r
masing- masing disebut sebagai hasil bagi dan sisa pembagian a dan b.
Bukti :
Untuk bilangan bulat a , b, perhatikan himpunan
A={x=a-yb | x>0,y € B}. Akan dibuktikan: A # { }
Karena b bulat positif maka b > 1, dan |a| b > |a, atau —b |a] <a <b |a]
Jadi O0<a+|a|b
Dengan mengambil y = - |a| , makax =a—yb € A.
Berdasarkan sifat terurut rapi, maka A mempunyai unsur terkecil. Misalkan s
unsur terkecil himpunan A. Berdasarkan sifat himpunan A, maka ada bilangan
bulat q sehingga s =a — gb.
Jika dapat membuktikan bahwa s < b, maka berarti telah membuktikan hal yang
diminta. Andaikan bahwa s> b, maka

a-(q+1)b=a-gb-Db
=s-b>0

Jadia—(q+1)b=s-b e A.
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Karena s — b <'s, maka hal ini berlawanan dengan asumsi bahwa s merupakan
unsur terkecil dari A. Dengan demikian pengandaian bahwa s > b tidak benar.
Yang benar adalah s < b. Bilangan q disebut hasil bagi a oleh b dan s disebut sisa
pembagian a oleh bilangan b.
Contoh :
1.Misalkan nilaia=8 dan b=2

Menurut teorema 2.3.2 nilaia=qgb+r,0<r<b

Sehingga didapat bahwa 8 = 4.2 + 0, dengan nilaiq=4 danr=0
2.Misalkan nilaia=0danb=3

Menurut teorema 2.3.2 nilaia=gb+r,0<r<b

Sehingga didapat bahwa 0 = 0.3 + 0, dengan nilai g =4 danr =0
Definisi 2.3.3 (Arifin, 2000)
Jika a,b € Z dengan a dan b tidak keduanya nol, maka a dan b relatif prima.
Contoh :
Misalkan nilai a = 10, b = 9, maka PBT (10,9) = 1, karena faktor persekutuan
terbesar dari 10 dan 9 adalah 1
Teorema 2.3.4 (Herstein, 1997)
Jika a dan b relatif prima dan a | bc, maka a | c.
Bukti :
Karena a dan b relatif prima, maka ada m,n € Z sehingga ditulis am + bn =
1&4Y)
Kemudian (*) dikalikan dengan ¢ sehingga amc + bne = ¢ <> (ac)m + (bc)n=c¢

Caral:Jikaa | bc berarti a | ((ac)m + (bc)n), karena (ac)m + (be)n = ¢ maka a [ C.
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Cara 2 : Kemudian a|acm dan diasumsikan a|bcn sehingga a|acm + ben,
dimana
acm + ben = ¢ sedemikian sehingga a | c.

Teorema 2.3.5 (Aitken, 1992)

Untuk setiap bilangan — bilangan bulat a,b, dan ¢ berlaku :

1.a|0,1 |a,a Ia.

Bukti :

* Ambil a € Z dengan a # 0. Akan ditunjukkan a | 0
Karena0=a.0makaa |0

* Ambil a € Z. Akan ditunjukkan 1 | a
Karenaa=1.amakal|a

* Ambil a € Z,a # 0. Akan ditunjukkan a | a
Karenaa=a.l makaa|a

2.a|1 @a==%1

Bukti :

Bukti kekanan ( — )

Misalkan a € Z dana| 1, Akan ditunjukkant. a =+ 1

Karena a| 1 makaa# 0 dan 1 = ac untuk suatuc € Z
Karena 1 =acmaka 1= (ac)’=a’c’atau 1= a’c’
Karenaa,c e Zmakaa2=1,akibatnyaa=i\fl =% 1

Bukti kekiri ()

a = * 1. Akan ditunjukkant a| 1
Karena 1|1dan-1|1maka a1

3.Jikaa | b dan ¢ | d maka ac|bd
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Bukti :
Ambil a,b,c € Zdengana|bdanc|d
Akan ditunjukkan ac | bd.
Karena a|bmaka a# 0 dan adan, e Z, schinggab=n;a
Karena ¢ ] d maka ¢ # 0 dan ada n e Z, sehingga d = nyc
Akibatnya bd =mjanyc= nn, ac
LYJ
n; € Z
=n3 ac untuk suatun; € Z
Karenaa#0,c# 0 maka ac#0
Karena ac # 0 dan ada suatu n3 € Z
Sehingga bd = n3 ac maka ac | bd
4Jika a |[bdana |cmakaa |(bx+cy) untuk x,y € Z
Bukti :
Ambil a,b,c € Z dengan a |bdan a |c
Akan ditunjukkan a | (bx + cy) untuk sebarang x,y € Z
Karena a | b, maka a | bx untuk setiap x € Z
Karena a | c, maka a |cy untuk setiapy € Z
Karena a |bx dana |cy, maka a | bx +cy untuk setiapx,y € Z
Teorema 2.3.6 (Aitken, 1992)
Misalnya a,b € Z dengan a,b # 0 dan PBT (a,b) = d, maka ada x,y € Z sehingga
d =ax + by.
Bukti :
Ambil (misalkan) a,b € Z dengan a dan b tidak keduanya nol dan PBT (a,b) =d

Akan ditunjukkan adax,y € Z. Sehingga d = ax + by
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TulisS={au+bv | au+bv>0,uv € Z}
Kasus1: a#0,b=0

Karenaa#0 maka |a| >0

Sub Kasus 1.1 a>0

Perhatikan bahwa |a| =a=1.a+0b > 0
Ini berarti |a| € S

Sub Kasus 1.2 a<0

Perhatikan bahwa |a| =-a =-1.a+0.b > 0
Ini berarti |a| € S

Kasus2: a=0,b#0

Sub Kasus 2.1 b>0

Perhatikan bahwa |[b| =b=0.a+1b > 0
Ini berarti |[b| € S

Sub Kasus 2.2 b<0

Perhatikan bahwa |b| =-b=0.a+(-1).b > 0
Ini berarti |b| € S

Kasus3: a#0,b#0

Sub Kasus 3.1 a>0danb>0

Perhatikan bahwa |a| + |b| =a+b= la+1b > 0
Ini berarti [a| + |b| € S

Sub Kasus 3.2 a<0danb<0

Perhatikan bahwa |a| + |b| =a.(-1)+b.(-1) >0
Ini berarti |a| + |b| € S

Sub Kasus 3.3 a>0danb<0

-
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Perhatikan bahwa |a| + |b| =a +(-b)=a.1+b.(-1) > 0
Ini berarti |a| + |b] € S
Sub Kasus 3.4 a<0danb>0
Perhatikan bahwa |a| + [b| =(-a) +b=a(-1)+b.1 > 0
Ini berarti |a| + |b| € S
Diketahui bahwa S = { au + bv | au+bv>0,uv e Z}#0
Karena unsur — unsur di S adalah bilangan — bilangan bulat positif, maka menurut
sifat terurut dengan baik, S mempunyai unsur terkecil. Misalkan unsur terkecil
tersebut adalah d. Karenad € S, maka d dapat ditulis sebagai d = ax + by untuk
suatu x,y € Z. Selanjutnya bagi a dengan d, diperoleh
a=qd+r; 08r<a B oo L%}
Andaikanr> 0
Dari (*) diperoleh r =a-qd=a-q(ax+by)= a ( 1\:?3)+ b(-qy)
l_Y_J
e Z e’z
Ini berartir € S
Karenar € S dan r <d maka d bukan unsur terkecil di S
Ini kontradiksi dengan pemisalan bahwa d adalah unsur terkecil di S
Jadi haruslahr =0, atau d | a
Teorema 2.3.7 (Budhi, 2003)
Misal a,b € Z dengan a,b # 0, a dan b relatif prima jika dan hanya jika ada
bilangan bulat x,y sehingga ax + by = 1.
Bukti Kanan (—)

Misal a,b € Z dengan a,b # 0, a dan b relatif prima. Karena a,b relatif prima

maka PBT (a,b) = 1
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Karena 1 merupakan PBT dari a dan b maka 1 dapat ditulis sebagai : 1 = ax + by
untuk suatu x,y € Z

Bukti Kiri («)

Misal a,b € Z dengan a,b # 0, dan ada bilangan bulat x, y sehingga 1 = ax + by
Akan ditunjukkan a dan b relatif prima.yaitu PBT (a,b) = 1

Misalkan PBT (a,b) =d

Akan ditunjukkand = 1

Karena d = PBT (a,b) makad |adan d |b

Karenad |adan d |bmakad |ax+byatau d |1

Karenad |1 dand>1 makad =1
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METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian
Penelitian ini penulis mulai dari bulan Januari 2008. Dan diharapkan
dapat diselesaikan pada bulan Juli 2008. Sedangkan tempat penelitian adalah

perpustakaan.

3.2 Langkah-langkah Penelitian

Penelitian ini adalah penelitian deskriptif yang menggunakan analisa teori
yang relevan dengan masalah yang dibahas dan berlandaskan pada studi
kepustakaan. Dalam melakukan penelitian ini penulis memulai dengan meninjau
permasalahan, mengumpulkan teori-teori yang didapat sebagai penunjang untuk
menyelesaikan permasalahan tersebut dan terakhir menarik kesimpulan dari
permasalah yang telah dibahas.

Adapun langkah kerja dari penelitian adalah:
1. Meninjau konsep-konsep dasar bilangan bulat.
2. Meninjau tentang kekongruenan.
3. Menyelesaikan masalah kekongruenan pada teori bilangan dengan teori-teori

yang berhubungan dengan pemecahan masalah tersebut.

4. Menyimpulkan hasil yang diperoleh.
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PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dikemukakan definisi dan teori dasar kekongruenan

yang digunakan untuk menyelesaikan masalah teori bilangan. Bab ini terbagi ke

dalam dua bagian yaitu bagian pertama berisi tentang definisi dan teori dasar

kekongruenan dan bagian kedua berisi tentang penggunaan teori dasar

kekongruenan dalam menyelesaikan masalah teori bilangan.

4.1 Definisi dan Teori Dasar Kekongruenan

Definisi 4.1.1 (Aitken, 1992)

Misalkan a, b dan m bilangan bulat dengan m > 0. Bilangan a disebut kongruen

dengan b modulo m jika m | (a - b) dan tulis a=b (mod m).
Lemma 4.1.2 (Aitken, 1992)
Kongruen modulo m adalah relasi equivalen, ini berarti :
l.a=a (mod m)
2. Jika a = b (mod m) maka b = a (mod m)
3. Jika a =b (mod m) dan b = ¢ (mod m) maka a = ¢ (mod m)
Bukti :
l.a=a (mod m)

a=a (mod m) , berarti a—a = km , k bilangan bulat

a-a=0 makam | a—a

2. Jika a=b (mod m) maka b = a (mod m)

a=b (mod m), berarti a—b = km, k bilangan bulat

(refleksif)
(simetri)

(transitif)

(refleksif)

(simetri)




-(a—b)=-km

b—a =(-k)m, -k bilangan bulat
b =a (mod m)
3. Jika a=b (mod m) dan b = ¢ (mod m) maka a = ¢ (mod m) (transitif)
a=b (mod m), berartia—b=kym
b = ¢ (mod m), berarti b—c¢ = k,m
a—c=(a—c)+(b-c)=km+kym=(k; +ky)m, ki, kz bilangan bulat
a=c (mod m)
Lemma 4.1.3 (Budhi, 2003)
Jika a = b (mod m) maka untuk setiap bilangan bulat p berlaku
(i). a+p=b+p(mod m)
(ii). ap = bp (mod m)
Bukti :
a=b (mod m), berarti a— b =km
(i). a+p=b+p(mod m), berarti (a+p)—(b+tp)=a+p-b-p=a-b=km
Ini berarti m membagi (a+p) — (b+p) atau a + p=b + p (mod m).
(ii). ap = bp (mod m), berarti ap — bp = p(a—b) = pkm
Maka ap — bp habis dibagi m atau ap = bp (mod m).
Lemma 4.1.4 (Budhi, 2003)
Jika a = b (mod m) dan ¢ = d (mod m), maka :
(i).a+c=b+d (mod m)
(ii). ac = bd (mod m)
Bukti :

a = b (mod m), berartia—b=k;m

20
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¢ = d (mod m), berarti c —d = kom
(i). a+ c=b+d (mod m), berarti (a+c)—(b+d)=km+kym
= (kit kz)m
= ksm , k3 bilangan bulat.

Ini berarti (a + ¢) — (b + d) habis dibagi oleh m, atau a + ¢ =b + d (mod m).
(ii).a—b=km,a=b+km

c—d=kmm,c=d+km

ac = bd (mod m)

ac = (b +kym) . (d + kym) = bd + bkom + dk;m + k;.kp.m?

=bd + (bk; + dk; + k;.ko.m)m

Ini berarti ac — bd habis dibagi oleh m, atau ac = bd (mod m).
Lemma 4.1.5 (Budhi, 2003)
Jika a,b,c dan m bilangan yang memenuhi ca = cb (mod m) dan PBT (¢,m) =1,
maka a=b (mod m).
Bukti :

ac = bc (mod m)
=m|ac—bc=m |c(ab)

=>km=c(a-b)
=>karena PBT (c,m) = 1 , makam | (a-b)
= a=b (mod m)
contoh :
-35 =45 (mod 8)

5.(-7)=5.9 (mod 8), karena PBT (5,8) = 1 maka -7 = 9 (mod 8)
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Lemma 4.1.6 (Burton, 1980)

Jika a = b (mod m), maka a* = b* (mod m) untuk setiap k bilangan bulat positif.
Bukti :

Dengan menggunakan induksi Matematika, dapat dibuktikan sifat diatas. .

Dari lemma 4.3 , kita tahu bahwa a =b (mod m)

Diasumsikan benar untuk semua k.

Untukk=1, a=b(modm) < a*= b*(modm)

bk'l' 1

Il

Untukk+1, a=b(modm) < a*" (mod m)
< aa® = b.b* (mod m)
a.a* = b.b* (mod m) adalah gabungan dari a=b (mod m) dan a* = b (mod m)
Jadi terbukti a = b (mod m), maka a* = b* (mod m) untuk setiap k bilangan bulat
positif.
Lemma 4.1.7 (Burton, 1980)
Jika d > 0 maka a =b (mod m) <> ad = bd (mod m).
Bukti :
a=b(modm), berartim|a—b < md|(a—b)d.
contoh :
33=15(mod 9)
3.11=3.5(mod 3. 3)
11 = 5 (mod 3)

berarti3 |S—11 atau3 |-6
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4.2 Contoh -Contoh Penggunaan Akibat dari Teori Dasar Kekongruenan
Soal 1. (Penggunaan lemma 4.1.6)

Buktikan bahwa untuk sembarang bilangan asli n, A =2903" — 803" — 464" + 261"
habis dibagi 1897.

Pembahasan :

Perhatikan bahwa 1897 = 271 x 7 dan PBT (271,7)=1.

Karena 2903 — 464 = 2439 = 9 x 271, berarti 2903 — 464 |271 atau

2903 =464 (mod 271).

Berdasarkan lemma 4.1.6, diperoleh 2903" = 464" (mod 271) .....(1)

Karena 803 — 261 = 542 = 2 x 271, berarti 803 — 261 |271 atau

803 =261 (mod 271).

Berdasarkan lemma 4.1.6, diperoleh 803" = 261" (mod 271) .....(2).

Dari (1) dan (2) diperoleh 271 | A, atau A habis dibagi 271, terdapat x € Z
sehinggad =X . 2T voen cisniovons smmsvmmansnnin 3)

Karena 2903 — 803 = 2100 = 300 x 7, berarti 2903 — 803 | 7 atau

2903 = 803 (mod 7).

Berdasarkan lemma 4.1.6, diperoleh 2903" = 803" (mod 7) .....(4)

Karena 464 — 261 =203 = 29 x 7, berarti 464 — 261 | 7 atau

464 =261 (mod 7).

Berdasarkan lemma 4.1.6, diperoleh 464" = 261" (mod 7) .....(5).

Dari (4) dan (5) diperoleh 7 | A, atau A habis dibagi 7, terdapat x € Z sehingga

B T i, i sicnimnmamni il (6)



Karena 271 | A, 7| A dan PBT (271,7) = 1, maka 7 . 271 | A atau 1897 | A.

Soal 2. (Penggunaan lemma 4.1.6)
Tunjukkan bahwa 22°-1 habis dibagi 41.
Pembahasan :
Perhatikan bahwa 2° = -9 (mod 41)
Perhatikan (2°)* = (9)* (mod 41)....(lemma 4.1.6)
2% =81.81 — 1 (mod 41), dimana 81 = -1 (mod 41)
Sehingga 2°°-1 = 81.81 — 1 (mod 41)
=1-1 (mod 41)
=0 (mod 41)
Jadi 2°-1 habis dibagi 41 atau 41 | 2%°-1
Soal 3. (Penggunaan lemma 4.1.6)
Tentukan bilangan satuan dari 132°%
Pembahasan :
Perhatikan bahwa 2006 = 4 x 501 + 2
Maka 137 (mod 10) =13 **¥"*2 (mod 10)
= (13)* % (13)? (mod 10)
= (3)**5% (mod 10) x (3)? (mod 10)
= (81)°"' (mod 10) x 9 (mod 10)
=1°"" (mod 10) x 9 (mod 10)

=(1x9)(mod 10)

=9 (mod 10)

24
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Jadi bilangan satuan dari 13%°® adalah 9.
Soal 4. (Penggunaan lemma 4.1.4 dan lemma 4.1.6)
Tentukan angka satuan bilangan 1997'%°".
(Soal seleksi awal olimpiade Matematika Hongkong, 1990- 1991)
Pembahasan :
Berdasarkan lemma 4.1.4 dan lemma 4.1.6 maka
1997'%! = 1997'! mod (10)
=(199 x 10 + 7)"*" mod (10) .......... (lemma 4.1.4)
=7"" mod (10)
“LRibadhld [ W S (lemma 4.1.6)
=2421*"7 . 343 mod (10)
= 3 mod (10)
Jadi angka satuan bilangan 1997'%' adalah 3.
Soal 5. (Penggunaan lemma 4.1.2)
Cari bilangan bulat positif terkecil n sehingga n meninggalkan sisa berturut — turut
1,2,3,4, dan 5 jika dibagi 2,3,4,5,dan 6.
(Soal SEAMO penang — Malaysia 2005).
Pembahasan :
Berdasarkan definisi 4.1.1.dan lemma 4.1.2, maka diperoleh :
n = 1mod2

2 mod3

3 mod4
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4 mod5

i

= 5 mod6
Akibatnya
n+1 = 0 mod2
= 0 mod 3
= 0 mod 4

0 mod 5

= 0 mod 6
Jadi n + 1 merupakan kelipatan persekutuan terkecil dari 2, 3, 4, 5,dan 6, yaitu
60.
Soal 6. (Penggunaan lemma 4.1.6)
Buktikan bahwa (an + b)™ =b™ mod n
Pembahasan :
Untuk membuktikan (an + b)™ = b™ mod n perlu ditunjukkan bahwa terdapat
bilangan bulat k sedemikian hingga (an +b)™ - b™ =kn.
(an+b)™ - b™ = [(an)™ + m(an)™' b+ ... + m(an)b™' + b™] - b

= (an)™+ m(an)™' b+ ... + m(an)b™' + b™ - b™

I

(an)™ + m(an)™" b + ... + m(an)b™"

[(@™ 0™ +m@™ "™ b+ ... +m(@b™ ] n

Diambil k = [(a)" n™' + m(a)™' n™? b + ... + m(a)b™" ]

Maka terbukti bahwa (an + b)™ - b™ =kn.
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KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Setelah dibahas beberapa masalah teori bilangan dengan menggunakan
teori kekongruenan, maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut :
1. Penyelesaian masalah teori bilangan pada umumnya banyak menggunakan
teori kekongruenan.
2. Penyelesaian masalah teori kekongruenan pada teori bilangan ada kalanya
dapat diselesaikan dengan menggunakan satu lemma saja, dan ada kalanya

diselesaikan dengan menggunakan gabungan beberapa lemma.

5.2 Saran - saran

Pada penelitian ini penulis hanya membahas pengunaan teori
kekongruenan pada teori bilangan. Untuk itu penulis menyarankan agar
penggunaan teori kekongruenan ini dapat lebih dikembangkan lagi. Mungkin
untuk peneliti selanjutnya dapat mengali lebih dalam lagi tentang masalah

kekongruenan ini pada bidang geometri dan bidang- bidang lainnya.




