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ABSTRAK

Diberikan sistem linier diskrit bebas waktu berikut:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), x(ko) = Xo,

dengan A € R**?, B € R"*™ dan k € Z,. Sistem diskrit dikatakan tercapai jika
untuk setiap keadaan akhir x; € IR™ terdapat kontrol u yang mentransfer keadaan
awal 0 kepada keadaan akhir x;. Sistem diskrit dikatakan terkontrol jika untuk
setiap keadaan awal xo € R™ terdapat kontrol u yang mentransfer keadaan awal
xo kepada keadaan akhir 0.

Skripsi ini mengkaji hubungan antara ketercapaian dan keterkontolan sis-
tem linier diskrit. Hasil akhir menunjukkan untuk sistem diskrit dengan matriks
A merupakan matriks singular, maka berlaku hubungan jika sistem tercapai maka
sistem terkontrol. Apabila matriks A dari sistem diskrit merupakan matriks non-
sigular, maka berlaku hubungan sistem tercapai jika dan hanya jika sistem ter-
kontrol.

Kata kunci: Sistem linier diskrit, ketercapaian, keterkontrolan.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah
Diberikan suatu sistem linier diskrit berikut:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), x(ko) = %o, (1.1.1)

dengan A € R™”, B € R™™ dan k € Z,. Notasi R® menyatakan himpunan
vektor-vektor riil yang terdiri atas n komponen dan R**™ menyatakan himpunan
matriks-matriks riil berukuran n x m. Pada sistem (1.1.1), x € R menyatakan
vektor keadaan (state) dan u € R™ menyatakan vektor kontrol (input).

Dalam [3] dinyatakan bahwa solusi dari sistem (1.1.1) adalah

k—1
x(k) = Dk, ko)x(ko) + Y ®(k, i+ 1)Bul(i), (1.1.2)
i=ko
dimana
B(k, ko) = AF %0, (1.1.3)

Salah satu isu utama dalam kontrol diskrit adalah masalah ketercapaian
dan keterkontrolan. Suatu keadaan x; untuk sistem (1.1.1) dikatakan tercapai
jika terdapat suatu input u yang mentransfer keadaan xq = 0 kepada keadaan
x; dalam waktu yang berhingga k. Sistem (1.1.1) dikatakan tercapai jika setiap

keadaan dari sistem tersebut tercapai. Secara matematis, jika x; merupakan




sebarang keadaan tercapai dari sistem (1.1.1), maka
k-1
x; = Y ARG By(), (1.1.4)
i=0
untuk suatu input u.
Selanjutnya, suatu keadaan x, dikatakan terkontrol apabila terdapat suatu
input 1 yang mentransfer keadaan xq kepada keadaan x; = 0 dalam suatu waktu
hingga k. Sistem (1.1.1) dikatakan terkontrol jika setiap keadaan dari sistem ter-

sebut adalah terkontrol. Secara matematis, jika xy merupakan sebarang keadaan

terkontrol dari sistem (1.1.1), maka terdapat suatu kontrol u sehingga
k-1
0= AFxo+ Y A=+ Bu(i). (1.1.5)
i=0
Untuk matriks A dan B yang berukuran relatif besar, penggunaan definisi
- definisi diatas untuk menentukan keterkontrolan dan ketercapaiaan dari sistem
diskrit (1.1.1) tidaklah sederhana. Dalam kasus itu, diperlukan kriteria uji untuk
ketercapaiaan dan keterkontrolan sistem (1.1.1). Dalam (3], beberapa kriteria uji

yang dimaksud sudah tersedia. Skripsiini mengkaji hubungan antara ketercapaian

dan keterkontrolan sistem diskrit linier.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan uraian dari latar belakang, maka yang menjadi permasalahan
dalam skripsi ini adalah bagaimana hubungan antara ketercapaian dan keterkon-

trolan dari sistem (1.1.1)?




1.3 Pembatasan Masalah

A

Permasalahan dibatasi hanya pada sistem linier diskrit yang tidak bergan-

tung terhadap waktu.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelii:ian ini adalah untuk mempelajari hubungan antara ke-

tercapaian dan keterkontrolan pada sistem (1.1.1).

1.5 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan skripsi ini yaitu, Bab I merupakan pendahuluan yang
berisikan latar belakang masalah, perumusan masalah, pembatasan masalah, tu-
juan dan sistematika penulisan. Bab II merupakan landasan teori yang akan di-
gunakan dalam menyelesaikan permasalahan pada skripsi ini. Bab III merupakan
pembahasan mengenai ketercapaian, keterkontrolan, dan hubungan keduanya dari

sistem (1.1.1) beserta hasilnya. Bab IV merupakan kesimpulan dari pembahasan

beserta saran untuk penelitian selanjutnya.




BAB II

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan diuraikan beberapa konsep dasar yang berkaitan de-

ngan permasalahan yang telah dikemukakan pada Bab L.

2.1 Teori Matriks

Dalam [1] dinyatakan bahwa matriks adalah suatu jajaran persegi panjang
dari bilangan-bilangan yang disusun menurut baris dan kolom. Bilangan-bilangan

dalam jajaran tersebut disebut entri dalam matriks.

Definisi 2.1.1. {1] Untuk suatu matriks persegi A dan jika terdapat matriks B
yang ukurannye sama sedemikian sehingga AB = BA = I, make A disebut da-
pat dibalik (invertible) dan B disebut sebagai invers dari A. Jike B tidak dapat

didefinisikan, maka A dinyatakan sebagai matriks singular.

Definisi 2.1.2. [1] Jika A adalah matriks mxn, maka transpos dari A dinyatakan
dengan AT, yang didefinisikan sebagai matriks n X m yang didapatkan dengan

mempertukarkan baris-baris dan kolom-kolom dari A.




2.2 Vektor dan Ruang Vektor

Definisi 2.2.3. {1] Suatu matriks berukuran m x n

vektor-vektor

(

an

ao

a2

L)

Qm2

212

Gz2

Tm = ( Om1 Gm2

yang dibentuk dari baris-baris matriks A disebut vektor-vektor baris dari A dan

vektor-vektor

a1

a1
C1 =

ey

yang dibentuk dari kolom-kolom matriks A disebut vektor-vektor kolom dari A.

Definisi 2.2.4. [1] Jike A adalah suatu matriks berukuran m x n, make subruang
R* yang dibangun dari vektor-vektor baris dari matriks A disebut ruang baris

dari A dan subruang R™ yang dibangun dari vektor-vektor kolom dari matriks A

disebut ruang kolom dari A.
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Definisi 2.2.5. [6] Misalkan vy, V2, --- , vy adalah vektor-vektor danry, 2, -+, Tn

adalah skalar-skalar. Vektor

W =T1V1+ Vo4 -+ T,V

dikatakan sebagai kombinasi linier dari vi,va, ---,Vy,. Himpunen semua kom-
binasi linier dari vi,ve, -+ ,V, disebut span darivi,Vva, ---,V, dan ditulis
span{vi,va, -+ ,Vn}.

Teorema 2.2.6. [3] (Teorema Cayley-Hamilton) Jika A adalah matriks nxn dan

p(A) = det(A — M) adalah polinomial karakteristik dari A, makae p(A) = 0.

Ruang vektor V atas lapangan R ditulis (V,R) adalah suatu himpunan
V dengan elemen-elemennya disebut vektor-vektor dan terdapat 0 € V' (disebut -
vektor nol) dilengkapi dengan operasi penjumlahan vektor dan perkalian skalar

yang memenuhi sifat berikut [6]:
1. Untuk semua u,v,w € V berlaku

() u+vev

(b) u+v=v+4u

(c) u+ (v+w)=(ut+v)+w
(d) 6+v=v

2. Untuk semua u,v € V dan «, 8 € R berlaku

(a) anu eV

(b) lu=u




(c) alu+v)=au+av
(d) (a+ B)v=av+gv
() (af)v = a(pv).

(fy Oov=10

Lema 2.2.7. [6] Misalkan V adalah suatu ruang vektor. Himpunan U C V,

U + 0 dikatakan subruang pade V' jike dan henya jiko
1. Jikau,uy €U, makau; +uy €U

2. Jikak e R danu €U, maka kue U.

2.3 Transformasi Linier

Misalkan V dan W adalah ruang vektor atas lapangan R yang sama, fungsi

T :V — W dikatakan transformasi linier dari V ke W yang memenuhi [6]:
1. Jika vi,vo € V, maka berlaku T(v; + vy) = T(v1) + T(va).
2. Jika v; € V dan k € R, maka berlaku T(kv;) = kT(v;).

Teorema 2.3.8. [6] Misal G : R* —+ R™ adalah transformasi linier, maka terda-

pat tunggal matriks B € R™*" sehingga G = Tp.

Matriks B berukuran m x n yang berkaitan dengan transformasi linier pada teo-
rema (2.3.8) disebut matriks standar dari G. Jika {ey, e, - ,en} basis standar

untuk R", maka B = (G(e;) G(ez) --- G{en)).



Misalkan A : R™ — R® adalah suatu transformasi linier. Dalam [4], range

dari A didefinisikan sebagai
R(A) £ {Ax : x € R™}, (2.3.1)
dan null dari A didefinisikan dengan
N(A) 2 {x € R™ : Ax = 0}. (2.3.2)

Pada [6], dimensi dari R(A) disebut rank dari A, ditulis rank A dan dimensi dari

N{A) disebut nullitas dari A, ditulis null A.

2.4 Sistem Linier Diskrit

Definisi 2.4.9. Sistem adalah kombinasi beberapa komponen yang bekerja secara

bersama-sama untuk mencapai suaty tujuan tertentu.

Sistemn linier adalah sistem yang memenuhi hukum superposisi, yaitu respon
suatu sistem terhadap beberapa input yang berbeda merupakan kombinasi re-
spon masing-masing input.
Sistem invarian waktu adalah sistem yang memiliki parameter-parameter konstan,
tidak bergantung pada waktu. Sedangkan sistem varian waktu adalah sistem
yamg memiliki satu atau lebih parameter yang berubah terhadap waktu. Sistem
diskrit merupakan sistem yang memiliki semua variabel yang diskrit terhadap
waktu. Sistem kontinu merupakan sistem ‘yang memiliki semua variabel kontinu
terhadap waktu.

Perhatikan kembali sistem linier diskrit (1.1.1). Secara umum, persamaan
linier diskrit mudah untuk diselesaikan daripada persamaaan diferensial karena
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bentuk persamaan ini bisa diselesaikan dengan menggunakan prosedur rekursif.
Bila x(ky) = Xp, solusi dari sistem (1.1.1) bisa dihasilkan langsung dengan rekursif

sebagai berikut:

x(ko + 1) = Ax(ko) + Bul(k)

=

- UPTF P

= A[Axq + Bu(ko)] + Bu(ko + 1{ UNIVE

= A*xy + ABu(ky) + Bu(ko + 1)
x(ko + 3) = Ax(ko + 2) + Bu(ko + 2)
= A[A%xy + ABu(kg) + Bu(ko + 1)] + Bu(ko + 2)
= A*xq + A?Bu(k) + ABu(ko + 1) + Bu(kq + 2)
dengan pengulangan prosedur di atas dan untuk k& > ko + 1 didapatkan solusi

untuk sistem (1.1.1) sebagai berikut:

k-1
x(k) = A Rox(ko) + ) A¥~+1) Bu(i), =199 . (2.4.1)

i=ko

Asumsikan B = (), maka solusi dari persamaan keadaan homogen
x(k+ 1) = Ax(k) (2.4.2)

dapat ditulis sebagai

x(k) = ®(k)x(0), (2.4.3)
dengan ®(k) adalah matriks n x n yang merupakan solusi tunggal dari
O(k+1)=A®(k), @(0)=1, (2.4.4)

dan I adalah matriks identitas. Kebenaran hal ini dapat diperiksa sebagai berikut:

9




x(0) = ®(0)x(0) = Ix(0) = x(0)

x(k +1) = &k + 1)x(0) = AD(k)x(0) = Ax(k).
Selanjutnya, ®(k, k) diberikan sebagai berikut:
Bk, k) = Ao, (2.4.5)

Jadi, solusi untuk sistem (1.1.1) bisa ditulis dalam bentuk

k-1
x(k) = (k, ko)x(ko) + 3 |, ®(k,i + 1)Bu(i), k=1,2,3,.., (2.4.6)
i=ko
dimana
Bk, ko) = Ao, (2.4.7)

10



BAB III

HUBUNGAN ANTARA KETERCAPATAN DAN

KETERKONTROLAN SISTEM LINIER DISKRIT

Dalam bab ini akan dibahas tentang ketercapaian, keterkontrolan, dan hu-

bungan antara ketercapaian dan keterkontrolan dari sistem (1.1.1).

3.1 Ketercapaian Sistem Linier Diskrit

Diberikan sistem (1.1.1) yang merupakan sistem linier diskrit bebas waktu

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), k 2 ko,

dengan A € R™*", B € R™™. Keadaan x(k) yang merupakan solusi dari (1.1.1)

dapat ditentukan sebagai berikut:

k-1
x(k) = @(k, koyx(ko) + Y _ ®(k,i+ 1) Bu(i),
i=kg
dimana
&(k, ko) = AFFo,

Misalkan x(kg) = Xo, asumsikan terdapat input u yang membawa keadaan xq
kepada keadaan x(k;) = x; pada waktu ky > k. Bila kp = 0, 5, = K dan

®(ky, kg) = A, maka persamaan (1.1.2) dapat ditulis kembali

K-1
x; = A¥xp + Z AK=GH) By(3), (3.1.1)

=0




ketika K > 0, atau

x; = A¥xo + CxUx (3.1.2)
dimana
Cx 2B, AB,...,AX18] (3.1.3)
dan
Uk 2 [u(K — 1), u(K - 2),...,u{0)]". (3.1.4)

Selanjutnya. akan dipaparkan definisi formal dari ketercapaian.

Definisi 3.1.1. [3] Suatu keadaan x, dikatakan tercapai jika terdapat input u(k),
k € Z.., yang mentransfer keadaan x(k) dalam sistem (1.1.1) dari keadaan
x(0) = 0 kepada keadaan x; dalam wakiu berhingga K, yaity x; = x(K).

Sehingga bila, x; tercapai, maka
K—1
x(K)=x; = Z AX=E) By(s).
i=0

Misalkan R, menyatakan himpunan keadaan tercapai dalam waktu K, secara

simbolik dapat ditulis
R, = {x € R" | x tercapai dalam waktu K}.

R, merupakan suatu subruang dari ruang vektor keadaan R™. Hal ini dapat

ditunjukkan sebagai berikut:
1. Himpunan R, # ¥, karena 0 € R, untuk u(é) =0 dan K = 0.

2. Misalkan x1,Xs € R, akan ditunjukkan bahwa x; +x2 € R,

K1
X ENR = x1 = ZAK’(H”Bul(i),

=0

12



untuk suatu input uy(i),i =0,1,..., K — 1.

K-1

Xq € mf = Xg = Z AK"H"FI)BUQ(?:),

i=0

untuk suatu input uy(i),2 =0,1,..., K — 1.

Akibatnya

K1
X; + Xz = Z AX=(+1) B(u, (i) 4 uy(2)):
i=0
Fakta ini memperlihatkan bahwa input uy(¢) + wa(é), ¢ = 0,1,..., K — 1
mentransfer keadaan 0 kepada keadaan x; + x», sehingga x; + x5 € R,.

3. Misalkan x; € R, dan o € R, akan ditunjukkan bahwa ax; € R..

K-1

x1 € R opg = ) A Bu(s)
=0
K-1

ax; = Z AR=D B(au(d)).

=0

Hal ini menunjukkan bahwa kontrol au(i), ¢ = 0,1,..., K — 1 mentransfer

keadaan 0 kepada keadaan ax; sehingga, ax; € R,.

Definisi 3.1.2. [3] Sistem (1.1.1) dikatakan tercapai jika setiap keadaan x € R"

adalah tercapai.

Dari Definisi 3.1.2, jelas bahwa R, = R".

Untuk menentukan input dari sistem waktu diskrit yang akan mencapai
keadaan yang diinginkan, tidak harus didefinisikan suatu matriks seperti halnya
pada sistem waktu kontinu, tapi dapat digunakan langsung matriks keterkontrolan

C, = C, dimana matriks keterkontrolan

C.2 (B ,AB,..,A"'B]=C. |\

13



Teorema 3.1.3. [3] (i) Terdapat input u yang meniransfer keadaan

x(0) = 0 kepada keadaan x, dalam waektu berhingge K jika dan hanya jika
Xy € R(C)

(i) |, = R(C).
(ii1) Input U, 2 [u(n—1),u(n—2), ...,u(0)]" mentransfer keadaan x(0) = 0 kepada

keadaan x; dalam n langkah.

Bukti.

(i) Input u mentransfer keadaan x(0) = 0 kepada keadaan x; jika dan hanya jika

Hubungan (3.1.5) memperlihatkan bahwa Uy merupakan solusi untuk persamaan
(3.1.5), yaitu x; € R(Cx). Karena R(Cx) C R(C) jika K < n dan R(Cx) = R(C)

jika K > n, maka x; = CxUg jika dan hanya jika keadaan x; € R(C).

(ii) Untuk menunjukkan R, = R(C), maka akan ditunjukkan R, C R(C) dan
%R, 2 R(C).

Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa R, C R(C).

x € R, = x tercapai dan x € R”

=x=CrUg
= x € R(Cxk)
=x € R(C)

Jadi, R, C R(C).
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Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa R, D R(C).

yER(QC) &y =Cilh (8.1.6)

Hubungan (3.1.6) memperlihatkan bahwa keadaan y merupakan suatu keadaan
yang tercapai dalam n langkah dan oleh karena itu keadaan y juga merupakan
elemen dari himpunan keadaan-keadaan tercapal R, ini berarti R, O R(C).

Karena SR, € R(C) dan R(C) C R, maka dapat disimpulkan bahwa R, = R(C).

(iii) Keadaan x; tercapai jika terdapat u sedemikian sehingga keadaan x(0) = 0

dapat dibawa kepada keadaan x; dalam n langkah yaitu

n—1

x; = A"x(0) + Y A" ¢) Bu(s)

(u(n—l)\

u(n — 2)
= A".0+[B, AB, ..., A" 'B]

—=[B,AB,..., A" 1B

= CpaUn
Jadi, keadaan x; € R(C,) dimana U, merupakan input yang mentransfer keadaan

x(0) = 0 kepada keadaan x; .0
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Akibat 3.1.4. [3] Sistem (1.1.1) tercapai jika dan hanya jika
rank C = n.

Bukti.
(=) Misalkan sistem (1.1.1) tercapai, akan ditunjukkan rank C = n. Berdasarkan
Teorema 3.1.3, bila sistem tercapai maka R(C) = R,. Selain itu, dari definisi

ketercapaian, R, = R™. Sehingga, bila sistem (1.1.1) tercapai maka
R(C) = R, = R™. (3.1.7)

Hubungan (3.1.7) memperlihatkan bahwa dimensi dari R(C) adalah n atau
rank C =n.

(<) Misalkan rank C = n, maka R(C) = R*. Akan ditunjukkan bahwa sistem
(1.1.1) tercapai. Misalkan keadaan x, € R(C), karena R(C) = R” maka

x; € R®. Berdasarkan Teorema 3.1.3, terdapat input U, yang mentransfer
keadaan 0 kepada keadaan x;. Oleh karena itu sistem (1.1.1) merupakan sistem

vang, tercapai.]

Contoh 3.1.1 Akan ditunjukkan bahwa sistem Ax(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

01 | 0
dengan A = dan B = adalah tercapai.

8 2 4
Matriks C dari sistem tersebut adalah

0 4
C=[B AB] =
4 8
Karena rank C = 2 = n, maka sistem tercapai. Hal ini menunjukkan bahwa ter-

dapat input yang membawa keadaan xo = 0 kepada keadaan x; dalam 2 langkah.
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Input yang akan mentransfer keadaan xo = 0 kepada keadaan x; dapat diten-

tukan sebagai berikut:

: a
misalkan x; =
b
yaitu
a
b

dimana, a,b € R. Berdasarkan persamaan (3.1.2),

Xj= A2X0 = 62U2

01} (o) (o4){uw)
8 2 \O}=\48}\u(0)}
(o) (oa)(uw)
\b/z\”/\“(“)/
u(l)\_(() 4\—1 a
u(O))_\él 8/ \®
u(1) _(—%l R a
' M A (3.1.8)
_(—%a+%4b
| 1

Dari (3.1.8) diperoleh bahwa input %(0) = *a membawa keadaan xo = 0 kepada

keadaan x(1) berikut:

x(1) _ Ax(0) + Bu(0)
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(0 0
\0 4

(o
\a

Selanjutnya, input u(1) = —1a+ b membawa keadaan x(1) kepada keadaan x(2)

Il

+
—
| =
=]
N’

berikut:

x(2) = Ax(1) + Bu(1)

01 0 1 1
8 2 a 4
( a 0
= +
\ 2a b—2a

\b

Contoh 3.1.2 Akan ditunjukkan bahwa sistem Ax(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
1 6 2

dengan A = dan B = tidak tercapai.
015 0

Matriks C dari sistem tersebut adalah

2 2
C=[B AB]=
00
dan
2 2
rank C = rank =1<2=mn.
00

Berdasarkan Akibat 3.1.4 maka sistem tidak tercapai.

18



3.2 Keterkontrolan Sistem Linier Diskrit

Terlebih dahulu akan dipaparkan definisi formal dari keterkontrolan.

Definisi 3.2.5. [3] Suatu keadaan xo dikatekan terkontrol jika terdapat input
u(k), k € Z,, yang mentransfer keadaan x(k) dalam sistem (1.1.1) dari keadaan
x(0) = xq kepada keadaan O dalam waktu berhingga K, yaitu x(K) = 0.

Sehingga bila xg terkontrol, maka terdapat input u sedemikian sehingga

K-1
0= A%x+ Yy  A*C+)Bu(i)
=0

K-1
—AKX(] - Z AK_(iH)Bu(i)
i=0

Misalkan 91, menyatakan himpunan keadaan terkontrol dalam waktu K, yang

secara simbolik dapat ditulis.

R, = {x € R* | x terkontrol dalam waktu K}.

R, merupakan suatu subruang dari ruang vektor keadaan R". Hal ini dapat

ditunjukkan sebagai berikut:
1. Himpunan R, # §, karena 0 € R, untuk u(f) =0 dan K =0.

2. Misalkan x1,xy € R, akan ditunjukkan bahwa x; + xo € R..

K-1
X; € ERC = —Ale = Z AK_(‘H-I)BUJ (‘i),
i=0

untuk suatu input uy(¢),i =0,1,..., K — 1L
K—1
Xz € M, = —Afxy = )~ A Buy (i),
=0

untuk suatu input uy(i),i=0,1,..., K — L
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Akibatnya

K—1
—-AK(xl +x5) = ZAK—(HI)B(HI(?;) + ug (1))
i=0

Fakta ini memperlihatkan bahwa input w;(¢) + ua(é), ¢ = 0,1,.., K -1

mentransfer keadaan x; 4 x» kepada keadaan 0, sehingga x; + x5 € 'R,.

. Misalkan x; € R, dan a € R, akan ditunjukkan bahwa ax; € A,.

K-1 K-1
X1 € My = —AKxg =) AKEBu(s)), —A¥ (axy) = ) | AFHDB(au(s).
i=0 i=0

Hal ini menunjukkan bahwa input cu(z),? = 0,1,..., X — 1 mentransfer

keadaan ax; kepada keadaan 0 sehingga ax; € fA..

Definisi 3.2.6. [3] Sistem (1.1.1) dikatakan terkontrol jika setiap keadaan x €

R™ adalah terkontrol.

Dari Definisi 3.2.6, jelas bahwa R, = R".

Dari definisi keterkontrolan diperoleh bahwa keadaan xg terkontrol jika xg

bisa ditransfer kepada keadaan 0 dalam waktu berhingga K jika dan hanya jika

"'AKXO = CKUK, (3.2.1)

akibatnya

A¥xy € R(Ck). (3.2.2)

Dalam kasus keterkontrolan (dengan asumsusi bahwa A matriks nonsingular),

sistem (1.1.1) terkontrol jika dan hanya jika

- rank (A™"C) =rank C =n.
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Contoh 3.2.1 Akan ditunjukkan bahwa sistem Ax(k + 1) = Ax(k) 4+ Bu(k)

10 1
dengan A = dan B = terkontrol.

6 5 1
Matriks C dari sistem tersebut adalah

Je—l.
C=[B AB]=
sk
Karena rank C = 2 = n, maka sistem terkontrol. Hal ini menunjukkan bahwa ter-
dapat input yang membawa keadaan xp kepada keadaan x; = 0 dalam 2 langkah.

Input yang akan mentransfer keadaan xo kepada keadaan x; = 0 dapat diten-

tukan dengan cara sebagai berikut:

G
misalkan Xy = dimana, a, b € R. Berdasarkan persamaan (3.1.2),

b

X1 — A2X0 = Gl

yaitu

0 10 2(0\ (1 1\ u(1)

0 65/ \b/) {11 )} u0
I—0 (a\ (1 1 \ u(1)
_ = (3.2.3)
36 25 | \ b \1 11/ \ u(®)
u(1) \ ( 11 Vo —a
u(0) / \1 1 —36a — 25b
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(s s\
\—.11.0 +* 360 — 25b
B ( 8a+3b
\—-%a—gb

Dari (3.2.3) diperoleh bahwa input u(0) = —{a— 2b membawa keadaan xq kepada.

keadaan x(1) berikut:

x(1) = Ax(0) + Bu(0)

(l 0 a s 7 5
\6 5 b 1

(—-g-a—gb

k 2a+2b

Selanjutnya, input u(1) = 3a + 2b membawa keadaan x(1) kepada keadaan x(2)

berikut:

x(2) = Ax(1) + Bu(1)

= - % (za+ =b)
" g 2 2
F (—%a—%b Sa+32b
= +
\—ga—gb 2a+3b
(0
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Contoh 3.2.2 Akan ditunjukkan bahwa sistem Ax(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

21 3
dengan A = dan B = tidak terkontrol.

0 8 0
Matriks C dari sistem tersebut adalah

diperoleh

rank [B AB] = rank — S i — B

Sehingga, sistem tersebut tidak terkontrol.

3.3 Hubungan Antara Ketercapaian dan Keterkontrolan

Sistem Linier Diskrit

Lema 3.3.7. [3] Jika x € R(C) maka Ax € R(C); yaitu subruang tercapai

R, = R(C) adalah suatu subruang invarien pada A.

Bukti.
Misalkan x € R(C), akan ditunjukkan bahwa Ax € R(C). Keadaan x € R(C),
maka terdapat suatu vektor y sedemikian sehingga

x = [B,AB, ..., A" Bly

x = Bug + ABuy + ... + A" 'Bu,_,

Ax = ABuy + AzB’Uq + ...+ A"Bu,_1.
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Berdasarkan Teorema Cayley-Hamilton, A™ dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linear dari A® 1, ..., A, I, akibatnya Ax = Cz untuk suatu vektor z. Oleh karena
itu Ax € R(C).O

Teorema berikut memperlihatkan hubungan antara ketercapaian dan ke-

terkontrolan sistemn {1.1.1).

Teorema 3.3.8. [3] Untuk sistem (1.1.1) dengan A singular,
(i) Jika keadaan x tercapai, maka keadaan x terkonirol.
(i) &, C R,
(ili) Jika sistem tercapai, maka sistem tersebut juga terkontrol.
Selanjutnya, jika A nonsingular, maeka hubungan pada (i) den (¥1) menjadi
pernyataan jika dan hanya jika, sehingga keterkontrolan secara tidak langsung juga

menyatakan ketercapaian dan hubungan padae (i) menjadi suatu kesamaan yaity

R, =R..

Bukti.

(i) Misalkan keadaan x tercapai, maka

x tercapai = x € R(C).

Berdasarkan Lema 3.3.7 berlaku

Ax € R(C).

Sehingga A”x € R(C), yang menunjukkan bahwa keadaan x juga terkontrol.
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(ii) Misalkan x € R, sebarang, akan ditunjukkan x € R,.

x € R, = x tercapai dan x € R”

=x € R(C)

= Ax € R(C)

= A"x € R(C)

= X € R..

Jadi, i, C %,

(iii) Suatu sistem dikatakan tercapai jika setiap keadaan dari sistem tersebut
adalah tercapai. Dari (i) kita ketahui bahwa jika suatu keadaan tercapai maka
keadaan tersebut juga terkontrol. Jadi, apabila sistem tercapai maka sistem ter-

sebut juga terkontrol.

Misalkan A merupakan matriks nonsingular,
(iv) Akan ditunjukkan bahwa untuk suatu keadaan sebarang x, keadaan x terca-
pai jika dan hanya jika keadaan x terkontrol.
Dari (i) telah ditunjukkan bahwa keadaan x tercapai maka keadaan x juga ter-
kontrol. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa jika keadaan x terkontrol maka

keadaan x juga tercapai. Misalkan keadaan x terkontrol, maka
x terkontrol = A™x € R(C).
Karena A™ matriks nonsingular, terdapat A~ seciemikian sehingga
AT"A™x € R(C),
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yang dapat ditulis

x € R(C). (3.3.1)

Hubungan (3.3.1) memperlihatkan bahwa keadaan x juga merupakan keadaan

yang tercapai.

(v) Untuk menunjukkan R, = R, maka akan ditunjukkan R, C K. dan R, C %R,
Dari (i) telah ditunjukkan bahwa SR, C R.. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa

R, C R,. Misalkan x € R, sebarang, maka
x € R, = A"x € R(C).

Karena A™ matriks nonsingular, maka terdapat A~" sedemikian sehingga
= A" A"x € R(C)
=x € R(C)

= x € A,.

Jadi, R, = A..

(vi) Suatu sistem dikatakan tercapai jika setiap keadaan dari sistem tersebut
adalah tercapai. Dari (v) diketahui bahwa untuk matriks A yang nonsingular,
suatu keadaan tercapai jika dan hanya jika keadaan tersebut juga terkontrol. Jadi,

sistem tercapai jika dan hanya jika sistem tersebut juga terkontrol. O
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Contoh 3.3.1 Akan ditunjukkan bahwa sistem x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

11 1
dengan matriks A = dan B = tidak tercapai dan terkontrol.

01 0
Matriks C dari sistem tersebut adalah

C=[BAB] =

dan

11
rank C = rank — | P

00
oleh karena itu sistem tidak tercapal. Semua keadaan tercapai dari sistem tersebut

1 1
berbentuk « , @ € R oleh karenanya adalah basis untuk

0 0
R(C) = R,

Berdasarkan persamaan (3.2.2), semua keadaan terkontrol xq memenuhi

1
A?xg € R(C) yaitu semua keadaan terkontrol yang berbentuk o , a € R

0
Hal ini menunjukkan bahwa ketika matriks A dari sistem nonsingular maka

M. = R,, dengan perkataan lain untuk matriks A yang singular ketercapaiaan
menyatakan keterkontrolan dan sebaliknya keterkontrolan juga menyatakan keter-

capaiaan.

Contoh 3.3.2 Akan ditunjukkan bahwa sistem x(k+1) = Ax(k)}+Bu(k) dengan

01 1
matriks A = dan B = terkontrol namun tidak tercapail.

00 0

27




Matriks C dari sistem tersebut adalah

1 0
C=|B AB] =
00
dan
) 1.0 s
rank C = rank =1« 2=,
00

sehingga sistem ini tidak tercapai. Semua himpunan keadaan tercapai berbentuk
1 1 gg——1

a , @ € R oleh karenanya adalah basis untuk R(C) = R,.
0 0

Untuk menentukan fR,, pandang persamaan (3.2.2) untuk K = n, karena

matriks A merupakan matriks singular, A~'C tidak bisa ditentukan. Oleh karena

(01)

APxy = Xg
\ 0 1

(00
= Xp

\0 0
(o
= e R(C),
\0

sebarang keadaan x, akan menjadi suatu keadaan terkontrol yang menunjukkan

bahwa sistem terkontrol dan R, = R™. Hal ini sesuai dengan Teorema (3.3.8) yang

menyatakan bahwa keterkontrolan secara nmum tidak menyatakan ketercapaian.

28



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan uraian yang telah dipaparkan pada Bab I1I, dapat disimpulkan bahwa:

1. Untuk matriks A pada sistem (1.1.1) yang merupakan matriks nonsingular,
jika sistem tersebut tercapai, maka sistem terkontrol. Selain itu, jika sistem

tersebut terkonftrol, maka sistem juga tercapai.

2. Untuk matriks A pada sistem (1.1.1) yang merupakan matriks singular, jika

sistem tersebut tercapai, maka sistem terkontrol.

4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk membahas ten-
tang hubungan antara ketercapaian dan keterobservasian sistem linier diskrit
tidak bergantung terhadap waktu, atau hubungan antara keterkontrolan dan

keterkonstruksian sistem linier diskrit tidak bergantung terhadap waktu.
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