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ABSTRAK

Diberikan polinomial berikut
p(x)=x"+a x""+ - +a, x+a,

dengan a,€ R, i =1, 2, ...,n. Matriks kompanion untuk polanomial ini adalah

(_al —a2 o —an—l _an\

1 0 .. 0 0

A=| 0 1 - 0 0
VOOl 1

Dalam skripsi ini, dikaji masalah penentuan matriks pentadiagonal yang similar
dengan matriks A. Hasil akhir menunjukkan bahwa semua matriks yang diperoleh
sebagai hasil kali dari matriks A4; ... A; untuk suatu permutasi (i, ...,i,) dari
{1, ..,n} memiliki spektrum yang sama dan multiplisitas aljabar yang sama
sehingga semua matriks tersebut adalah similar. Selain itu, semua perkalian
matriks A; ... A; untuk sebarang permutasi (i, ..., i,) adalah matriks kompanion
dari p(x) dan similar dengan matriks A. Khususnya, hal ini berlaku untuk matrik
A =BC, dengan B = A, A; ... A, dengan k bilangan ganjil terbesar diantara
{1,..,n}, dan C = A, A,.. A, dengan k bilangan genap terbesar diantara
{1,..,n}. Selanjutnya, matriks B=C, @ C; ® ..® C, dengan k bilangan
ganjil terbesar diantara {1,..,n}, dan matriks C =1, ®C, ® C, D .. D C,
dengan k bilangan genap terbesar diantara {1, ...,n}. Untuk n genap, diagonal
terakhir dari matriks C adalah (—a,), untuk n ganjil, diagonal terakhir dari
matriks B adalah (—a,). Matriks A adalah pentadiagonal dan memiliki entri-entri
yang sama seperti matriks kompanion A.

Kata Kunci : Matriks kompanion, Matriks pentadiagonal, Polinomial
karakteristik, Similaritas.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Perhatikan polinomial orde n dengan n € N, n > 1 berikut [3]
px)=x"+a;x" 1+ +a,_;x+a,, (1.1.1)

dengan aq; € R,i = 1,2, ...,n. Berdasarkan polinomial tersebut, diberikan suatu

matriks berikut
-4, —a, S PO
0 0 0
A= 0 1 .. o0 0 |, (1.1.2)
6 W 1 0

dengan A € R™™" yang disebut sebagai matriks kompanion untuk polinomial
(1.1.1). Pada dasarnya, matriks (1.1.2) memenuhi persamaan berikut
det(xI — A) = p(x). (1.1.3)
Perlu diperhatikan bahwa penghitungan akar-akar dari persamaan (1.1.1)
tidaklah mudah. Penghitungan ini diduga akan menjadi lebih mudah jika matriks
(1.1.2) dapat didiagonalkan, sehingga perlu dilakukan manipulasi terhadap entri-
entri matriks (1.1.2) untuk memperoleh bentuk matriks diagonal yang similar
dengan matriks (1.1.2).
Sebagai pendekatan, perkalian dari faktor-faktor matriks (1.1.2) di bawah
kondisi yang diberikan, akan menghasilkan suatu bentuk matriks kompanion baru

yang similar dengan matriks (1.1.2) dimana polinomial karakteristiknya

memenuhi persamaan (1.1.3). Seperti yang telah diketahui, setiap matriks




bujursangkar akan similar dengan suatu matriks Jordan [6], yaitu jika B € R™*"
maka terdapat matriks nonsingular P € R™" sedemikian sehingga
B =P P,

dengan | € R™" adalah suatu matriks Jordan. Setiap matriks yang similar
dengan A akan memiliki bentuk matriks Jordan yang sama, sehingga jika
diinginkan suatu matriks dalam bentuk pentadiagonal yang similar dengan A,
maka perlu dikaji teknik pemfaktoran matriks A pada (1.1.2) untuk memperoleh
bentuk pentadiagonal yang memiliki bentuk matriks Jordan yang sama dengan
matriks A. Hal ini menjadi topik yang menarik untuk dikaji lebih lanjut.

Matriks A dari persamaan (1.1.2) akan difaktorkan ke dalam n buah
matriks. Perkalian dari faktor-faktor tersebut adalah similar. Tulisan ini akan
menjelaskan teknik atau cara untuk memperoleh suatu matriks kompanion yang
baru dalam bentuk matriks pentadiagonal yang similar dengan (1.1.2). Beberapa

contoh kasus diberikan untuk mengilustrasikan hal tersebut.

1.2 Perumusan Masalah

Diberikan suatu matriks kompanion A € R™" Masalah yang dikaji
adalah bagaimana teknik mendapatkan suatu matriks pentadiagonal yang similar

dengan matriks kompanion A.

1.3  Tujuan Penulisan

Adapun tujuan penulisan ini adalah untuk menentukan suatu matriks

pentadiagonal yang similar dengan suatu matriks kompanion A.




1.4 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan terdiri dari empat bab, yaitu:

Bab I : Pendahuluan
Bab ini berisi latar belakang, perumusan masalah, tujuan
penulisan, dan sistematika penulisan.

Bab II : Landasan Teori
Bab ini berisi teori-teori mengenai hal-hal yang berhubungan
dengan masalah yang akan dibahas, yaitu: teori matriks,
similaritas, struktur Jordan dan matriks kompanion.

Bab I1I : Penentuan Suatu Matriks Pentadiagonal yang Similar dengan
Matriks Kompanion
Bab ini berisi tentang langkah-langkah pemfaktoran matriks
kompanion untuk memperoleh matriks baru dalam bentuk
pentadiagonal yang similar dengan matriks semula Beberapa
contoh kasus diberikan untuk memahami pembahasan.

Bab IV : Kesimpulan
Bab ini berisi kesimpulan dari hasil yang telah dibahas dan

dibuktikan pada bab sebelumnya.



BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini diperkenalkan konsep-konsep dasar, definisi dan notasi,
termasuk istilah-istilah yang berguna dalam menentukan suatu matriks
pentadiagonal yang similar dengan matriks (1.1.2). Subbab 2.1 menjelaskan teori
matriks. Subbab 2.2 berisi tentang similaritas. Subbab 2.3 menjelaskan struktur

Jordan. Dan terakhir, subbab 2.4 berisi tentang matriks kompanion.

2.1 Teori Matriks [1]

Istilah matriks digunakan dalam matematika untuk menyatakan jajaran
empat persegi panjang dari bilangan-bilangan Ukuran dari suatu matriks
menyatakan berapa banyak baris dan kolom yang dimilikinya. Jika m dan n
adalah bilangan bulat positif, maka matrik m X n menyatakan bahwa matriks
tersebut memiliki m baris dan n kolom.

Jika A adalah matriks m X n, maka entri pada baris ke-i dan kolom ke-j
dari A dinyatakan dengan a;;. Kolom dari A adalah vektor pada R™ dan
dinyatakan dengan a,,a,,...,a, vang dapat dinyatakan dalam bentuk sebagai
berikut

A — [31 az S aﬂ.] "

Definisi 2.1.1 [1] Jika A adalah suatu matriks berukuran m X n dan B adalah

mariks berukuran n X p dengan kolom by, b,, ..., b, , maka hasil kali AB adalah

matriks berukuran m x p dengan kolom adalah Ab,, Ab,, ..., Ab,, . yaitu



AB=A[b; b, .. by]=[Ab; Ab, .. Abp].

Suatu matriks A € R™*" dikatakan dapat dibalik jika terdapat matriks
B € R™™" sehingga AB = BA = | dimana [ = I, adalah matriks identitas
berukuran n X n. Dalam kasus ini B dikatakan invers dari A yang dinyatakan
sebagai A~1, sehingga

A"'A=1] dan AA™1=1].
Suatu matriks yang tidak dapat dibalik disebut sebagai matriks singular, dan suatu
matriks yang dapat dibalik disebut sebagai matriks nonsingular.

Selanjutnya, untuk memperluas konsep determinan matriks bujursangkar
dengan orde yang lebih tinggi, maka diperlukan konsep awal dari permutasi.
Definisi 2.1.2 [1] Permutasi dari bilangan bulat {1,2,...,n} adalah susunan
bilangan bulat menurut suatu aturan fanpa adanya penghilangan atau
pengulangan.

Secara umum, himpunan {1,2,..,n} akan memiliki n(n— 1)(n—
2)..2.1=n! permutasi yang berbeda. Permutasi umum dari himpunan
{1,2, ..., n} dinyatakan sebagai (i,, i,, ..., i,,). Disini i, adalah integer pertama dari
permutasi, i, adalah integer kedua, dan seterusnya. Suatu inversi dikatakan terjadi
dalam suatu permutasi (i,,i,, ...,i,) jika integer yang lebih besar mendahului

yang lebih kecil.

Definisi 2.1.3 [1] Jika A € R™", maka sebuah vektor tak nol x pada R" disebut
vektor eigen dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari X yaitu

Ax = Ax, (2.1.1)



untuk skalar A sebarang. Skalar A disebut nilai eigen dari A dan x disebut sebagai
vektor eigen dari A yang terkait dengan A.
Untuk memperoleh nilai eigen dari suatu matriks A, persamaan (2.1.1)
dapat dituliskan kembali sebagai
Ax = Alx,
atau secara equivalen dapat ditulis sebagai
(AI—A)x=0. (2.1.2)
Agar A dapat menjadi nilai eigen, harus terdapat satu solusi tak nol dari
persamaan (2.1.2). Persamaan (2.1.2) memiliki solusi tak nol jika dan hanya jika
det(Al —A) =0. (2.1.3)
Persamaan (2.1.3) disebut persamaan karakteristik matriks A dan skalar-
skalar yang memenuhi persamaan (2.1.3) adalah nilai-nilai eigen dari A. Apabila
diperluas lagi, det(A] — A) adalah sebuah polinomial p dalam variabel A yang
disebut sebagai polinomial karakteristik matriks A dengan bentuk sebagai berikut

pD) ="+ a A" 1+ -+ a,_ 141+ a,.

Definisi 2.1.4 [S] Himpunan semua nilai eigen A € C dari matriks A € R™"

disebut sebagai spektrum dari matriks A yang dinyatakan sebagai o(A).

Definisi 2.1.5 [6] Misalkan A € R™" dan A adalah nilai eigen dari A,
multiplisitas aljabar dari A adalah banyaknya pengulangan A sebagai akar

polinomial karakteristik dari A.



Definisi 2.1.6 [5] Suatu matriks D = [d;;] € R™™" disebut matriks diagonal jika
d;; = 0 untuk j # i. Secara umum dinyatakan sebagai

D= diag(du, -":dnn) .

Definisi 2.1.7 [5] Suatu matriks A € R"*" dengan bentuk sebagai berikut

4, 0

An | (2.1.4)

0 A,
k
dimana A;; € R™*™,i=1,..,k dan Y n =n, disebut sebagai matriks blok
i=]
diagonal. Matriks (2.1.4) dinyatakan dalam bentuk sebagai berikut

f 4
A=41,04,0 . @Ay =D 4, . (2.1.5)
i=]

Persamaan (2.1.5) disebut sebagai jumlah langsung (direct sum) matriks A;; €

RWMi=1,..,k

Definisi 2.1.8 [2] Suatu matriks P € R™" dikatakan matriks pentadiagonal

dengan n = 3 adalah matriks dengan bentuk sebagai berikut

e d] e, 0 s Sae 0
bt d, \eq ) :
8, Dg=u® :
P=|0 a, €, 3 0
: . dn—Z en—2
a,, b, ¢, 4,
0 0 a., b8, €



P ditentukan oleh lima vektor diagonal yaitu
(i). n buah vektor ¢ = {¢,, 3, ..., €y}
(i1). (n— 1) buah vektor b = {by, b, ..., bp_1}
(ii). (n — 1) buah vektord = {d,,d>, ..., dp_1}
(iv). (n— 2) buah vektor a = {a,,a,, ..., @p-2}
(v). (n— 2) buah vektor e = {e,, e,, ..., €,-2}
Secara umum, matriks pentadiagonal adalah matriks dengan n+ 2(n—1) +

2(n—2) = 5n — 6 entri.

2.2 Similaritas

Definisi 2.2.1 [5] Suatu matriks B € R™*" dikatakan similar dengan matriks

A € R™" jika terdapat suatu matriks nonsingular S € R™™ sehingga
B=5"2AS.

Transformasi A - S™1AS disebut transformasi similaritas oleh matriks S.

Teorema 2.2.2 [1] Jika A, B € R™" maka
det(AB) = det(A) det(B) .
Bukti.
Kasus 1. Jika matriks A tidak dapat dibalik, maka det(A) = 0 dan perkalian
matriks AB juga tidak dapat dibalik. Sehingga diperoleh
det(AB) =0
= det(A) det(B).
Kasus 2. Jika matriks A dapat dibalik, maka matriks A dapat dinyatakan sebagai

hasil kali dari matriks-matriks elementer, yaitu



A=EE, E,,
sehingga diperoleh
AB =E\E,--E.B.
Maka
det(AB) = det(E,) det(E,) --- det(E,) det(B)
= det(E,E, --- E,) det(B)

= det(4) det(B). m

Teorema 2.2.3 [S] Diketahui A,B € R™". Jika B similar dengan A, maka
polinomial karakteristik dari B sama dengan polinomial karakteristik A.
Bukiti.
Polinomial karakteristik B dapat dituliskan sebagai berikut
pg(1) = det(A] — B), untuksuatud € R

= det(AS~1S — S~14AS)

= det(S~' (Al — A)S)

= detS~1det(A] — A) detS

= (detS~1)(detS) det(Al — A)

=det(Al —A) =p,(1).m

Akibat 2.2.4 |5] Jika A,B € R™™" dan A similar dengan B, maka A dan B

memiliki nilai eigen yang sama, begitu juga dengan multiplisitasnya.

Definisi 2.2.5 [S] Jika suatu matriks A € R™" adalah similar dengan suatu

matriks diagonal maka A dikatakan dapat didiagonalkan.



Teorema 2.2.6 [5] Jika A € R™™" dan B € R™™ dengan m <n, maka BA
memiliki nilai eigen yang sama dengan AB, terdapat n — m nilai eigen 0. Jika
m = n dan sekurang-kurangnya satu dari A atau B adalah nonsingular, maka AB
dan BA adalah similar.

Bukti.

Perhatikan perkalian matriks blok berikut

AB 0\(I A\ (AB ABA
(B 0)[0 1){3 BAJ
(1 AJ[O O}Z[AB ABAJ. 222)
0 7/)\B B4) (B B4

Persamaan (2.2.1) dan (2.2.2) adalah matriks berukuran (m +n)x(m +n). Karena

I A
0 7

CAEGAL e

persamaan (2.2.3) menunjukkan bahwa matriks berikut

Cl=[AB 0] danczz[o OJ’
B 0 B BA

adalah similar. Nilai eigen C, terdiri atas n nilai eigen 0 dan m nilai eigen dan

matriks blok ( J adalah nonsingular (semua nilai eigennya adalah 1), maka

AB. Nilai eigen C, terdiri atas m nilai eigen 0 dan n nilai eigen dari BA. Karena
nilai eigen C; dan C, sama, berdasarkan Akibat 2.2.4 C, dan C, juga memiliki
multiplisitas yang sama, maka pernyataan pertama dari teorema terpenuhi.
Terakhir dari pernyataan, jika m = n dan A nonsingular, maka AB = A(BA)A™L.

Selanjutnya, jika m = n dan B nonsingular, maka BA = B(AB)B™!. m

10



2.3 Struktur Jordan
Definisi 2.3.1 [5) Suatu blok Jordan ], (1) adalah marriks segitiga atas berukuran

k X k dengan bentuk sebagai berikut

(A2 1 0
i1
7, (2)= . 23.1)
A1
0 i)

Suaru matriks Jordan Je€ R™" adalah jumlah langsung dari (2.3.1) dengan

bentuk sebagai berikut

I, (4) 0

| . (%)

.

0 ()

Teorema 2.3.2 [6] Untuk setiap A € R™™ dengan nilai eigen berbeda yaitu

A€ a(A) ={A,,4,,...,A} terdapat suatu matriks nonsingular P € R™"

sehingga
JE) 0 0
PaP=T= (.} J(fi’) o (.)
Pt T

Setiap matriks yang similar dengan A memiliki bentuk Jordan yang sama.

2.4 Matriks Kompanion
Polinomial karakteristik dari matriks A € R™™" memenuhi persamaan

p(x) = det(xI — A) disebut sebagai polinomial monik, yaitu polinomial dengan

11



koefisien pangkat tertinggi adalah 1. Jika polinomial karakteristik memenuhi
persamaan p(x) = det(A — xI), maka koefisien pangkat tertinggi pada polinomial

adalah (—1)".

Definisi 2.4.1 [6] Untuk setiap polinomial monik p(x) = x™ + a;x™ ' + -+
a,_1X + a,, matriks kompanionnya adalah matriks berukuran n Xn yang

didefinisikan sebagai berikut

—a] _a2 i _aml _an

1 0 0 0
A=|_0 1 - 0 0
0 0 1 0

Proposisi 2.4.2 (4] Polinomial karakteristik dari matriks A adalah
p(x) =x"+a;x" 1+ -+ a,_1x + a,.
Bukti.

Untuk n = 2, p(x) = x% + a,x + a, dengan matriks kompanion adalah

sehingga polinomial karakteristiknya adalah

det(x7 — A) = det[x+f' al}
x

=x?+a;x+a; =p(x).
Selanjutnya, untuk polinomial orde n—1, p(x) =x""'+ax" 2+ -+
@n_X + @,_, dengan matriks kompanion A € R-D*(=1)  agumsikan

polinomial karakteristik A adalah

12



det(x] — Apn-1yx(n-1)) =X"" 1+ a3 x" 2 + -+ ay_yx + ap_q = p(x).
Dengan demikian, untuk A € R™*" polinomial karakteristiknya adalah
det(x] — Apyy,) =x det(x] — A(n—l)x(n—l)) +a,
=x(x"'+ax" i+ -+ a,x+a,_4) +a,
=x"+a;x" 1 +--+a, 1x+a,

=px). =



BAB 111
PENENTUAN SUATU MATRIKS PENTADIAGONAL YANG

SIMILAR DENGAN MATRIKS KOMPANION

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, beberapa modifikasi dari (1.1.2)
adalah matriks kompanion dari p(x) asalkan det(x/ — A) = p(x). Pada bab ini
akan dibahas teknik penentuan suatu matriks kompanion baru dalam bentuk
pentadiagonal yang similar dengan matriks kompanion semula. Agar dapat

dipahami, pada bab ini akan diberikan beberapa aplikasi kasus.

Lema 3.1 Misalkan A adalah suatu matriks kompanion seperti pada (1.1.2).

Misalkan juga A, adalah suatu matriks dengan bentuk sebagai berikut

N 0
A, = C, , k=12,..n-1 (3.1)
0 ]n—k-]

dengan Cy adalah suatu matriks berukuran 2 x 2 sedemikian sehingga

c, =(_a" IJ, (.2)

dan A, adalah suatu matriks dengan bentuk sebagai berikut

A, =diag(l,1, .., 1, —-a,), (3.3)

Bukti.



Misalkan A € R™*" adalah matriks kompanion dari polinomial p(x), akan
ditunjukkan bahwa A=A A4, .. A4, A,  Proses pembuktian menggunakan

prinsip induksi matematika.

Untuk n = 2 berlaku

—a, 1
c=["% 7|,
1 0

maka matriks A, dapat ditulis dengan bentuk sebagai berikut

A = g
1 0
dan matriks A, dapat ditulis dengan bentuk sebagai berikut

4, =diag(1, -a,).

sehingga diperoleh

-a; 11 0 -a -a,
A A= = =4
g 1 B0 -a; 1 0
Jadi, A adalah matriks kompanion berukuran 2 x 2. Selanjutnya, untuk n =m

misalkan

A

m-1“"m >

A=A A,.. A
A € R™*™ berlaku, akan dibuktikan
A=A A, A A, .

Untukn=mmakak =1,2,.. ,m— 1. Untuk k = 1, matriks A, adalah

(c, 0
Al_olnkZ,

dan
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- 1 0 0
1 0 0 0
A= 0 01 0.
0O 0 0 1
Untuk k = 2, matriks A, adalah
I, 0
A= G,
0 .

dan

maka matriks A, dapat ditulis dengan bentuk sebagai berikut

0. 0O
0 -a, 1
0 1 0
: 0O 0 0

0
0
0
ol

LR T = T =]

U0 0N0™ - ouil
Demikian seterusnya hingga k = m — 1 sehingga matriks A,,_, dapat ditulis

dalam bentuk berikut

dan
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maka matriks A,,_, dapat ditulis dengan bentuk sebagai berikut

1 - 0 0 0 0
0 0 0 0
Am—l: .
0 - 01 0 0
0 - 0 0 —a_, 1
0O - 0 0 1 0

Untuk n = m misalkan matriks A,,, dapat ditulis dengan bentuk sebagai berikut

0O -+ 0 0 0
o1 -- 0 0 0
A =l% ¢
0 0 0 0
0 0 0 0
00« 00 -a,
sehingga diperoleh
A=A A, ... A, A,
-q 1 00 0) (1 0O 0 0 0 0 - 0
1 000 0/|0 -a, 1 0 o| |0 0 0
0o 010 0ff0 1 000 5
- 00 1 oll0 0 01 ol 1 0 0
B g VRN & [l N e 0 1 0
0. =000 0 2P0 § 5 O == 0 0 «+ 00 -a,/

—-a, -a, 1 0 « 0 1 0
0 0 0 0 0 1
| o 00 0
1o 0 01 o|""lo o 0 0
: 0 0 0
0 0 00 1 0 0 0 -a

17




-a, —-a, -a,

1 0 0
| o ] 0
1o 0 1

0 0 0

-a, —d; —a,

1 0 0
| o 1
1o o

0 0 0

-a,, 1\(1 0 00 0
0 0fl0 1 00 0
0 off: : N
0 o0f{0 0 1 0 0
0 [0 0O 01 0
1 0)l0o 0 0 0 -a,)
—a . —a,

0 0

0 0

5 O=A.

0 :

1 0

Jadi, A adalah matriks kompanion berukuran m X m.

Selanjutnya, untuk n=m+ 1 maka A adalah matriks berukuran (m + 1) X

(m+1). Karena A=A4 A,... A, , A, berlaku, maka diperoleh perkalian matriks

A, untuk k = 1, 2, ... ,m dengan bentuk sebagai berikut

AA

1

untuk n = m + 1, matriks 4

2"'An|—l

A

m

m+1

m+1

1 _a: amf] _am 1
0 0 s O
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

dapat ditulis dalam bentuk sebagai berikut

1 10 00 ‘L@
0 1 0 I 0=
0 0 1o o |
0 0 01 0
0 0 0 0 —-a

m+l

18



sehingga
—-@; —a -a,, -a, 1}(1 O 0 0
1 0 0 0 00 1 0 0
0 1 0 0 0 : : :
AA...AA,=] . . ; . .
! ({0 O 0 0
0 0 1 0 0]|0 O 0 1 0
0 0o .- 0 1 0)l0 0 - 0 0 -a,,)
- al = az am-l — am . arml
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
= : =4 |
0 0 | 0 0
0 0 0 0

A adalah matriks kompanion berukuran (m + 1) x (m + 1). Karena pemyataan
benar untuk n = m + 1, maka disimpulkan bahwa

A=A A, .. A,

Teorema 3.2 Semua matriks yang diperoleh sebagai hasil kali dari matriks
A;, ... A; untuk suatu permutasi (iy, ..., i) dari {1, ..., n} memiliki spektrum yang
sama dan multiplisitas aljabar yang sama sehingga semua matriks tersebut
adalah similar.
Bukiti.
Misalkan A adalah suatu matriks kompanion berukuran n X n untuk suatu
polinomial p(x) dan A dapat difaktorkan kedalam n buah matriks. Setiap faktor
dari A dapat ditulis kedalam perkalian matriks sebagai berikut

A

Ay, .. A (3.4)

i'l iﬂ 2

untuk suatu permutasi (i,, ..., i,,) dari {1, ..., n}. Akan ditunjukkan bahwa
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1. Matriks (3.4) mempunyai spektrum yang sama untuk setiap i = 1, ..., n.

2. Nilai eigen — nilai eigen dari matriks (3.4) mempunyai multiplisitas aljabar
yang sama untuk suatu permutasi (iy, ..., i,) dari {1, ..., n}.

Tanpa mengurangi keumuman, misalkan perkalian (3.4) dapat ditulis sebagai

perkalian dua buah matriks, sebutlah M dan N, dengan M = A; A; A;  dan

N = A, A; A Aq, ... A;,, Akan dibuktikan bahwa NM similar dengan MN.

Perhatikan bahwa

(MN o][f MJZ(AHA,JA,,AHAI‘AEAH...AH 0}[1 A,..AHA,!]

N 0)lo I AAAA ... A Ofo I

iy g i W TR

AAAA .. A AAAA .. AAAA

7 M % %

AAAAAAA .. A AAAAAAA .. A AAA
- L IS . B Ry g h I ) (35)

n ok g

dan

&'?K; GA:& &?&Ha4A;,~a4¢44¢ﬁ4AAAJ

{4¢ﬁ%4&&m& AAAAAAA . A AAA

}. (3.6)
AAAA . A, AAAA . AAAL

Karena matriks [:) A‘/:”A"] adalah nonsingular maka fakta (3.5) dan (3.6)

membuktikan bahwa

(s " aaaa)

AAAA, .. A AAAM . AAAS,
{IAMMqTﬂ&&&Aﬁém& ﬂf 4&&}

o I AAAA A 00 1
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atau dapat ditulis
[0 oJ [1 MJ](MW 0)[1 M]
= . (3.7)
N NM) |\o I N o)lo I

; g 0 0 MN 0
Fakta (3.7) memperlihatkan bahwa matriks dan adalah
N NM N 0

similar. Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 2.2.3, polinomial karakteristik

0 o0 MN 0
sama dengan polinomial karakteristik , yaitu
N NM N 0

X € e Sl [ o
o (9 A R el
sofy ) e afy ' o))l )
sl ') eal ) oolfs TH'V )
ool (0 M) (6 ) ey SN )
-y 3V 3)

0 0
untuk suatu A € C. Dalam hal ini, A merupakan nilai eigen dari (N NM} dan

MN 0 . L 0 o L
. Akibatnya, nilai eigen akan sama dengan nilai eigen
N 0 N NM
MN 0 g 0 o ;
. Karena A adalah nilai eigen , untuk A memenuhi
N 0 N NM
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atau dapat ditulis
Al 0
det[ J = det(A1 (A1 - NM))
-N AI-NM

=det(A) det( -NM)=0. (3.8)

Karena A adalah nilai eigen [A;N 3) , untuk A memenuhi
0 MN
det| 4 . - : 0.
0 7 N 0

AI-MN 0
det
( ¥ W ar

atau dapat ditulis
)= det((A1 -MN)AI)

= det(A] —MN) det(A1)=0 . (3.9

Persamaan (3.8) dan (3.9) menunjukkan bahwa A adalah nilai eigen dari MN dan
juga nilai eigen dari NM. Karena nilai eigen MN dan NM sama, maka
berdasarkan Definisi 2.4.2 bentuk matriks Jordannya adalah sama. Sehingga untuk
matriks MN, terdapat matriks nonsingular P sedemikian sehingga

MN = PP,
dan untuk matriks NM, terdapat matriks nonsingular Q sedemikian sehingga

NM =Q7']Q,
Selanjutnya, karena MN dan NM memiliki bentuk matriks Jordan yang sama,
maka MN similar dengan NM. Sehingga berdasarkan Akibat 2.3.3, maka MN dan
NM memiliki nilai eigen yang sama dan juga multiplisitas aljabar yvang sama.

Akibatnya o(MN) = a(NM). Hal ini berlaku untuk sebarang matriks dari
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permutasi (iy,...,i,) untuk masing-masing matriks M dan N. Akibatnya,
permutasi (iy, ..., i,) dapat dirotasi tanpa mengubah spektrum dan multiplisitas
aljabarnya, vaitu permutasi (iy, ..., i, ig+1, -, in) dapat diubah menjadi
(ig+1, e In g, -, ). Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa semua perkalian

A;, ... A;, untuk suatu permutasi (iy, ..., i) dari {1, ..., n} adalah similar. m

Teorema 3.3 Semua perkalian matriks A; ... A; untuk sebarang permutasi
(iy, ..., in) adalah matriks kompanion dari p(x) dan similar dengan matriks A.
Khususnya, hal ini berlaku untuk matrik A = BC, dengan B = A, A, ... Ay,
dengan k bilangan ganjil terbesar diantara {1,..,n}, dan C = A, A, ... A,
dengan k bilangan genap terbesar diantara {1, ...,n}.

Selanjutmya, matriks B =C, ® C; @ ...® C, dengan k bilangan ganjil
terbesar diantara {1, ...,n}, danmatriks C =1, ®C, ® C, ® ...® C, dengan k
bilangan genap terbesar diantara {1, ...,n}. Untuk n genap, diagonal terakhir
dari matriks C adalah (—a,), untuk n ganjil, diagonal terakhir dari matriks B
adalah (—a,). Matriks A adalah pentadiagonal dan memiliki entri-entri yang
sama seperti matriks kompanion A.

Bukti.
Pernyataan pertama dan kedua dari Teorema 3.3 telah dibuktikan dalam Lema 3.1
dan Teorema 3.2. Telah diketahui sebelumnya, faktor-faktor matriks 4 € R™"

adalah
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1)

S o o o -
-
00.,_._..1 )
O - O O e O
-0 O e D
-
1l
C O O O e
- )
o~ 0o o )
01,.10 o
- o © © )
L. -
1l
D 00 O o
©C O O
OO = QO e O
- -
«W]O0.0
- ey
[
<

~ )
=

(=} (= - ﬂ
(= - S =~ O
o QO - O
=T o= T = T =
el AIL LN — I — R -
S o

Il

—
(=1 S - O
S - () am —_
|

(=] - o O
=] -o O O
—_— (=T = R}
N

]

"
b

., unfuk n genap matriks B adalah

B adalah matriks dari perkalian 4, A; ..

0)

0

B=AA, A, .=

(3.10)

C,0C,0-0C,, ,

dan matriks B untuk n ganjil adalah
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a4, 110 0 -
1 0] 0 O -
0 0|-a 1]-
0O o1 0f-
B=Ad A= . .7
0O 0 0 o0
0O 0 0 o0
0O 0 0 0
Cl
C3
Cn—?.

0o 0 o0
o o0 0
o o0 o
o 0 o0
-a., 1|0
1 0]0
0 0 |-a,

—C,®C,®--BC,,d(-a,).

C adalah matriks dari perkalian A, A, ..., untuk n genap matriks C adalah

110 8
0 |-a,
0|1 0
C=AA, A =] :

0 0 O
0O 0 O
o
Il

C2

—[®C,®---0C, ,0(-a,),

Cn~2

0 0 0
0 0 0
0 0 0

—d. L | 0
1 0 o0
0 0 |-a,
_an}

(3.11)

(3.12)
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dan matriks C untuk n ganjil adalah

1] 0 0 0O 0 0 0

0|-a, 1[-~ 0 0 0 0

ol 1 o 0O 0 0 0

. 0O 0 0 0
C=A4Aeda=lo 0 0 a1 0 o

n-3

0O 0 0 - 1 0] 0 o

0O 0 0 - 0 0|-a,, 1

0—0—0 - ¢ 0] 1T—b5

Il

CZ
= G =1,0C,®---0C,, . (3.13)
C

1
Dari (3.10) dan (3.11), dapat dibuktikan bahwa matriks

B=Ci®dGDCD ... D G,
dengan k bilangan ganjil terbesar diantara {1, ..., n}, dan dari (3.12) dan (3.13)
diperoleh bahwa

C=LO6GO(C,D .. G ,
dengan k bilangan genap terbesar diantara {1,...,n}. Selain itu, juga dapat
dibuktikan bahwa diagonal terakhir matriks C adalah (—a,) untuk n genap, dan

diagonal terakhir untuk matriks B adalah (—a,) untuk n ganjil. Untuk n genap,

A=BC
-~a, 1 0 0 0—Oyf—0-—0 0,1 0--0
1 0 0 0 0 0f[0 -a, 1 0 0 0
0 0 -a 1 0 offo 1 o0 0 0 0
=0 0 1 0 0 0]l :
T : 0 0 0 « -a,, 1 0
0 0 0 0« -a, 1[0 0 0 1 0 0
00 0 0« 1 0J)l0 0 0« 0 0 -a,)
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(3.14)

_a3

adalah matriks kompanion dani p(x) dan similar dengan matriks A. Untuk n

ganjil,

0)

O%

0

am?n

B - 5z

0 —a,,

0

0/

1

O s

0 0)\/(1

O 0 0 0O -

L0 0 0 0 -

0 -a,/\0O O

0

(3.15)

_a4
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adalah matriks kompanion untuk polinomial p(x) dan similar dengan matriks A.
Matriks (3.14) dan (3.15) merupakan matriks pentadiagonal yang entri-entrinya

serupa dengan entri-entri matriks kompanion A. m

Berikut diberikan dua aplikasi kasus yang berkaitan dengan penentuan
matriks pentadiagonal dari suatu matriks kompanion sebagaimana yang terdapat
dalam Teorema 3.3. Aplikasi kasus pertama adalah polinomial orde 5 dan kasus

kedua adalah polinomial orde 6.

Kasus 1. Diberikan suatu polinomial orde 5 berikut
p(x) = x° — 7x* + 19x3 — 25x2 + 16x — 4.

Matriks kompanion untuk polinomial di atas adalah

7 =19 25 =16 4
LY O )
A=|0 1 G 0
0 0 1 0 0
0o 0 0 1 0

Akan ditentukan suatu matriks pentadiagonal yang similar dengan matriks
kompanion A. Pada permasalahan di atas, p(x) adalah polinomial berderajat
n = 5. Akibainya, matriks A akan difaktorkan ke dalam 5 matriks berukuran
5 x 5. Untuk k = 1, 2, 3,4 matriks A, adalah sebagai berikut,

untuk k = 1, matriks A, adalah
(G o
4=l L)

dengan
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sehingga matriks A, adalah

(71 0 0 0

1 00 00
A4=[0 01 0 0f.

00010

00 0 01

Untuk k = 2, matriks A, adalah

1, 0
4 = G,

0 I,

dengan

sehingga matriks A, adalah




sehingga matriks A, adalah

(10 0 00
01 0 00
A,=[0 0 25 1 0
00 1 00
\0 0 0 0 1)
Untuk k = 4, matriks A, adalah
I, 0
A = )
0 C,
dengan
-16 1
o2 o)
1 0
sehingga matriks A, adalah
1 0 0 0 0
01 0 0 O
g.=| 0001 e V.
000 -16 1
000 1 0
Untuk n = 5, matriks A5 adalah
(1 0 0 0 0)
01 000
A, =diag (,L1,1,1,4)={0 0 1 0 0f.
Qo CBLLD
0 0 0 0 4)

Berdasarkan Lema 3.1, diperoleh bahwa A = A, A; A; A4 As. Selanjuinya,
perkalian AilAizAigAi4Ai5 untuk suatu permuta51 (il, iz, 03,14, i5) dari {1, 2,3, 4, 5]‘

adalah similar. Untuk n = 5 terdapat 5! = 120 susunan integer {1, 2, 3,4, 5} yang
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berbeda untuk setiap perkalian A; A;,A; A; A; . Misalkan, dipilih susuan integer

{1,4,5, 2, 3} untuk permutasi (iy, i, i3, i4, i5). Maka diperoleh matriks D adalah

(7 =19 25 1 0
1 0 0 00
D=A A A, A, A, =|0 1 0 0 0f,
0 0 -16 0 4
0 0 1 00

\

dengan polinomial karakteristik adalah

(=T 0 00 G) /7T -19 2% 1L ®
. 0%g> 01 11 0 P 480
det(x/-D)=det{x{0 0 1 0 O[-[0 1 0 0 0O
000100 0 -16 0 4
000010 0 1 0 0)
(x~7 19 =25 -1 0)
| -1 x 0 0 O
=detf 0 -1, x O0 O
0 Ofjgls x -4
0 ON4L o Ey
x 0 0 x 0 0
=(x-7(x)|16 x —-4+(-19)(-D{l6 x -4
-1 0 «x -1 0 X
i (] ) -
+(-25)(-D|0 x -4/+M(D|0 16 -4
—0- X 0ii=]  x

= (x = HIEIF(—19(=1)(") + (=250 (—) ¥
(1)(-1)(-16+4)
= x5 —7x* +19x3 — 25x% + 16x — 4 = p(x).
Fakta di atas menunjukkan bahwa polinomial karakteristik matriks D sama

dengan polinomial karakteristik matriks kompanion A. Akibatnya, nilai eigen A
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yaitu x € 6(A) ={2,1} juga merupakan nilai eigen matriks D, sehingga D
memiliki bentuk matriks Jordan yang sama dengan A, yaitu

(2

~

I

(=]
S © Ol =
S o =10 O
S = = O
- oloc C

\0 1)
Jadi, berdasarkan Teorema 3.2, bagaimanapun susunan permutasi (i,, i, i3, i4, is),
perkalian A; A; A; A; A;. akan memiliki polinomial karakteristik dan matriks
Jordan yang sama, akibatnya kesemua perkalian tersebut adalah similar. Dengan

demikian, akan terdapat suatu matriks A = BC yang similar dengan matriks

kompanion A dimana B adalah perkalian matriks berikut

71 0 0 0
1 0 0 00
B=AAA,=|0 0 25 1 0,
00 1 00
00 0 0 4
dan C adalah perkalian matriks berikut
1 0 0 0 0
0 -19 1 0 0
Bt 4 =100 1 0700
g o0 16 1
gre=p==ig < 1.0 0
Sehingga matriks A adalah
71 0 00\(1 0 0 0 0 (7 -191 0 0
10 0 0 o0ffl0 =191 0 o/ |1 0 0 0 O
A=BC=(0 0 25 1 0ofl0 1 0 O o0|=|0 25 0 -16 1|,
00 1 0o0/[lO 0 0 -16 1 0 1 0 0 0
00 0 040 0 0 1 o/ {0 0 0 4 o0
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yang merupakan merupakan suatu matriks pentadiagonal. Selanjutnya, akan

ditunjukkan A similar dengan A.
((1 0 0 00y (7 -191 0 0
01 0001 0 0 0 o0
det(xI —A) =det| 0 0 1 0 0|-|0 25 0 -16 1
00010[|0 1 0 0 o0
000010 0 0 4 o)
=7+ 190 QITO0\ SO
By et
=det|l 0 -25 x 16 -1
0 -1 _Oumral
0 g 0 =4 x
x 16 -1 x 16 4
=x-NE0 x O[+19-Dlo x 0
0 4 x 0 4 x
35 (16 -1
+=DED|-BYr 0
0 4 x

= (x = D) + (-19)(-1)(x®) + (-1)(-1)(—25x* — 4 + 16x)
=x%—7x*+ 19x3 — 25x% + 16x — 4 = p(x) .
Diperoleh nilai eigen A yaitu x € 6(4) = {2,1} yang sama dengan nilai eigen

matriks A, akibatnya A memiliki bentuk matriks Jordan yang sama dengan A,

yaitu
2 00 00
0 210 0 0O
J=/0 0|1 1 O].
0 0]0 1 1
0 010 0 1
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Sehingga diperoleh A adalah matriks kompanion baru dalam bentuk pentadiagonal

yang memiliki entri-entri yang sama dan similar dengan matriks kompanion A.

Kasus 2. Diberikan suatu polinomial orde 6 berikut
p(x) = x® — 4x5 — 2x* + 20x® — 11x%2 — 16x + 12.

Matriks kompanion untuk polinomial ini adalah

412> Loo\ 1 A6\ 112
10 0 0 0 0
01 0 0 0 0
-

00 1 0 0 0
00 0 1 0 0
00 0 0 1 0

Akan ditentukan suatu matriks pentadiagonal yang similar dengan matriks
kompanion A. Pada permasalahan di atas, p(x) adalah polinomial berderajat
n = 6. Akibatnya, matriks A akan difaktorkan ke dalam 6 matriks berukuran

6 x 6. Untuk k = 1,2,3,4,5 matriks A, adalah sebagai berikut, untuk k =1,

matriks A, adalah
i
o 1,)
dengan
4 1
C = :
o
sehingga matriks A, adalah
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00 0 0
00 0 0O
0
0 0 0

1

4

0 0 0

1

0 0|
0

1

1

0 000
0 00 00

1)

Untuk k = 2, matriks A, adalah

dengan

sehingga matriks A, adalah

00 0 0O

.

1

1

1 0 00

0
0

0 0 0 O

00010 0|
00 0 01
000 00

0

1

A, =

Untuk k = 3, matriks A adalah
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sehingga matriks A5 adalah

1 0 0 0 0 0

01 00 0 0

0010 00

&_0001 0o o

00 0 0 16 1

0 0 0 0 1 0

Untuk n = 6, matriks A adalah
I~ 000619
01000 O
00100 O
A, =diag {.1,1,1,1,-12}=

o = diag } 00010 O
009 . 1D
00000 -12

Berdasarkan Lema 3.1, A=A, A, A; A, A5 A;. Selanjutnya, perkalian
A; A, A A; A A, untuk suatu permutasi (i, iy, i3, iy, i, i) dari {1,2,3,4,5, 6}
adalah similar. Untuk n = 6 terdapat 6! = 720 susunan integer {1,2,3,4,5,6}
yang berbeda untuk setiap perkalian A; A; A; A; A; A;,. Misalkan, dipilih susuan

integer {1,4,5,2,3,6} untuk permutasi (i,i,,i3,i4,15,i). Dengan demikian,

diperoleh matriks E adalah
2 =201 __0=20
a9 0 a0
E=A A, A A A—Ol TA g
_1452%6_001101642°
O T e i T
0o 0o 01 o)
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dengan polinomial karakteristik adalah

1 000 00) (42 -2 10 0
01 0 0 0 O 1 0 0 0 O 0
001 000 01 0 0 0 0
det(x/ — E) =det| x -
00 01 00 0O 0 11 0 16 =12
00 0O0T1O0[]/]00 1 00 O
000001/(00 0 01 0
x-4 -2 20 -1 O 0
-1 X 0 0 0 0
s ik 0 -1 x 0 0 0
0 0 -11 x =16 12
0 0 -1 0 X 0
0 0 0 0 -1 «x
x -16 12 x -16 12
=(x-4)xX)x)0 x O0|+@MDMX[0 x O
0 -1 «x 0 -1 «x
£ -16 12 -1 -16 12
+0)(-DDjo x o|l+(MMM| -1 x O
S I g -1 =

=x6—4x° — 2x* + 20x® — 11x2 — 16x + 12 = p(x) .
Fakta di atas menunjukkan bahwa polinomial karakteristik matriks E sama dengan
polinomial karakteristik matriks kompanion A. Akibatnya, nilai eigen A vaitu
x € 0(A) = {—1,-2,2,3 1} juga merupakan nilai eigen matriks D, sehingga D

memiliki bentuk matriks Jordan yang sama dengan A, yaitu

-110 00 0 0
0[-210 000
1o o[2f0 0 0
=10 0 o0]3]o0 o
0 0 0 0|1 1
0 0 0 0l0 1
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Jadi, berdasarkan Teorema 3.2, bagaimanapun susunan permutasi
(i1, 13 03,14 is, i), perkalian A; A; A; A; A A;, akan memiliki polinomial
karakteristik dan matriks Jordan yang sama, akibatnya kesemua perkalian tersebut
adalah similar. Dengan demikian, akan terdapat suatu matriks A = BC yang

similar dengan matriks kompanion A dimana B adalah perkalian matriks berikut

41 0 0 0 0
104 O A Q0 0
B:A,A3A5:00_201 0 0,
00 1 0 0 0
00 0 016 1
00 0 0 1 0
dan C adalah perkalian matriks berikut
(100 0 0 0
02100 0
C=A2A4A6=01000 0 :
0 GRUNL 1
0001 0 0
000 0 0 -12)
sehingga matriks A adalah
.l D0 6. 031 6 000 B0
1L 00" .9 100 DNO 2 1 000
A:BC:OO—ZOIOOOIOOO 0
00 1 0 0 0[[00O0O111 0
00 0 016 1{|0 00O 1 0 0
00 0o 0 1 0J)lO OO0 O 0 -12)
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4 2 1 0 0 0
1 0 00 0 0
j0-20 0 11 1 0
o 1 0o 0 0 o
0 0 016 0 -12
0o 0 01 0 0

yang merupakan suatu matriks pentadiagonal. Selanjutnya, akan ditunjukkan
bahwa A similar dengan A.

p

10-000 0 {4 2—1_-0'» )70
g "0 "0 0F |1V &7 oo
) 0 01 00 0|0 -200111 0
dEt(ﬂ_A):detxoor)loo_o 1 00 0 0
6 0 00T aGllo 0. D160 -12
D DML 0 & 1) (00 0.1 0 0
-4 -2 -1 0 0O 0
-1 ¥ @0 D O O
0 ix =11 -1 ©
= det
0 BY%0 x» 00
0 ®io -16 x 12
L 0 0 0 -1 0 x
x 0 0 x 0 0
=(x-49H@)x)|-16 x 12|+QMx)|-16 x 12
-1 0 «x =T
x 0 0 1m0, 0
+(=DEEDRO)|-16 x 12|+(AD]| 0 x 12
-1-0"x O B
-1 x O
+(-Dl0 -16 12
0 -1 x

=x6—4x5 — 2x* + 20x® — 11x? — 16x + 12 = p(x) .
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diperoleh nilai eigen A yaitu x € 6(4) = {—1,—2,2, 3 1} sama dengan nilai eigen

matriks A, sehingga A memiliki bentuk matriks Jordan yang sama dengan A, yaitu

(-1 0 0 0 0 0
0f(-210 0 0 O

J= 0 0f(2|0 0 O
0O 0 0|3]0 0

0 0 0 01 1

0 0 0 0]0 1

Sehingga diperoleh A adalah matriks kompanion baru dalam bentuk pentadiagonal

yang memiliki entri-entri yang sama dan similar dengan matriks kompanion A.
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BAB 1V

KESIMPULAN

Dari kajian yang telah dilakukan pada bab sebelumnya, maka diperoleh
kesimpulan bahwa untuk mendapatkan suatu matriks pentadiagonal yang similar
dengan suatu matriks kompanion A, perlu ditunjukkan bahwa

1. semua perkalian matriks faktor A; .. A; untuk sebarang permutasi
(iy, ..., i) dari {1, ...,n} adalah matriks kompanion dari p(x) dan similar
dengan matriks A.

2. JikaB=A;4;..AdanC = A, A4 ... Ay , maka

B=C® C;D..® G,
dengan k bilangan ganjil terbesar diantara {1, ..., n}, dan
C=LOL® (O .0 C,
dengan k bilangan genap terbesar diantara {1, ..., n}.
Jika dua hal ini dapat dilakukan, maka terdapat suatu matriks A = BC adalah
matriks pentadiagonal yang similar dan memiliki entri-entri yang sama dengan

matriks kompanion A.
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