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RINGKASAN

Bilangan Ramsey klasik R(m,n) adalah bilangan bulat terkecil p dengan
sifat, jika semua sisi graf l'engkap K, diberi dua pewarnaan yaitu merah dan biru
secara sebarang, maka graf K, akan memuat subgraf K,, dengan warna merah
atau subgraf K,, dengan warna biru. Dengan memperumum pengertian bilangan
Ramsey klasik pada graf multipartit seimbang lengkap, Burger dan Vuuren dalam
dua papernya yang terpisah pada tahun 2004 memperkenalkan dua konsep
bilangan Ramsey multipartit yaitu bilangan Ramsey multipartit-himpunan dan
bilangan Ramsey multipartit-ukuran.

Pada kajian ini, perumusan masalah adalah bagaimana menentukan jumlah
titik minimum dari setiap himpunan partit pada graf multipartit seimbang lengkap
yang diberikan. Jumlah titik minimum ini dinamakan bilangan Ramsey
multipartit-ukuran. Karena penentuan bilangan Ramsey multipartit-ukuran sangat
sulit, maka dalam tesis ini permasalahan dibatasi pada studi sifat-sifat dan batas
bawah bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk graf multipartit seimbang

lengkap.

Adapun tujuan dari tesis ini meliputi kajian sifat-sifat dari bilangan Ramsey

multipartit-ukuran, penentuan bilangan Ramsey multipa{rtibukuran untuk kelas



(K5x2, K3x1) dan membuktikan batas bawah dari bilangan Ramsey multipartit—
ukuran untuk untuk kelas (K, ., K;x,) dan batas atas untuk kelas (K,;, K55;)-

Pada tesis ini akan diperlihatkan sifat eksistensi parsial dari bilangan
Ramsey multipartit-ukuran, dengan mengkaji eksistensi bilangan Ramsey klasik
dan bilangan Ramsey bipartit diagonal seimbang lengkap. Sehingga diperoleh
m;(Knx1, Ksx) ada untuk n, s > 2 dan [,t > 1 jika dan hanya jika j > R(n, s).

Selanjutnya, dengan mengkaji pengertian bilangan Ramsey multipartit-
himpunan dan bilangan Ramsey multipartit-ukuran, akan diperlihatkan kaitan
antara kedua bilangan Ramsey multipartit tersebut. Pertama-tama diperlihatkan
kaitan sebagai berikut, yaitu untuk j, k,[,n,s,t adalah bilangan-bilangan bulat
dengan j, k,[,t > 1 dan n,s = 2 maka berlaku my (K, x;, Ksx;) > j jika dan hanya
jika M;(Kyx;, Ksx) > k, sedangkan kaitan berikutnya adalah m; (Kpx;, Ksx¢) < j
jika dan hanya jika M;(K;x;, Ksx¢) < k.

Pada tesis ini dikaji sifat-sifat bilangan Ramsey multipartit-ukuran lainnya
yaitu sifat growth dan gaps. Pertama akan dikaji terlebih dahulu sifat growrh dan
gaps pada bilangan Ramsey multipartit-himpunan. Dengan cara yang sama dapat
dibuktikan sifat-sifat tersebut untuk bilangan Ramsey multipartit-ukuran, yaitu
sifat growth, m;(Knxi, Ksxe) < mj(Kaxp Kyxs) n<a,l < B, s <y, t <& dan
M (Knxt Ksxe) < My (Kpxr, Ksxe) jika k < j, dan sifat gaps, untuk n > 3,5 > 2
dan j,L,t > 1 maka m;(Knxi, Ksxe) = mj(Kin-1yxi Ksxe) + [t/1i/s1 = 1.

Selanjutnya, kajian sifat /imit asimtotik untuk bilangan Ramsey multipartit-
ukuran yaitu m;(Kpy;, Ksxe) = 1 bila j— o, untuk n,s =2 dan [t=1,
diperoleh dengan menggunakan sifat growth bilangan Ramsey multipartit-ukuran

dan eksistensi dari bilangan Ramsey klasik.



Dalam tesis ini ditentukan bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk kelas
(K,x2, K3x1), dengan menggunakan sifat-sifat dari bilangan Ramsey multipartit-
ukuran dan beberapa bilangan Ramsey multipartit-himpunan yang telah
ditemukan. Diperoleh m;(K5x5, K3yx4) tidak ada untuk nilai j = 1,2, sedangkan
M3 (K2x2, K3x1) = 3, dan untuk j = 4,5,6 maka m;(K3xz, K3x1) = 2 serta nilai
m;(Kzx2, K3x1) = 1 untuk semua j > 7.

Kajian akhir adalah membuktikan batas bawah bilangan Ramsey
multipartit-ukuran untuk kelas (K,x;, Ksx;) dan batas atas bilangan Ramsey
multipartit-ukuran untuk kelas (K, K;;), hasilnya berturut-turut adalah
M (Knxi, Ksxe) = min{[nl/jl, [st/j1}, untuk j,I,t > 1 dan n,s > 2 dan untuk

j = 2danl > 1 maka berlaku

z(l—l)(z‘!‘l)ﬂl}

m; (Kzxi, K2x1) < max {21 - 1,[ P
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Teori Ramsey pertama kali diperkenalkan oleh Frank Plumton Ramsey
(1930), dalam makalahnya yang berjudul 4 Problem of Formal Logic, sebagai
berikut.

Untuk setiap bilangan bulat positif v, n dan p, terdapat bilangan bulat

positif My sedemikian sehingga untuk m > My dan jika semua r-

subhimpunan (subhimpunan dengan r elemen) dari suatu m-himpunan

I, dikelompokkan (menurut sebarang aturan) ke dalam kelas—kelas

saling lepas C; (i = 1,2,--, ), maka T, akan memuat subhimpunan

A, dengan semua r-subhimpunan dari A, menjadi anggota C; yang
sama.

Untuk menentukan seberapa besar nilai M;; yang sesuai bila diberikan bilangan
bulat positif r,n dan u, menjadi kajian yang menarik. Pada makalah tersebut
Ramsey memperoleh My, = n!!!..!, dengan proses faktorial yang dilakukan
sebanyak p — 1 kali untuk kasus r = 2. Namun, nilai M, yang diperoleh Ramsey
masih dipandang cukup besar, pemikiran tersebut menjadi dasar dari bilangan
Ramsey.

Selanjutnya, Erdds dan Szekeres pada tahun 1935 mengaplikasikan ke
dalam teori graf, dengan mengambil » = 2 dan u = 2. Dalam bahasa graf, [},
menyatakan sebagai graf lengkap K,,, dengan m titik, A,, menyatakan graf lengkap
K,, dengan n titik dan setiap 2-subhimpunan menyatakan sisinya. Pengelompokan
ke dalam dua kelas saling bebas (u = 2) dapat dipandang sebagai pewarnaan sisi
dengan dua warna. Hal ini dikenal sebagai teorema Ramsey yang disajikan pada

pernyataan berikut.



Untuk setiap nilai a dan b, terdapat bilangan bulat My sedemikian
sehingga, jika m = My maka setiap dua pewarnaan merah-biru pada
semua sisi graf lengkap K, akan memuat subgraf K, dengan warna
merah atau subgraf K;, dengan warna biru.

Bilangan terkecil M, disebut dengan bilangan Ramsey klasik untuk nilai a dan b,
dinotasikan dengan R(a, b) = M,.

Hingga saat ini, hanya sembilan bilangan Ramsey klasik yang telah diten-
tukan. Pada tahun 1955, Greewood dkk. menentukan R(3,3) = 6, R(3,4) =9,
R(3,5) = 14, dan R(4,4) = 18. Kemudian, pada tahun 1964 Kery memperoleh
R(3,6) = 18. Tahun 1965 Kalbfleisch menunjukkan R(3,7) = 23, dan Grinstead
mendapatkan R(3,8) = 28 dan R(3,9) = 36 pada tahun 1982. Hasil terbaru
untuk bilangan Ramsey klasik ini adalah R(4,5) = 25 ditemukan pada tahun 1995
oleh McKay dan Radziszowski. Untuk kombinasi bilangan bulat a dan b lainnya,
studi penentuan bilangan Ramsey klasik menghasilkan perbaikan batas bawah
atau batas atas, namun selisih batas bawah dan batas atas tersebut akan semakin
besar untuk nilai @ dan b yang semakin besar. Pada tahun 2009, Radziszowski
memperlihatkan bilangan Ramsey klasik, batas atas atau batas bawah terbaik saat
itu untuk beberapa nilai a dan b, seperti yang terlihat pada Tabel 1. Bilangan yang
dicetak tebal pada tabel menyatakan bilangan Ramsey klasik dari R(a,b),
sedangkan bilangan yang lainnya menyatakan batas bawah dan batas atas dari
setiap R(a, b).

Pada perkembangan selanjutnya, studi bilangan Ramsey ini tidak hanya
terbatas pada graf lengkap saja, tetapi juga telah diperumum untuk jenis graf
lainnya seperti graf lingkaran C,,, graf roda W,,, kombinasi graf roda dengan graf

lingkaran dan graf lainnya.



Tabel 1. Bilangan Ramsey Klasik dan Batas Bawah atau Batas Atas Terbaik

untuk a dan b.
i “13{a|s|e| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13| 14/ 15
40 |46 52 59 |66 73
i 69 14|18 (23| 28 | 36 i et 65 & - o
35 |49 | 56 | 73 | 92 |97 128 |133 |141 | 153
4 18 2541 |61 | 84 | 115 | 149 [191 |238 |201 |349 |a17
43 |58 | 80 | 101 | 125 | 143 | 159 | 185 |209 | 235 | 265
5 a9 |87 |143| 216 | 316 | 442 [633 |848 |1139 | 1461 | 1878
102 | 113 | 130 | 169 | 179 | 253 | 262 | 317 401
6 165 | 298 | 495 | 780 | 1171 | 1804 | 2566 |3705 |s5033 | 6911
205 | 216 | 237 | 289 |405 |416 | 511
7 540 | 1031 | 1713 | 2826 | 4553 | 6954 | 10581 | 15263 | 22116
282 | 317 817 861
8 1870 | 3583 | 6090 | 10630 | 16944 | 27490 | 41525 | 63620
565 | 580
9 6588 | 12677 | 22325 | 39025 | 64871 | 89203
798 1265
10 23556 81200

Chvatal dan Harary pada tahun 1972

memberikan batas bawah dari bilang-

an Ramsey graf G dan graf H yaitu: R(G,H) = (c(G) - 1)(x(H)—-1) +1

dengan c(G) adalah banyaknya titik dari komponen maksimal dalam graf G dan

x(H) adalah bilangan kromatik dari graf H.

Studi perluasan bentuk lainnya adalah mengganti graf lengkap menjadi graf

lengkap bipartit sebagai semesta dengan ¢ warna. Hatting dan Henning pada tahun

1998 memberikan kajian tersebut, yaitu untuk graf bipartit G, G,, ..., G.. Bilangan

Ramsey bipartit b(G,,G,,...,G.) adalah bilangan bulat positif terkecil 5

sedemikian sehingga, jika semua sisi dari graf lengkap bipartit K}, ;, diberi ¢ warna

maka graf lengkap bipartit K, , akan memuat subgraf monokromatik G; untuk

suatu warna ke-i . Jika G; = K, ,, untuk setiap i, maka

b(Gy, Gy, ..., Gc) = b(Kn,n,s Knynys e Knon,)-




Khusus untuk ¢ = 2, Hatting dan Henning menunjukkan batas atas bilangan
Ramsey bipartit secara umum, yaitu b(m,n) < (mr: 11) — 1. Pada tahun 2001
kajian untuk kombinasi graf bipartit yang lain diberikan oleh Longani, yaitu :
b(Kyn. Kin) =4n—2, untukn=1,23,..

b(Kz2,K,2) = 10, b(K3,K,3) = 18dan b(K;3,K33) > 30.

Pada tahun 2004, Burger dan Vuuren memulai kajian tentang bilangan
Ramsey multipartit, yaitu dengan meningkatkan persyaratan bipartit menjadi
multipartit. Mereka memperkenalkan konsep bilangan Ramsey multipartit-
himpunan dan bilangan Ramsey multipartit-ukuran dalam dua makalah terpisah.
Pengertian bilangan Ramsey multipartit-himpunan disajikan pada pernyataan
berikut ini.

Misalkan j, I, n, s dan t bilangan bulat positif dengan n,s > 2.
Bilangan Ramsey multipartit-himpunan M;j(Ky, Ksx,) adalah
bilangan bulat positif terkecil & sedemikian sehingga, jika semua sisi
dari graf Kgyj diberi warna merah dan biru sebarang, maka graf

K¢xj akan memuat subgraf Ky, dengan warna merah atau Ky,
dengan warna biru.

Kemudian, pengertian bilangan Ramsey multipartit-ukuran diberikan
pada pernyataan berikut.

Misalkan j, I, n, s dan t bilangan bulat positif dengan n,s > 2. Maka
bilangan Ramsey —multipartit-ukuran m;(Kyx;, Ksx,) adalah
bilangan bulat positif terkecil { sehingga, jika semua sisi dari graf
Kjx¢ diberi warna merah dan biru secara sebarang, maka graf K ;

akan memuat subgraf K, dengan warna merah atau subgraf K.
dengan warna biru.

Hingga saat ini, masih sedikit hasil-hasil yang ditemukan untuk bilangan
Ramsey multipartit-ukuran. Oleh karena itu, masalah ini menjadi topik yang

sangat menarik untuk dikaji.



1.2 PERUMUSAN MASALAH

Dalam dekade terakhir, bilangan Ramsey berkembang pada graf multipartit,
Burger dan Vuuren di tahun 2004 dengan makalahnya yang berjudul Ramsey
Numbers in Complete Balanced Multipartite Graphs. Part I: Set Numbers,
memberikan kajian perluasan bilangan Ramsey graf tentang masalah penentuan
jumlah minimum himpunan partit dari graf multipartit, sehingga graf domainnya
menggandung subgraf multipartit monokromatik dengan jumlah titik untuk setiap
himpunan partit yang telah ditentukan.

Pada kajian ini, perumusan masalah adalah bagaimana menentukan jumlah
titik minimum dari setiap partit pada graf multipartit seimbang lengkap yang
diberikan. Jumlah titik minimum ini dinamakan bilangan Ramsey multipartit-
ukuran.

Karena penentuan bilangan Ramsey multipartit-ukuran sangat sulit, maka
dalam tesis ini permasalahan dibatasi pada studi sifat-sifat dan batas bawah

bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk graf multipartit seimbang lengkap.

1.3 TUJUAN

Adapun tujuan dari tesis ini meliputi kajian sifat-sifat dari bilangan Ramsey
multipartit-ukuran, penentuan bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk kelas
(K3x2, K3x1) dan membuktikan batas bawah dari bilangan Ramsey multipartit—

ukuran untuk untuk kelas (K, ;, Ksx¢) dan batas atas untuk kelas (K5x;, Kox;).

1.4 MANFAAT

Kajian ini merupakan salah satu bentuk kajian dari bidang matematika

kombinatorik, khususnya dalam teori graf. Jadi, dari penelitian ini diharapkan



dapat memperluas wawasan penulis dan pembaca khususnya tentang bilangan

Ramsey multipatit-ukuran.



BAB I

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan pengertian tentang definisi dan terminologi
dalam teori graf, definisi teori Ramsey, serta teorema dan lemma pendukung yang

digunakan untuk memahami kajian utama dalam tesis ini.

2.1 DEFINISI DAN TERMINOLOGI PADA GRAF

Sebuah graf G adalah suatu pasangan terurut (V(G), E(G)), dimana V(G)
adalah himpunan tak kosong dengan elemen—elemen dari V(G) adalah titik di G,
sedangkan E(G) terdiri dari pasangan tak terurut dari elemen—elemen dari V(G)
yang mana E(G) disebut juga himpunan sisi dari G. Selanjutnya, berturut—turut
V(G) dan E(G) ditulis dengan V dan E saja. Order dari suatu graf G dinyatakan
sebagai banyaknya titik di G, yang dinotasikan dengan |G| = |V| dan banyaknya
sisi di graf G, dinotasikan dengan |E| yang disebut juga dengan size dari graf G.

Jika sisi e = (u, v) dengan u, v € V, maka titik u dikatakan bertetangga
dengan titik v dan demikian sebaliknya. Dalam hal ini, sisi e dikatakan terkait
dengan titik u dan v. Sisi e disebut loop jika e = (v, v) untuk v € V. Jika lebih
dari satu sisi terkait dengan sepasang titik yang sama, maka sisi-sisi tersebut
disebut sisi ganda. Graf G disebut graf sederhana apabila E tidak memuat loop
maupun sisi ganda. Suatu graf G yang bukan graf sederhana disebut pseudograph.
Suatu graf F* disebut komplemen dari G apabila V(F) = V(G) dan (u,v) € E(F)
jika dan hanya jika (u, v) € E(G). Komplemen dari graf G dinotasikan dengan G.

Selanjutnya, graf yang didefinisikan pada tesis ini adalah graf sederhana.



Misalkan v adalah sebuah titik di graf G, lingkungan dari v dinotasikan
dengan N(v), yaitu N(v) = {ueV|(u,v) e E}. Derajat dari titikk v ditulis
d(v) = [N(v)|. Jika d(v) = 0, maka v dikatakan titik terisolasi. Derajat mini-
mum dari G, ditulis §(G) = min{d(v)|VveV}, dan derajat maksimum dari G,
ditulis A(G) = max{d(v)|vveV}. Dari Gambar 2.1, dapat dilihat bahwa derajat
setiap titik di G adalah d(v,) = d(v,) = d(v3) = 2, d(v,) =6, d(vs) =4,
d(ve) = 3 dan d(v;) = 3, sehingga diperoleh titik-titik dengan derajat terkecil
adalah v, v, dan v, sedangkan titik yang memiliki derajat terbesar adalah v,.

Jadi, §(G) = 2 dan A(G) = 6.

U3

Vg L

Gambar 2.1 Derajat dari titik—titik dalam graf G.

Dua titik di graf G dikatakan saling bebas jika dua titik tersebut tidak ber-
tetangga. Suatu himpunan /, dengan | c V dikatakan himpunan bebas jika setiap
dua titik di 7 bebas dalam graf . Begitu juga halnya, dua sisi dalam graf G
dikatakan bebas jika dua sisi tersebut tidak mempunyai titik ujung bersama.
Himpunan .J dengan |/  E, dikatakan himpunan sisi bebas apabila untuk setiap
sisi di J bebas dalam graf G.

Graf H(V',E") dikatakan subgraf dari G(V,E) jika V'€V dan E'CE.
Selanjutnya, F dikatakan subgraf maksimal dari graf G bila setiap subgraf H dari

graf G berlaku F € H © G maka F = H.



Misalkan S adalah sebuah himpunan tak kosong dan § C V, suatu subgraf
dari G dinyatakan sebagai subgraf yang diinduksi oleh § adalah subgraf maksi-
mal dari G dengan himpunan titik S yang dinotasikan sebagai G[S].

Jalan (walk) di G adalah barisan hingga W = vy, e,, vy, €5, V3, , €4, Uy
yaitu selang—seling titik dan sisi sedemikian sehingga, titik—titik ujung dari sisi e;
adalah v;_; dan v; untuk 1 <i < k. Jalan W dari u ke v ditulis jalan—(u, v). Jika
semua sisi di W berbeda maka W disebut #rail. Jika semua titik di W berbeda maka
W disebut lintasan (path).

Suatu titik » dikatakan terhubung dengan titik v dalam graf G, apabila G
memuat suatu lintasan dengan titik # dan v sebagai titik ujungnya. Suatu graf G
dikatakan graf terhubung jika untuk setiap dua titiknya terhubung. Setiap subgraf
terhubung maksimal dari graf tak terhubung G disebut komponen dari G.

Bilangan kromatik dari G adalah bilangan bulat positif terkecil &
sedemikian sehingga, jika titik-titik di G diwarnai dengan k warna, maka tidak ada
titik yang bertetangga mempunyai warna yang sama. Bilangan kromatik dari G
dinotasikan dengan x(G).

Dua graf G dan H disebut isomorfik jika terdapat pemetaan satu—satu dan
pada yaitu ¢ : V(G) = V(H) sedemikian sehingga, untuk setiap (x,y) € E(G)
dengan x,y € V(G) jika dan hanya jika (¢(x), ¢(¥)) € E(H). Pada Gambar 2.2,
graf G isomorfik dengan graf H karena terdapat pemetaan satu—satu dan pada
yaitu ¢ dengan pengaitan ¢(1) = a, ¢(2) = b, ¢(3) = d dan p(4) = c.

Dekomposisi dari graf G adalah himpunan yang beranggotakan subgraf—

subgraf tak kosong {H;, H,,---,H;} sedemikian sehingga V(H;) = V(HJ) dan
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E(H,-)ﬂE(H]-) = @ untuk setiap i # j dan i,j € {1,2,---, k}. Dekomposisi dari

graf G dinotasikan dengan G = H, @ H, @ --- ® H,.
b

4 3 d
G H
Gambar 2.2 : Graf G isomorfik dengan graf H.

Diberikan dua graf G; dan G,. Graf gabungan G = G, U G, adalah suatu
graf dengan himpunan titiknya V = V(G;) + V(G;) dan himpunan sisinya
E = E(G,) + E(G;). Selanjutnya, didefinisikan nG = UL, G;.

Graf lengkap K, adalah graf dengan # titik yang setiap dua titiknya saling
bertetangga. Graf bipartit G adalah graf yang himpunan semua titiknya dapat
dipartisi menjadi dua subhimpunan partit X dan Y, sedemikian sehingga, untuk
setiap sisi (u,v) di E dengan u dan v terletak di dua subhimpunan partit yang
berbeda. Partisi (X,Y) ini disebut bipartisi dari graf . Graf bipartit lengkap
adalah graf bipartit dengan bipartisi (X, Y) yang setiap titik di X dihubungkan oleh
sebuah sisi ke setiap titik di Y. Graf bipartit lengkap dengan |X| =m dan |Y| =n
ditulis juga sebagai K, . Graf bipartit seimbang lengkap adalah graf bipartit
lengkap dengan banyak titik untuk kedua subhimpunan partitnya sama.

Graf k-partit G adalah graf yang himpunan semua titiknya dapat dipartisi
menjadi k& subhimpunan partit, sehingga untuk setiap sisi (x,v) di E dengan titik u
dan v terletak di dua subhimpunan partit yang berbeda. Graf k—partit disebut juga
sebagai graf mutipartit. Misalkan G graf multipartit dengan setiap dua titik yang
terletak pada subhimpunan partit yang berbeda dihubungkan oleh sebuah sisi,

maka G dikatakan graf multipartit lengkap. Sedangkan, graf multipartit
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seimbang lengkap adalah graf multipartit lengkap dengan banyaknya titik untuk
setiap subhimpunan partitnya sama. Notasi untuk Graf multipartit seimbang
lengkap dengan jumlah subhimpunan partitnya » dan kardinalitas setiap sub-
himpunan partitnya / adalah K, ,. Berikut ini adalah contoh graf multipartit

seimbang lengkap K.

Gambar 2.3 Graf Multipartit Seimbang Lengkap K.

Graf monokromatik G adalah graf yang semua sisinya mempunyai warna
yang sama. Misalkan G suatu graf yang diberi sebarang pewarnaan dan / subgraf
dari G, H dikatakan subgraf monokromatik jika semua sisi pada graf H
mempunyai warna yang sama. Jika // merupakan suatu graf multipartit, maka H

disebut juga sebagai subgraf multipartit monokromatik.

2.2 SURVEY BILANGAN RAMSEY

Subbab ini akan membahas tentang konsep dan beberapa hasil penelitian
pada bilangan Ramsey klasik, bilangan Ramsey graf dan bilangan Ramsey
multipartit. Bilangan Ramsey klasik akan dibahas pada bagian Subbab 2.2.1,
sedangkan konsep tentang bilangan Ramsey graf disajikan pada Subbab 2.2.2, dan

pada bagian Subbab 2.2.3 akan membahas tentang bilangan Ramsey multipartit.
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2.2.1 Bilangan Ramsey Klasik R(a, b)

Berikut ini definisi bilangan Ramsey klasik yang diperkenalkan oleh F.P
Ramsey pada tahun 1930, yang kemudian dikembangkan oleh Erdis dan Szekeres

pada tahun 1935.

Definisi 2.2.1 (Erdds dan Szekeres, 1935) Untuk sebarang bilangan bulat positif
a dan b, bilangan Ramsey R(a,b) didefinisikan sebagai suatu bilangan bulat
positif terkecil n sedemikian sehingga setiap pewarnaan merah-biru pada semua
sisi graf lengkap K,,, akan memuat subgraf dengan semua sisi berwarna merah
yang isomorfik dengan graf lengkap K, atau memuat subgraf dengan semua sisi

berwarna biru yang isomorfik dengan graf lengkap K.

Pengertian bilangan Ramsey pada Definisi 2.2.1 dapat diartikan sebagai berikut
yaitu, untuk setiap dua pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf lengkap K,
akan memberikan dua subgraf berbeda warna dengan masing—masing n titik,
misalkan subgraf F dengan sisi berwarna merah dan subgraf H untuk sisi yang
berwarna biru. Jadi, graf lengkap K, akan terdekomposisi oleh dua subgraf F dan
F yakni, K, = F®H. Semua sisi pada subgraf F berwama biru, dan bila
dipandang sisi-sisi pada subgraf F dengan warna merah, maka H = F. Akibatnya,

definisi bilangan Ramsey klasik dapat juga ditulis sebagai berikut.

Definisi 2.2.2 (Erdds dan Szekeres, 1935) Untuk sebarang bilangan bulat positif
a dan b, bilangan Ramsey R(a,b) didefinisikan sebagai suatu bilangan bulat
positif terkecil n sedemikian sehingga setiap graf F dengan n titik akan memenuhi
kondisi berikut: F' memuat subgraf lengkap K, atau komplemen dari F memuat

subgraf lengkap K,
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Karena untuk setiap graf F' memenuhi F = F, maka dari Definisi 2.2.2, bilangan
Ramsey klasik bersifat simetris, yaitu
R(a,b) = R(b,a).
Selanjutnya, Erd6s dan Szekeres pada tahun 1935, juga telah menunjukkan
eksistensi dari bilangan Ramsey klasik, yaitu dengan menentukan batas atasnya

yang disajikan pada teorema berikut ini.

Teorema 2.2.3 (Erdds dan Szekeres, 1935) Untuk setiap bilangan bulat positif a

dan b, bilangan Ramsey R(a, b) senantiasa ada, dan memenuhi

R(a,b)s(“:l'f;2 ............................. Q.1

Bukti. Untuk sebarang a, b bilangan bulat positif dan R(a, b) senantiasa ada.

Akan ditunjukkan R(a,b) < (a : E; e

) dengan menggunakan proses induksi

matematika atas k = a + b. Diketahui R(1,b) =1 dan R(2,b) = b, sehingga

untuk nilai @ = 1 dan b sebarang, diperoleh R(1,b) =1 < (1 * g N 2) =1, atan
untuk nilai @ = 2 dan b sebarang juga berlaku R(2,b) = b < (’-1’) = b. Akibatnya

R(a,b) < (a:E—Z

1 ) terpenuhi untuk a = 1 atau a = 2 dengan b sebarang.

Begitu juga sebaliknya, ketaksamaan (2.1) juga akan terpenuhi untuk b = 1 atau
b =2 dengan nilai a sebarang. Selanjutnya, asumsikan ketaksamaan (2.1)
berlaku untuk nilai a" >3, b’ >3, dan a’ + b’ < k, yaitu bilangan Ramsey

R(a’,b") senantiasa ada dan memenuhi ketaksamaan R(a’,b") < (a' + li' 1— 2).

al’
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa ketaksamaan (2.1) berlaku untuk k = a + b.

Menurut asumsi sebelumnya, R(a — 1,b) dan R(a,b — 1) ada, dan memenuhi
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ketaksamaan R(a — 1,b) < (a +b— 3) dan R(a,b—1) < (a +b- 3). Perha-
a—1
tikan perhitungan berikut.
(a+b 3) (a+b 3) (a+b-3)! " (a+b-3)!
(a=2)(b—1)! (a—1)'(b-2)!

=(a—1)(a+b—3)!+(b-—1)(a+b-3)!

(a—1)(b—1)

_(@a+b-2)(a+b-3)

T (a—=-DI(b-1)

g (a+b—2)!

C(@a-1DI(b-1)
. . a¥+h=3 a+b—3 +b—2 :
Al-ubatnyadlperoleh( i )+ a1 ) (aa—l )ataudapatjuga
ditulis R(a — 1,b) + R(a,b — 1)<(“+b 2 R 2

Misalkan graf F adalah suatu graf yang berorder R(a — 1,b) + R(a,b — 1), akan
ditunjukkan bahwa F memuat subgraf K, atau F memuat subgraf K,. Ambil
sebarang titik v di V(F), kemudian perhatikan dua kasus berikut ini,

Kasus 1. |[Nz(v)| = R(a — 1, b).

Misalkan S = Ng(v), akibatnya subgraf F[S] memuat subgraf K,_, atau F[S]
memuat subgraf K,. Jika F[S] memuat subgraf K, maka F juga memuat subgraf
K,. Jika subgraf F[S] memuat subgraf K,_, maka F memuat subgraf K,, karena
titik v bertetangga dengan semua titik di S. Dengan demikian, /' memuat subgraf
K, atau F memuat subgraf K,,.

Kasus 2. |[N:(v)| < R(a — 1,b).

Akibat dari |[Np(v)| < R(a—1,b) maka |Ngz(v)| = R(a,b—1). Misalkan

T = Nz(v), sehingga subgraf F[T] memuat subgraf K, atau F|T| memuat subgraf
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K,_,. Seperti halnya dengan Kasus 1, jika F[T] memuat subgraf K,_, maka F
memuat K, karena titik v bertetangga dengan semua titik di 7 pada graf F.
Akibatnya dapat disimpulkan F memuat subgraf K, atau F memuat subgraf K.
Dari Kasus 1 dan Kasus 2, dapat disimpulkan bahwa untuk F merupakan sebarang
graf dengan order R(a — 1,b) + R(a,b — 1) dan K, € F atau K, € F, maka
sesuai dengan Definisi 2.2.2 dapat juga ditulis
RabV SRl 2 1. D) -REED 1) .ccneeerennr s ossssrivemas it itone s eniia § (2.3)
Dari (2.2) dan (2.3), disimpulkan bahwa ketaksamaan (2.1) adalah benar .m
Kemudian Erdds dan Szekeres (1935) juga memberikan batas bawah

bilangan Ramsey klasik R(a, b) sebagaimana teorema berikut.

Teorema 2.2.4 (Erdds dan Szekeres, 1935) Untuk bilangan bulat positif a = 2
dan b = 2 berlaku R(a,b) > 1+ (a — 1)(b — 1).

Bukti. Untuk a dan b bilangan bulat positif sebarang, dengan a > 2 dan b > 2.
Akan ditunjukan F dengan (a — 1)(b — 1) titik tidak akan memuat subgraf K,
dan F juga tidak memuat subgraf K,,. Pandang F = (b — 1)K,_,, yakni gabungan
(b — 1) graf lengkap K,_,. Jelas graf F tidak akan memuat subgraf K,, dan
komplemennya yaitu F = K(p-1)x(a—1) juga tidak memuat subgraf Kj,. Jadi, sesuai
dengan Definisi 2.2.2 dapat disimpulkan R(a,b) > (a — 1)(b — 1) atau ditulis

jugaR(a,b) =z (a—-1)(h-1)+1.m
2.2.2 Bilangan Ramsey Graf

Pada perkembangannya, penentuan bilangan Ramsey ini tidak hanya

terbatas pada graf lengkap, tetapi dapat diperumum untuk graf lainnya. Adapun
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definisi bilangan Ramsey secara umum untuk sebarang dua graf adalah sebagai

berikut.

Definisi 2.2.5 (Graham dkk., 1990) Diberikan dua graf G dan H. Bilangan
Ramsey R(G,H) adalah bilangan bulat terkecil n sedemikian sehingga, setiap
pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf lengkap K, akan memuat subgraf
dengan semua sisi berwarna merah yang isomorfik dengan graf G atau memuat

subgraf dengan semua sisi berwarna biru yang isomorfik dengan graf H.

Definisi 2.2.5 dapat juga diartikan untuk setiap pewarnaan merah-biru pada
semua sisi graf lengkap K,, akan terdekomposisi oleh dua subgraf berbeda warna
dengan masing-masing n titik, yakni K, = F @ F dengan graf F sisinya warna
merah dan F sisinya warna biru. Dengan demikian, Definisi 2.2.5 dapat juga

ditulis sebagai berikut.

Definisi 2.2.6 Diberikan dua graf G dan H. Suatu bilangan Ramsey R(G,H)
didefinisikan sebagai suatu bilangan bulat terkecil n sedemikian sehingga untuk
setiap graf F dengan n titik akan memenuhi kondisi sebagai berikut: jika F

memuat subgraf G atau komplemen dari F memuat graf H.

Dengan memperhatikan banyaknya titik dari komponen terbesar ¢(G) dalam
graf G dan menggunakan bilangan kromatik y(H) pada graf H, Chvatal dan
Harary (1972) memberikan perluasan batas bawah Teorema 2.2.3 yang berlaku
untuk sebarang graf G dan /1 yang tak harus lengkap dan disajikan pada teorema

berikut.

Teorema 2.2.7 (Chvatal dan Harary, 1972) Untuk setiap graf G dan H berlaku

RG,H) = (c(6) = DGCH) = 1) 4 1 oo (2.4)
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Bukti. Untuk graf G dan H sebarang. Perhatikan graf F = (y(H) — 1)K(;6)-1)
yaitu gabungan (y(H) — 1) buah graf K(.(s)-1) - Jelas bahwa F tidak memuat G
sebagai subgraf karena setiap komponen dari F berorder ¢(G) — 1. Selanjutnya,
karena F = K(y)-1)x(c(c)-1) Maka x(F) = y(H) —1 < y(H), akibatnya F
tidak memuat H. Sehingga sesuai dengan Definisi 2.2.6 dapat dibuktikan,
RGH)=Z((@G)-1DxH) -D+1.m

Batas bawah ini memberikan informasi dasar dalam mencari nilai eksak bilangan
Ramsey graf tersebut. Tidak sedikit bilangan Ramsey graf dari kombinasi dua graf
G dan H yang diberikan tepat sama dengan batas bawah yang diberikan oleh
Chvatal dan Harary tersebut, misalnya bilangan Ramsey graf dari kombinasi graf

pohon dan graf lengkap (Chvatal, 1977), yaitu R(Tp, K,) = (m—1)(n—1) + 1.
2.2.3 Bilangan Ramsey Multipartit.

Bentuk perkembangan kajian bilangan Ramsey lainnya adalah bilangan
Ramsey multipartit. Namun, sebelum membahas tentang kajian bilangan Ramsey
multipartit, akan diberikan definisi dan teorema dari bilangan Ramsey bipartit

yang mendukung kajian bilangan Ramsey multipartit-ukuran.

Definisi 2.2.8. Misalkan m dan n adalah dua bilangan bulat positif, bilangan
Ramsey bipartit b(m,n) didefinisikan sebagai bilangan bulat terkecil 1
sedemikian sehingga, jika semua sisi dari graf bipartit lengkap K, diberi dua
pewarnaan yaitu merah-biru akan memuat subgraf monokromatik K, ,, dengan

warna merah atau K, , dengan warna biru.
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Hatting dan Henning pada tahun 1998 memberikan batas atas dari bilangan

Ramsey bipartit b(m, n) sebagai berikut.

Teorema 2.2.9. Untuk setiap dua bilangan bulat positif m dan n, berlaku
m+n
b(m,n) < ( i )— 1.

Pada tahun 2004, dalam dua papernya yang berbeda Burger dan Vuuren
mengkaji dua bentuk bilangan Ramsey multipartit, yaitu bilangan Ramsey
multipartit-himpunan dan bilangan Ramsey multipartit-ukuran.

Pada bagian ini akan membahas tentang prinsip dasar dari bilangan Ramsey
multipartit-himpunan, dimana ide dari kajian bilangan Ramsey ini adalah dengan
memberikan jumlah titik yang tetap dari setiap himpunan partit dalam graf
domainnya, kemudian mencari jumlah minimum himpunan partit sehingga graf
domain tersebut akan memuat subgraf multipartit monokromatik.

Adapun definisi dari bilangan Ramsey multipartit-himpunan dinyatakan

sebagai berikut.

Definisi 2.2.10 (Burger dan Vuuren, 2004) Misalkan j, I, n, s dan t bilangan-
bilangan bulat positif dengan n,s > 2. Bilangan Ramsey multipartit-himpunan
M;(Kpnxi, Ksxe) adalah bilangan bulat terkecil § sedemikian sehingga, jika semua
sisi dari graf K¢y diberi warna merah dan biru sebarang, maka graf K¢ j akan
memuat subgraf K, »; dengan warna merah atau subgraf K¢y, dengan warna biru.

Definisi bilangan Ramsey multipartit-himpunan merupakan generalisasi dari

bilangan Ramsey klasik, jika R(g, 1) = t maka M;(K;x1, K3x1) = T.
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Selanjutnya, definisi dari diagonal bilangan Ramsey multipartit-himpunan
dinyatakan pada pernyataan berikut. Misalkan », /, k dan j adalah bilangan bulat
positif, diagonal bilangan Ramsey multipartit-himpunan M;(n,[) adalah
bilangan bulat terkecil s sehingga untuk setiap sebarang dua pewarnaan pada
semua sisi dari graf K.; akan memuat sebuah monokromatik K,.; sebagai
subgrafnya. Definisi dari off-diagonal bilangan Ramsey multipartit-himpunan
adalah untuk j, /. n, s dan 7 bilangan—bilangan bulat positif dengan n,s = 2. Off-
diagonal bilangan Ramsey multipartit-himpunan M;(K, ., K;.) adalah bilang-
an bulat terkecil £ sedemikian sehingga, jika semua sisi dari graf K ; diberi dua
pewarnaan merah dan biru sebarang, maka graf K, ; akan memuat subgraf K,
berwarna merah atau subgraf K, berwarna biru, dengan syarat K,,,; # K¢x;.

Off-diagonal bilangan Ramsey multipartit-himpunan memiliki sifat simetris
yang disajikan dalam proposisi berikut.

Proposisi 2.2.11 (Burger dan Vuuren,2004) Untuk setiap bilangan bulat positif
Jj. 1, n, s, t bilangan Ramsey multipartit-himpunan M;(Kyx,, Ksx;) senantiasa ada

dan memenuhi Mj(Kyxp, Ksxe) = Mj(Kgxp, Knxi)-

Untuk memperlihatkan sifat-sifat dari bilangan Ramsey multipartit-
himpunan, diperkenalkan terlebih dahulu tentang ekspansi pewarnaan dengan

definisi sebagai berikut.

Definisi 2.2.12 (Burger dan Vuuren, 2004) Suatu pewarnaan sisi-sisi dari Ky ;
dikatakan ekspansi pewarnaan, jika untuk setiap pasangan himpunan-himpunan
partit dari Ky j, sisi-sisi antara semua titik dalam himpunan—himpunan partit ini

mempunyai warna yang sama. Oleh karena itu, setiap ekspansi pewarnaan dari
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Ky« berkorespondensi ketepat satu warna sisi dari Ky, (dengan mengkontraksi
setiap himpunan partit dari Ky ; ke satu titik) dan dikatakan ekspansi pewarnaan

Ki.xj diinduksi oleh pewarnaan yang bersesuaian dari K.

Pada Gambar 2.4 diperlihatkan suatu ekspansi pewarnaan dari graf K3, 3;diinduksi

oleh pewarnaan yang bersesuaian dari Kj3.

Gambar 2.4 : Ekspansi pewarnaan K3, 3 diinduksi oleh pewarnaan yang berse-

suaian dari K;.

Pada Teorema 2.2.13, Proposisi 2.2.14 dan Teorema 2.2.15 berikut diper-
lihatkan sifat-sifat dari bilangan Ramsey multipartit-himpunan secara berturut-
turut yaitu, sifat Boundedness, sifat growth dan sifat gaps.

Teorema 2.2.13 (Burger dan Vuuren, 2004) Untuk j,l,t = 1dan n,s = 2
sebarang, bilangan Ramsey multipartit-himpunan M;(Ky, Ksx.) senantiasa ada
dan memenuhi

nl+st—2)
nl-1 /7

max{R(n, s),min{[1/f1n, [¢/]15}} < M;(Knxt, Koxe) < (
Proposisi 2.2.14 (Burger dan Vuuren, 2004) Misalkan n,s,a,y = 2 dengan
Jok,Lt,B dan & adalah bilangan—bilangan bulat positif, maka berlaku sifat

berikut, yaitu
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(1) M;(Kpxi, Ksxe) < Mj(Kaxp. Kyxs) jika n<al<B,s<y dan t<§.
Dikatakan pertidaksamaan kuat jika memenuhi paling sedikit satu dari n < a

atau s <Y.

(2) Mj(Knle stt) < Mk(Knxb stt).ﬁka k< f

Teorema 2.2.15 (Burger dan Vuuren, 2004) Untuk semua bilangan bulat positif

n=3,5s = 2danj,l,t = 1, sehingga berlaku ketaksamaan berikut:

Mj(Knxlr Kixe) = Mj(K(n~1)xz- stt) + sl — 1.

Bilangan Ramsey multipartit yang juga menjadi bahan kajian Burger dan
Vuuren pada papernya tahun 2004 adalah bilangan Ramsey multipartit-ukuran.
Pada Subbab ini akan dibahas tentang konsep dasar dari bilangan Ramsey
multipartit-ukuran. Bilangan Ramsey multipartit-ukuran didefinisikan sebagai

berikut.
Definisi 2.2.16 (Burger dan Vuuren, 2004) Misalkan j, I, n, s dan t bilangan—
bilangan bulat positif dengan n,s > 2. Maka bilangan Ramsey multipartit-ukuran
M (Kyxi, Ksxe) adalah bilangan bulat terkecil { sehingga, jika semua sisi dari
graf Kjy; diberi warna merah dan biru secara sebarang, maka graf Kj.; akan
memuat subgraf K, »; dengan warna merah atau subgraf K, dengan warna biru.
Bilangan Ramsey multipartit-ukuran dapat juga dipandang sebagai per-
umuman dari bilangan Ramsey klasik yaitu, jika R(o,1) = v maka sesuai dengan

Definisi 2.2.1 berarti untuk setiap dua pewarnaan merah-biru sebarang pada

semua sisi graf K; = K;»,; akan memuat K, = K;»,; dengan warna merah atau
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K; = K;x, dengan warna biru sebagai subgrafnya, atau berdasarkan Definisi
2.2.16 dapat juga dinyatakan sebagai m, (K xq, Kix1) = 1.

Berikut ini definisi dari diagonal bilangan Ramsey multipartit-ukuran.
Misalkan n, I, k dan j adalah bilangan bulat positif, diagonal bilangan Ramsey
multipartit-ukuran m;(n,l) adalah bilangan bulat terkecil ¢ sehingga untuk
sebarang dua pewarnaan pada semua sisi Ky, akan memuat sebuah subgraf
monokromatik K,,;. Untuk definisi dari off-diagonal bilangan Ramsey
multipartit-ukuran adalah sebagai berikut. Misalkan j, /, n, s dan ¢ bilangan—
bilangan bulat positif dengan n,s = 2, maka off-diagonal bilangan Ramsey
multipartit-ukuran m;(K,y,, K.) adalah bilangan bulat terkecil { sehingga, jika
semua sisi dari graf Kj.; diberi warna merah dan biru secara sebarang, maka graf
Kjx; akan memuat subgraf Ky, dengan warna merah atau subgraf K, dengan
warna biru, dengan K, ; # Kgx;-

Seperti halnya dengan Off-diagonal bilangan Ramsey multipartit-himpunan
yang memiliki sifat simetris, maka Off-diagonal bilangan Ramsey multipartit-

ukuran juga memiliki sifat simetris yang disajikan pada proposisi berikut.
Proposisi 2.2.17 (Burger dan Vuuren, 2004) Jika bilangan Ramsey multipartit-

ukuran my(Knxi, Ksxt) ada, maka my(Ksxe, Knxi) = my(Kpxq, Ksxe)  untuk

setiap J, I, n, s dan t bilangan bulat dengann,s = 2.

Bukti. Untuk setiap j, /, n, s dan ¢ bilangan bulat dengan n, s = 2 dan misal
My (Kpxi, Ksxt) = r. Berdasarkan Definisi 2.2.16 my(Ky,x;, Ksx) = r berarti
setiap untuk sebarang dua pewarnaan merah-biru pada semua sisi Ky, akan

memuat K,,,; berwarna merah atau memuat K., berwarna biru sebagai subgraf,
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hal ini dapat juga ditulis untuk sebarang dua pewarnaan merah-biru pada semua
sisi Kyx, akan memuat K., dengan warna biru atau memuat K., dengan warna
merah sebagai subgraf, dengan kata lain my(Ksxe, Knx) = 7. Jadi terbukti
bilangan Ramsey multipartit-ukuran juga bersifat simetris yaitu,

My (Knxis Ksxe) & My (Koxe, Knxi)- @



BAB Il
BILANGAN RAMSEY MULTIPARTIT-UKURAN

UNTUK GRAF MULTIPARTIT SEIMBANG LENGKAP

Pada Bab Il akan dijelaskan kajian utama dari tesis ini, yaitu sifat-sifat dan
batas bawah dari bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk graf multipartit
seimbang lengkap serta penentuan bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk
kelas (K;x5, K3x1), dimana ide dari kajian ini adalah dengan memberikan jumlah
himpunan partit yang tetap dalam graf domainnya, kemudian mencari jumlah
minimum titik dari himpunan—himpunan partit tersebut sehingga graf domain
tersebut akan memuat subgraf multipartit monokromatik. Pada tesis ini, kajian
lebih difokuskan pada hasil-hasil yang telah diperoleh Burger dan Vuuren pada
tahun 2004.

Berikut ini akan diperlihatkan eksistensi dari bilangan Ramsey multipartit-
ukuran.

Teorema 3.1 Bilangan Ramsey multipartit-ukuran m;(K,y, Ksx;) ada untuk

sebarang n,s = 2 dan |, t > 1 jika dan hanya jika j = R(n, s).

Bukti. Pertama—tama akan ditunjukkan j > R(n, s) jika m;(K,,»;, Ksx.) ada untuk
sebarang n,s = 2 dan [,t = 1. Dalam hal ini, digunakan kontraposisi dengan
mengasumsikan j < R(n,s), akan diperlihatkan m;(K;x;, Kx,) tidak ada untuk
n,s = 2 dan [, t = 1. Perhatikan bahwa 1 < j < R(n,s) untuk n,s > 2, sesuai
dengan Definisi 2.2.1 berarti terdapat suatu dua pewarnaan merah dan biru dari
semua sisi graf K yang tidak memuat K, dengan warna merah maupun K dengan

warna biru sebagai subgraf. Karena K,, € K,,»; dan K; € K., untuk sebarang
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[,t = 1, dari Definisi 2.2.12 yaitu dengan ekspansi pewarnaan Kj, diinduksi oleh
pewarnaan yang bersesuaian dari Kj. Akibatnya Kj.; juga tidak memuat K,
dengan warna merah dan K., dengan warna biru sebagai subgraf untuk sebarang
k = 1. Berarti nilai m;(Kpyx;, Kox,) tidak ada, jadi terbukti m;(K, ., Koxe) ada
untuk sebarang n,s > 2 dan [,t > 1 maka j > R(n,s).

Selanjutnya, akan dibuktikan m;(Kpx;, Ksx,) ada untuk sebarang n,s > 2
dan I,t > 1 jika j = R(n, s). Diketahui bahwa bilangan Ramsey bipartit diagonal
seimbang lengkap m,(K,y;, K>5;) ada yang dijamin oleh Teorema 2.2.9 yaitu,

2l

I)_ 1 untuk setiap | > 1. Oleh karena itu, selalu dapat

my(Kaxi, Kaxi) < (

ditentukan sebarang subgraf bipartit monokromatik untuk setiap dua pewarnaan

dari semua sisi sebuah graf bipartit F. Misalkan G sebuah graf multipartit

seimbang lengkap yang terdiri atas R(n,s) partit. Warnai sisi-sisi G menurut
algoritma berikut.

1. Setiap partit di G, diberi indeks H,.

2. Pilih sebarang dua partit, dengan sisi-sisi yang menghubungkannya belum
diwarnai. Jika sisi-sisi yang tidak terkait ke salah satu himpunan partit yang
dipilih belum diwarnai, maka warnai semua sisi tersebut secara sebarang
dengan menggunakan warna merah dan biru. Berarti ada sebuah graf bipartit
monokromatik termuat dalam subpewarnaan ini dan indeks dari masing—
masing himpunan partit yang memuat subgraf monokromatik tersebut adalah
H,. Untuk yang lainnya, jika sisi-sisi yang terkait dengan salah satu atau kedua
partit yang dipilih dan telah diwarnai sebelumnya, maka pilih subhimpunan-

subhimpunan titik-titik dari masing-masing partit yang memiliki indeks
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tertinggi, masing-masing diberi indeks H, dan H,, dengan m < k. Untuk

sebarang dua pewarnaan merah-biru dari sisi-sisi diantara titik-titik partit yang

memiliki indeks H, dan titik-titik pada partit H,, akan memuat sebuah subgraf

bipartit monokromatik seimbang lengkap, kemudian indeks himpunan-

himpunan partit yang memuat subgraf monokromatik tersebut yaitu Hy ;.
3. Ulangi langkah ke-2 sampai terdapat warna sisi-sisi antara subhimpunan-

subhimpunan dari setiap pasangan partit di G.
Dari hasil-hasil dalam algoritma di atas dan berdasarkan Teorema 2.2.12 yaitu
dengan ekspansi pewarnaan dari Kg(ys)x|n,| Sebagai subgraf G, diinduksi oleh
beberapa sisi dua pewarnaan dari Kg(,, 5) dengan H, adalah indeks maksimal yang
diperoleh dari algoritma di atas. Jadi, akan diperoleh sebuah subgraf Ky,
dengan warna merah atau subgraf K,y | dengan warna biru. Selanjutnya warnai
semua sisi sisa dari graf G dengan sebarang warna merah-biru. Kemudian dipilih
himpunan partit semula yang cukup besar dari graf G, yaitu |H,| = maks{l, t}.
Oleh karena itu, G akan memuat K, ,; berwarna merah dan K., berwarna biru
sebagai subgraf. Jadi terbukti m;(K,x;, Ksx,) ada untuk n,s > 2 dan [,t > 1 jika
j=2R(n,s).=m

Dari Teorema 3.1 di atas terlihat bahwa bilangan Ramsey multipartit-ukuran
untuk graf multipartit seimbang lengkap tidak selalu ada, maka teorema ini
disebut juga sifat eksistensi parsial dari bilangan Ramsey multipartit-ukuran.
Selanjutnya, batasan bilangan Ramsey multipartit-ukuran dapat dibangun

dengan menggunakan batas—batas bilangan Ramsey multipartit-himpunan, pada
teorema berikut juga diperlihatkan hubungan bilangan Ramsey multipartit-

himpunan dengan bilangan Ramsey multipartit-ukuran.
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Teorema 3.2 Jika j, k,l,t > 1 dann,s = 2, maka berlaku

(n mk(Knxb Ksxe) > J jika dan hanya jika Mj(Knxb Kexe) > k.

(2)  mp(Knxi Ksxe) < J jika dan hanya jika Mj(Kpx, Ksxe) < k.

Bukti. (1) Berdasarkan Definisi 2.2.10 ketidaksamaan M;(K,x;, Ksx¢) > k untuk
j-k, I, t = 1dan n, s = 2 terpenuhi jika dan hanya jika terdapat suatu dua pewar-
naan merah-biru pada semua sisi K, ; tidak memuat K,,,; dengan warna merah
dan K, dengan warna biru sebagai subgraf, akibat dari Definisi 2.2.16 dapat
juga ditulis my, (K xp, Ksxe) > J -

(2) mp(Kpxi, Ksxe) < j jika dan hanya jika M;(Kpy, Kxe) < k., untuk
setiap [,t = 1 dan n,s = 2 jelas terbukti karena merupakan kontraposisi dari
pernyataan pada bagian (1). m

Berikut ini, sifat growrh dari bilangan Ramsey multipartit-ukuran yang
disajikan dalam Proposisi 3.3.

Proposisi 3.3 Misal n,s,a,y = 2, j,k,I,t,B dan § adalah bilangan—bilangan

bulat positif, maka

(1) mj(Knxis Ksxe) < mj(Kaxp, Kyxs) jika n < a,l <B,s <y dan t < & (bila
bilangan Ramsey multipartit-ukuran keduanya ada).

(2) m;(Knxp, Ksxe) < My(Knxi, Ksxe) jika k <j (bila bilangan Ramsey
multipartit-ukuran keduanya ada).

Bukti. (1) Untuk setiap n, s,a,y = 2 dan j, k, I, t, § dan § adalah bilangan-

bilangan bulat positif. Akan dibuktikan m;(Kpxp, Ksxe) < mi(Kaxp, Kyxs)-

Misalkan m;(Kgxp, Kyxs) =wdengan n < a,l <B,s <y dan t <4, sesuai

dengan Definisi 2.2.16 berarti untuk sebarang dua pewarnaan merah-biru pada
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semua sisi Kj,, memuat K,,p dengan warna merah atau K, .5 dengan warna biru
sebagai subgraf, karena n < a dan [ < f schingga K,.; S Kgxp. begitu juga
untuk s <y dan t < § maka diperoleh K,,; € K, 5. Akibatnya terdapat sebarang
dua pewarnaan merah-biru pada semua sisi K,,,; memuat K,,; dengan warna
merah atau K., dengan warna biru sebagai subgraf, atau dapat disimpulkan
M (Kt Ksxe) < w. Jadi dapat dibuktikan m; (Knxp, Ksxe) < mj(Kexg, Kyxs)-
(2) Untuk setiap n, s > 2 dan j, k, /, r adalah bilangan-bilangan bulat positif. Akan
dibuktikan jika k < j maka berlaku m;(Kyx, Ksxe) < my(Kpxi, Ksxe). Misalkan
My (Kpxi, Ksxe) = p berdasarkan Definisi 2.2.16 berarti untuk sebarang dua
pewarnaan merah-biru pada semua sisi Ky, memuat subgraf K,,,; dengan warna
merah atau sebgraf K., dengan warna biru. Karena k < j, akibatnya diperoleh
Kwxk € Kjxp- Sehingga haruslah Kj,,, juga memuat subgraf K,,; dengan warna
merah atau subgraf K., dengan warna biru untuk sebarang dua pewarnaan
merah-biru pada semua sisinya, atau sesuai dengan Definisi 2.2.16 dapat juga
ditulis m; (Kpxp, Ksxe) <P = My (Knxi, Ksxt) - ®

Pada sifat growth terlihatkan bahwa m;(Kyx;, Ksxe) < mj(Kaxp, Kyxs ), jika
Knxi € Kaxp dan Koy © K, 5 5. Selain itu, untuk dua bilangan Ramsey multipar-
tit-ukuran dengan dua subgraf yang dikandungnya sama apabila jumlah himpunan
partitnya semakin besar, mengakibatkan bilangan Ramsey multipartit-ukurannya
akan semakin kecil.

Seperti halnya bilangan Ramsey multipartit-himpunan yang memiliki sifat

gaps antara dua bilangan Ramsey multipartit-himpunan, maka pada bilangan
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Ramsey multipartit-ukuran juga memiliki sifat yang sama, yang disajikan pada

Teorema 3.4 berikut.

Teorema 3.4 Untuk setiap bilangan bulat n > 3,5 > 2 dan j,l,t = 1, sehingga
berlaku m;(Knxi, Ksxe) = mj(Kn-1yxt: Ksxe) + [t/Li/s]] — 1.

Bukti. Untuk setiap bilangan bulat n >3, s > 2 dan j, /, t > 1. Misalkan
m;(Km-1yx Ksxe) = v dan [t/lj/sl]l =1 =w. Dari mj(Kpn-1yxi Ksxe) =
akibatnya pada graf dengan j himpunan partit dan (v — 1) titik terdapat suatu dua
pewarnaan merah-biru dari semua sisi Kjx(y-1) yang tidak memuat subgraf
K(n-1)x1 dengan warna merah ataupun subgraf K, dengan warna biru, bentuk
pewarnaan ini diberi nama G. Selanjutnya, dibentuk pewarnaan sisi yang diberi
nama /1, yaitu suatu bentuk dua pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf Kj,,
diberi warna biru, kemudian setiap titik di Kjy,, = F dihubungkan ke semua titik
pada bentuk pewarnaan GG dengan warna merah. Andaikan pada bentuk pewarnaan
H memuat K, dengan warna merah sebagai subgraf, karena F' hanya memuat
paling banyak satu himpunan partit dari K, (sebab F tidak mempunyai sisi
merah) akibatnya paling sedikit (n — 1) himpunan partit K,,,,; harus di G . Tetapi
hal ini kontradiksi dengan definisi pewarnaan G, sehingga dapat disimpulkan
haruslah H tidak memuat K,,,; dengan warna merah sebagai subgraf.

Dibutuhkan paling sedikit [t/|j/s]] himpunan partit dari himpunan—
himpunan yang berukuran j sehingga graf mulipartit memuat subgraf K.,
berwarna biru. Karena /' memiliki himpunan partit berwarna biru di / hanya
sebanyak w = [t/|j/s]] — 1 himpunan partit dan terhubung merah dengan titik-

titik di G, sedangkan di G juga tidak memuat subgraf K., berwarna biru,
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akibatnya H tidak memuat K, dengan warna biru sebagai subgraf. Jadi / adalah
suatu dua pewarnaan merah-biru pada semua sisi dari graf K;;,,—1)x; yang tidak
memuat K,,;dengan warna merah ataupun K., dengan warna biru sebagai
subgraf.m

Pada teorema berikut, terlihat bahwa nilai bilangan Ramsey multipartit-
ukuran akan mendekati 1 untuk nilai j yang semakin besar, sifat ini dikatakan
sebagai sifat limit asimtotik untuk bilangan Ramsey multipartit-ukuran.
Teorema 3.5 Jikan,s = 2 dan l,t = 1, maka

mj(Knxz-stz) — 1 bilaj - .

Bukti. Untuk n, s> 2, [, j, t =1 dan dari Proposisi 3.3 bagian (2), dapat
disimpulkan barisan m; (K, x;, Ksx¢) semakim kecil untuk j yang bertambah besar.
Selanjutnya, akan ditunjukan ada bilangan bulat k sehingga m; (K, x;, Ksx) = 1.
Dari eksistensi bilangan Ramsey klasik, jelas terdapat suatu bilangan bulat k
sehingga R(nl, st) = k. Jadi untuk setiap dua pewarnaan merah-biru pada semua
sisi K; = Kj»; memuat K,, dengan warna merah atau K, dengan warna biru
sebagai subgraf. Karena K,,,; € K,; dan K, € K. akibatnya K}, juga memuat
K,; dengan warna merah atau K, dengan warna biru sebagai subgraf, schingga
dari Definisi 2.2.16 dapat juga disimpulkan m; (K,,y;, Ksx;) = 1. Karena barisan
m;j (K1, Ksxe) tidak naik untuk j yang semakin besar dan ada j = k sehingga
My (Knxi, Ksxe) = 1 maka terbukti m;(Ky,;, Ksx;) = 1untuk j > co. m

Akibat dari Teorema 3.5, maka dapat diperoleh sifat limit asimtotik untuk

bilangan Ramsey multipartit-himpunan, sifat ini disajikan pada Akibat 3.6 berikut.
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Akibat 3.6 Jikan,s = 2dan |, t > 1, maka

M;(Knxi, Ksxe) = R(n, s) bila j - co.

Bukti. Dari eksistensi bilangan Ramsey klasik untuk », s > 2 terdapat k suatu
bilangan bulat terkecil sehingga k = R(n,s). Menurut Teorema 3.1, maka
My (Kpxi» Ksxe) = j ada untuk suatu j bilangan bulat dengan k = R(n, s), sesuai
dengan Definisi 2.2.10 diperoleh untuk sebarang dua pewarnaan merah-biru pada
semua sisi graf Kj, ; akan memuat subgraf K,,,; dengan warna merah atau subgraf
Ksx¢ dengan warna biru, atau ditulis juga sebagai M;(K;,.;, Ksx¢) = k = R(n, s).
Berdasarkan Proposisi 2.2.14 M;(K,x;, K;x.) tidak pernah naik untuk j yang
semakin bertambah besar. Akibatnya, terbukti M;j(Kyx;, Ksx¢) = R(n,s) untuk
j—oo.m

Beberapa bilangan Ramsey multipartit-ukuran yang telah diperoleh
diantaranya, m,(K5x2, Kox3) =9 dan my(Kyyo, Kaxs) = 14 ditemukan oleh
Hatting dan Hanning (1998), m,(K,x3,K;x3) = 17 diperoleh Beineke dan
Schwenk (1975), my (K54, K2x4) = 48 ditunjukkan oleh Irving (1978) dan nilai—
nilai bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk kelas (K4, K;x») yang disajikan
pada Tabel 2.

Dari Tabel 2 dapat diketahui bahwa, bilangan Ramsey multipartit-ukuran
untuk kelas (K545, K2x») dengan j = 1 tidak ada, hal ini sesuai dengan Teorema
3.1. Selanjutnya, untuk j > 2 bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk kelas
(K5x2,K>%x2)  yang diperoleh oleh Day dkk. pada tahun 2001, adalah:
My (Kaxz, Kaxz) = 5,m3(Kaxz, Koxz) = 3, dan mj(Kyyp, K3x2) = 2 dengan nilai

j = 4,5 serta mj(K2x2,K2x2) - 1 untllkj > 6.
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Tabel 2. Bilangan Ramsey Multipartit-Ukuran Kelas (K32, K>x2)-

J | mi(Kaxa, Kaxz)

1 oo
2 5P
3 3b
4 2b
5 ob
=6 10

@ Dari Teorema 3.1
b Oleh Day dkk (2001).

Pada Proposisi 3.7 berikut akan ditunjukkan bilangan Ramsey multipartit-
ukuran untuk kelas (Kx1, Ksxe) dan (Kpxq, Kox1)-
Proposisi 3.7.
(1) mj(Kzx1, Ksxe) = [t/1j/s]| untuk setiapt = 1danj > s > 2.

(2) mj(Knx1,Ksx1) = 1 untuk setiap n,s = 2 dan j > R(n, s).

Bukti. (1) Untuk sebarang t>1 dan j>s=>2, akan ditunjukkan
m;(Kzx1, Ksxe) = [t/1j/s]]. Pertama-tama akan dicari ¢ bilangan bulat terkecil
sehingga Ky S Kjx.. Agar Ky, menjadi subgraf dari Kjy., maka untuk sebarang
dua titik dalam himpunan partit yang sama dari Kj tidak boleh dalam himpunan
partit yang berbeda pada subgraf K. Oleh karena itu, haruslah dikelompokkan
himpunan-himpunan partit penuh dari Kj, . menjadi s buah himpunan-himpunan
partit yang baru. Sehingga akan diperoleh |j/s| himpunan partit dari Kj, . dalam

setiap kelompoknya. Untuk menjamin terdapat 7 titik dari setiap kelompok, maka
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haruslah terdapat paling sedikit ¢ = [t/|j/s]] titik untuk setiap himpunan partit
pada graf Kj. Jadi terdapat ¢ = [t/|j/s]] sehingga K¢ € Kjx.
(2) Misal n,s = 2 dan R(n, s) = w, berarti untuk sebarang dua pewarnaan merah-
biru pada semua sisi graf K,, = K,,x; memuat K,, = K,,,; dengan warna merah
atau K; = K, dengan warna biru sebagai subgraf. Berdasarkan Definisi 2.2.16
hal ini dapat juga ditulis m,, (K, Ksx1) < 1. Berdasarkan Proposisi 3.3 bagian
(2) untuk j=w =R(n,s) diperoleh m;(Kyx1, Kox1) < My (Knxq, Koxy) < 1.
Sehingga sesuai dengan Definisi 2.2.16, disimpulkan m;(K;x1, K5x1) = 1 untuk
setiap j = R(n,s). m

Selanjutnya, pada Proposisi 3.8 disajikan beberapa bilangan Ramsey

multipartit-ukuran untuk kelas (K5, K3x1).

Proposisi 3.8.

(1) my(Kzx2, K3x1) = Ma(Kaxz, K3x1) = 0.

(2) m3(Kyx2, K3x1) = 3 dan my(Kyy2, K3xq) = 2.
(3) ms(Kzx2, K3x1) = Me(Kzx2,K3x1) = 2.

(4) mj(Kzx2,K3x1) = 1 untuk semua j > 7.

Bukti. (1) Sesuai dengan Teorema 3.1 yaitu m;(K,;, Ksx.) ada untuk setiap
n,s = 2 dan [, t > 1 jika dan hanya jika j > R(n,s). Karena R(2,3) = 3 berarti
R(2,3) > 2 maka nilai m, (K53, K3x1) dan m, (Koo, K3x1) tidak ada, atau dapat
juga ditulis my (Kax2, K3x1) = my(Kyxz, K3x1) = 0.

(2) Berdasarkan nilai M,(K;x2, K3x1) = 4 > 3 dan sesuai dengan Teorema
3.2 bagian (1) maka diperoleh m3(K;x2, K3x1) > 2. Dari M3(Kyy2, K3x1) =3

atau ditulis juga sebagai M3(K;x2, K3x1) < 3, dan sesuai dengan Teorema 3.2
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bagian (2) dapat disimpulkan 2 < m3(K;x», K3x1) < 3. Akibatnya, dapat dibukti-
kan m3(K,x2, K3x1) = 3. Selanjutnya, dengan cara yang sama akan ditunjukkan
My (Koxz, K3x1) = 2. Dari My(Kyx3, K3x1) = 7 > 4 dan akibat dari Teorema 3.2
bagian (1) maka diperoleh m4(Kyx2, K3x1) > 1. Diketahui M;(K;x2, K3x1) = 4
yang berarti M, (K,x2, K3x1) < 4, sehingga berdasarkan Teorema 3.2 bagian (2)
diperoleh 1 < m4(Kyx2, K3x1) < 2. Jadi dapat dibuktikan m4(K;x2, K3x1) = 2.

(3) Dari M;(K;x2,K3x,) = 7 > 6, Teorema 3.2 bagian (1) dan Proposisi 3.3
bagian (2) serta Proposisi 3.8 bagian (2) diperoleh 1 < mg(K;x2,K3xq) dan
ms(sz2:K3x1) < ms(Kzx2, K3x1) serta mg(Kyxo, K3xq) < my(Kpxz, K3xq) = 2.
Sehingga dapat dibuktikan bahwa ms(K;xo, K3x1) = mg(Koxa, K3x1) = 2.

(4) Dari M;(K;x2, K3x1) = 7 atau ditulis juga sebagai M;(Kjxz,K3x1) <j
untuk setiap j =7 dan sesuai dengan Teorema 3.2 bagian (2), diperoleh
m;j(Kzx2, K3x1) < 1 untuk setiap j > 7. Jadi terbukti m;(K;xz, K3x1) = 1 untuk
setiapj > 7.m

Karena penentuan bilangan Ramsey multipartit-ukuran melalui sifat-sifatnya
sangat tergantung terhadap bilangan Ramsey multipartit-himpunan untuk kelas
yang sama, maka berikut ini adalah penentuan bilangan Ramsey multipartit-

ukuran dengan pendekatan melalui batas bawahnya.

Proposisi 3.9 Jika j,I,t = 1dann,s = 2, maka berlaku

mj(Knxh Ks)(t) 2 mm{[nl/]], ISt/j]}

Bukti. Untuk j, /, t = 1 dan n, s > 2 sebarang. Graf K,,»; dan K;,, berturut—turut
mempunyai n/ dan st titik. Jadi harus ada setidaknya min {[nl/j], [st/j]} titik per

himpunan partit dalam sebuah graf multipartit seimbang lengkap yang terdiri dari
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j himpunan partit untuk memuat K,,, atau K., sebagai subgraf. Jadi,
m; (Knxi, Ksxe) = min{[nl/jl,[st/j]1}. m

Berikut ini akan disajikan batas atas untuk bilangan Ramsey multipartit-
ukuran untuk kelas (K,y;, K>x;). Sebelumnya akan diberikan definisi dari /-
connection. Misalkan G suatu graf multipartit, jika S,T €V dan x € § maka x
dikatakan I-connection apabila x bertetangga dengan / titik di 7" . Selanjutnya,
untuk x yang bertetangga ke titik-titik di 7" sebanyak / dengan warna yang sama
maka x dikatakan I-connection monokromatik.

Teorema 3.10. Jika j = 2 dan | > 1, maka berlaku

l20-0F
m; (Kzxi, Koxi) < max [21 =y —"-](_l—l)l}

2(:—1)(2’!‘ 1)41]
-1

Bukti. Misal c=max{2£—1,[ } dan (§',T") adalah sebuah

bentuk bipartisi dari himpunan—himpunan partit Kj,., dengan |S’| = j — 1. Dari

2(!_1 21-1 1 -1 2l-1
¢ = max {21 -1, [%)t—]} diperoleh ¢ > [L,_(_ltﬂ danc > 20 - 1.

, sehingga

) 20-0(2Y41]  20-0(3 Y4
Perhatikan bahwa ¢ = [ j(_ll ) ' & .(_ )

; 2 =0 2=1 ’
o =20-1)( z J+1+c={2a-1( z )+1}+ (21— 1}. Untuk T
yang terdiri paling sedikit dari 2l — 1 titik, maka haruslah S" memiliki paling

o 2t=1 s : 7 : ; ;
sedikit 2(1 — 1)( I )+ 1 titik. Misalkan U’ adalah setiap himpunan bagian
2 21-1 53 . : : 3
dari S’ dengan 2(1 — 1) ( / ) + 1 titik, dan W'’ adalah setiap himpunan bagian

dari T’ yang memiliki 2/ — 1 titik. Karena setiap dua titik u € U’ dan w € W’

berasal dari himpunan-himpunan partit yang berbeda dari graf Kj,.. akibatnya
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(u,w) € E(Kjxc). Perhatikan sisi-sisi antara titik—titik di U’ dan W', maka derajat
setiap titik di U’ adalah 2 — 1 (terdapat 21 — 1 sisi yang terkait dengan setiap titik
di U") dan jika sisi-sisi yang terkait tersebut diberi warna merah atau biru maka

terdapat paling sedikit /-connection monokromatik pada setiap titik di U'.

Akibatnya terdapat 2(I — 1) (21 I_ 1) + 1 buah [-connection monokromatik di
Kjy. dan (21 l_ 1) himpunan dengan / titik di W~ . Dengan menggunakan prinsip

igeonhole , untuk 2(1 — 1) 2l-1 + 1 buah I-connection monokromatik diberi
pig :

tanda untuk (Zi l_ 1) buah himpunan bagian berukuran / di #’, maka terdapat

sekurang-kurangnya satu himpunan bagian dengan 2(l — 1) + 1 Il-connection
monokromatik yang diberi tanda. Oleh karena itu minimal terdapat / buah /-
connection monokromatik dengan warna yang sama. Akibatnya terdapat K,,,

dengan warna merah atau biru sebagai subgraf dari Kjy.. Jadi terbukti

o)

mj(K2x1. Kz)(!) < ¢ =max {Zl — 1,[ o



BAB 1V

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Dari tesis ini dapat disimpulkan bahwa, sifat-sifat dari bilangan Ramsey
multipartit-ukuran untuk graf multipartit seimbang lengkap vaitu sifat eksistensi
parsial, kaitan antara bilangan Ramsey multipartit-himpunan dan bilangan
Ramsey multipartit-ukuran, sifat growth, sifat gaps dan sifat limit asimtotik.
Selain itu, dengan menggunakan sifat-sifat tersebut ditunjukkan bilangan Ramsey
multipartit-ukuran untuk kelas (K1, Koxe) yaitu, m;(Koyq, Koxe) = [t/1j/s]]
untuk t > 1dan j > 5 > 2, kelas  (Kpxq, Ksxq) yaitu, m;(Kyyp, Koxq) = 1 untuk
n,s = 2 dan j > R(n,s). Sedangkan, bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk
kelas (K2, K3x1), yaitu m;(Kyxz, K3xq) =0 dengan j = 1,2, untuk nilai j
lainnya adalah m3(K3xz, K3x1) = 3, m;(Kaxz, K3x1) = 2 untuk j = 4,5,6, dan
m;(Kx2,K3x1) =1 untuk semua j>7. Sedangkan batas bawah bilangan
Ramsey multipartit-ukuran adalah m;(K,,»;, Ksx¢) = min{[nl/j],[st/j]}, untuk
j,I,t 2 1 dan n,s > 2, dan batas atas untuk bilangan Ramsey multipartit-ukuran

untuk (K, K5x;), untuk j > 2 dan [ > 1 berlaku

mj(szl, KZXI) <max{2l-1,
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1.2 Saran

Karena keterbatasan penulis, maka masih banyak beberapa masalah yang
belum terjawab. Oleh karena itu penulis menyarankan :
I. Penentuan batas atas bilangan Ramsey multipartit-ukuran m; (K x;, Ksx¢)-

2. Penentuan bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk kelas lainnya.
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