BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari
satu (atau beberapa) variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel
bebas. Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan
biasa dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas [9].

Suatu persamaan diferensial biasa linier orde dua adalah suatu per-

samaan yang berbentuk sebagai berikut [3]:

p(x) D?y(z) + q(x) Dy(z) + r(z)y(z) = g(z) (1.1.1)

dimana D = % dan p(z), q(z), r(z) adalah fungsi-fungsi dari z dengan p(x) #
0. Jika g(x) = 0, maka disebut persamaan diferensial biasa linier ho-
mogen. Kajian tentang solusi persamaan diferensial merupakan topik
klasik dalam matematika. Eksistensi solusi dari persamaan telah di-
jamin, lihat Teorema 3.2.1 dalam[3]. Dalam skripsi ini dikaji bagaimana ben-
tuk solusi dari pada suatu interval (a,b), a,b € R dengan syarat batas
memuat turunan fractional Riemann-Liouville. Dimana p(z), ¢(x), r(z) adalah
konstanta dengan p(z) # 0. Kajian ini merupakan elaborasi dari informasi

dalam artikel [4].



1.2 Rumusan Masalah

Dalam skripsi ini akan dikaji persamaan diferensial linier orde dua

homogen dengan koefisien konstan:
D?y(z) + k*y(z) = 0, x € [a,b],k >0 (1.2.1)

dengan syarat batas berupa kombinasi dua dari syarat batas berikut ini :

ﬂlDZ‘iy(x)‘x:b + usziy(x)|x:a =1 (1.2.2)
pa Dty (@), + paDgty(@)| = Lo (1.2.3)
s DY y(@)],_, + D2 y(@)|,_, = La, (1.2.4)

dimana al;OZZ?Bl:sBQ = {OaQ]aal 7é aQaBl 7& BQ:M?Z & R7'L = 1a2a"'767 dan
L; € R,j = 1,23, dengan D;T,fo adalah turunan fractional Riemann-

Liouville.

1.3 Batasan Masalah

Dalam tugas akhir ini, permasalahan hanya difokuskan pada per-
samaan diferensial linier orde dua homogen koefisien konstan dengan akar per-
samaan karakteristik bilangan kompleks dengan syarat batas memuat turunan

fractional Riemann-Liouville oy, o, 81, B2 € [0,2], 04 # o, b1 # [a.

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan ini adalah mengetahui solusi dari persamaan difer-
ensial linier orde dua homogen dengan syarat batas memuat turunan fractional

Riemann-Liouville.



1.5 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan ini terdiri dari empat bab yaitu : BAB I Pen-
dahuluan yang memuat latar belakang, rumusan masalah,batasan masalah, tu-
juan penelitian, dan sistematika penulisan. BAB II Landasan teori yang berisi
materi-materi dasar dalam penunjang berupa definisi, teorema, dan contoh
yang akan digunakan pada pembahasan. BAB III Pembahasan yang berisikan

solusi dari persamaan [1.2.1 BAB IV Kesimpulan dari hasil pembahasan.



BAB 11

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan dibahas beberapa teori yang terkait dengan per-
masalahan yang akan dibahas pada bab selanjutnya, yaitu fungsi Gamma,
fungsi Mittag-Leffler, fungsi Beta, deret Taylor, persamaan diferensial orde

dua, dan turunan Riemann-Liouville.

2.1 Fungsi-Fungsi Khusus

2.1.1 Fungsi Gamma

Definisi 2.1.1. [§] Fungsi Gamma yang dinotasikan dengan T'(n) didefinisikan

sebagai berikut:

o0

[(n) = /:I;"l(z‘"d:zf., n > 0.

0

Berikut beberapa sifat yang dimiliki oleh fungsi Gamma, yaitu :
1. (1) =1

2. T'(n+1) =nl'(n)



2.1.2 Fungsi Beta

Definisi 2.1.2. [6] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut :
1
B(p,q) = /xp_l(l — )"y , 2 €R dan p,g € R,p > 0,q > 0.
0

Hubungan antara fungsi gamma dan fungsi beta dinyatakan oleh per-

samaan berikut

L'(p)L'(q) (2.1.1)

dimana p > 0 dan ¢ > 0.
Bukti :

Berdasarkan Definisi perhatikan bahwa

L(p) = /u”le_“du
u=0
I(q) = /Uqle“d'u.
v=0
Sehingga
I'(p)I'(q) = /upleudu /vqle”dv
1==) y=0
—/ /upl'uq]e“"dudv.

v=0 u=0

Misal u = zt dan v = z(1 —t). Sehingga u+v =z dan 0 < u < 00,0 < v < 00

mengakibatkan 0 < z < oo dan 0 < ¢ < 1.
du du

—_— — z t
_|dt dz| _ —
‘J’ dv dv L, 1t :
dt  dz -
Akibatnya,
dudv = zdtdz.



Sehingga diperoleh

P(p)T(q) = / / ()7 (2(1 — 1)) e~ 2t

1

= /zp+q_le_zdz/tp_1(1—t)q_ldt
S0

t=0

2.1.3 Fungsi Mittag-LefHler

Definisi 2.1.3. [l Fungsi Mittag-Leffer dua parameter didefinisikan sebagai
berikut:

0,8>0,z€C 2.1.2
kZ:OFOzk—i-ﬁ o il * < (2.12)

Fungsi Mittag-Leffler adalah deret konvergen yang dapat dibuktikan

dengan menggunakan Teorema dan formula Stirling berikut ini
Teorema 2.1.1. 2] Misalkan (a,) adalah suatu barisan di C
a. Misalkan terdapat r € R dengan r < 1 dan K € N, sedemikan sehingga

la, |V < untukn > K,

maka Ya, konvergen mutlak.

b. Jika K € N, sedemikian sehingga
lan|" > 1 untukn > K,
maka Ya, divergen.

Bukti.
(a) Misalkan terdapat < 1 dan K € N, sedemikan sehingga n > K. Pandang
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la,|'"<r <1 = a, << L
Sehingga
Yla,| < Xr".

Deret ™ merupakan deret geometri yang konvergen untuk 0 < r < 1,maka
dengan menggunakan uji banding ¥|a, | juga konvergen, atau dengan kata lain,
Ya, konvergen mutlak.

(b) Jika K € N, sedemikan sehingga n > K
M LA T ]

Karena |a,| > 1 untuk semua n > K, berarti bahwa lim |a,| tidak mungkin
n—oo

sama dengan nol. Maka menurut uji coba suku-n , deret ¥|a,,| divergen, dengan

kata lain Ya,, divergen. |

Zk

['(ka+ B)

Untuk deret ([2.1.2), misalkan |ag| = , maka

1/k

k
1k _ Z
I'(ka+ )

lag|'" = . Sehingga diperoleh

1/k
Zk

I'(ka + p)

lim |ag|"* = lim
k—o0 k—o0

1/k
1

['(ka+ pB)
1/k

= lim |2*|/*
k—o0

= lim |2|
k—o0

I'(ka+ B)

1/k

= |z| lim
k—o0

1
I'(ka + B)

Dengan menggunakan formula Stirling, yaitu[5]:

Fz+1)= (%) 2z,  untuk x — oo,
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maka diperoleh:

1/k 1/k
1 B ka + 3
D(ka+8)|  |[T(ka+pB+1)
B ka+ 3 1k
- L ka+p
< atp 2 (ka + B)
e
e ka+p / / 1/k
_ o)~ L/2(J 1/2
(ros)  en ket s)
€ arprk 1/2k 1/2k
= 2m) R (k
(os) ket s)
Sehingga
1/k
lim |ay| = |z| lim _

= Cx+“3/k
= |z i i ~1/2k (. 1/2k
2] k}ggc‘<m+5> (2m) (ko + B)

= |z].0
=|U"

Karena |ax| = 0 < 1,maka Z ay, konvergen mutlak.

2.2 Deret Taylor

Deret Taylor merupakan bentuk dari fungsi matematika sebagai jum-
lah tak hingga dari suku yang nilainya dihitung dari turunan fungsi tersebut

pada suatu titik.

Teorema 2.2.1. [7] Misalkan f adalah fungsi yang turunan ke-(n+1)-nya ada
untuk setiap r pada selang terbuka I yang mengandung a,maka untuk setiap

z di dalam I berlaku

f'(a)
1

@)(q
f ()<

(x—a)+ 5

f(@) = fla)+

dengan sisa R,(x) dinyatakan oleh



— fn+ (é) (x_a)n+1

Fn(@) = 500

dengan & adalah titik antara x dan a.

Bukti:
Misalkan terdapat ¢ terletak antara x dan a. Didefinisikan fungsi F'

di I sebagai berikut:

Sehingga

e L

n!

Selanjutnya didefinisikan fungsi G' di I sebagai berikut:

i n+1
s 4Fo=(C=) @
T—a
untuk ¢ € I, maka G(z) = G(a) = 0. Karena G mempunyai turunan pada

interval yang titik ujungnya = dan a, maka menurut Teorema Rolle[2] terdapat

titik £ diantara titik # dan a sedemikian sehingga G'(§) = 0.

G'(E) = F'(€) + (n+ 1)%1%) — 0. (2.2.3)

Selanjutnya subtitusi F'(£) ke persamaan ([2.2.3] diperoleh:

(n+1
F(a) = (7{_1_ 0 (z —a)".

Dengan mensubtitusikan F'(a) ke persamaan (2.2.2)) diperoleh

2 f(n)(a)

FO@ ey
A

2!

f (a)
1!

n fn+1(£) (x_a)nJrl.

f(@) = fla)+—=(z—a)+ (z—a) MCEE]

(r—a)



Jika R, — 0 untuk n — 0, maka diperoleh:

< (k) (g
fmzzf(%FM (2.2.4)

[
pardRL

yang dikenal sebagai deret Taylor. Jika a=0 pada deret (2.2.4)), maka deret

tersebut disebut Deret Mclaurin.

© fk)
i) =S 10 oy (2.2.5)

Berikut beberapa fungsi dalam bentuk deret Mclaurin:
1. Misalkan f(z) = cos(z), maka

f(x) = —sin(z)

f@z) = —cos(x)

fO(x) = sin(x)

fO(x) = cos(x)

Sehingga deret Mclaurin dari f(z) = cos(z) adalah

> £(k)
flz) = Z / k'<0> (z'=0)*

k=0
_ R0 1 20 5 fU0) 5 fUN0) 4
= f(0)+ T r + 5 x” + 30 x” + 1 rt+
B cos(V(O) cos@(0) ,  cos®(0) cos™(0)
= cos(0) + T ST + 3l T +
B —sin(0) ,  —cos(0) , sinl0) 5 cos(0) ,
= cos(0) + T ST T 1
_ (=1)a” (1)z*
=1+0+ ol +0 A + ...
B 2zt
=1-5+5 -
_i (_Dkx%
T2k + 1)

2. Misalkan f(z) = sin(x), maka

!

[ () = cos(x)
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fP2) = —sin(z)
fO(x) = —cos(x)
1) = sin(z)

fO(x) = cos(x)

Sehingga deret Mclaurin dari f(z) = sin(z) adalah

— fM(0)
fla)=>" T(»’C -0)*
p !
R0 1 fP0) 5 fO0) 5 [0
= f(0)+ TR 7 + 5 7° + TR + dfract®(0)512°
_ sin(0)+87:nl(]’)(0)xl—l-sm(;)(())Jﬁ2+8m§|)(O)IIJB—i-SmZL')(O) x4+8m(55|)(0)x5+
B cos(0) ;  —sin(0) , —cosl0) , sin(0) , cos(0) 4
= sin(0) e T o i +...
—1)z° e

01404 S?E +hE S+
B (=) a®
=ity i

e (_1)k:x2k+1
B kzzo T'(2k +2)

2.3 Persamaan Diferensial Orde Dua

Persamaan diferensial orde dua adalah persamaan diferensial yang
turunan tertingginya berorde dua. Secara umum persamaan diferensial biasa

linier orde dua dapat ditulis dalam bentuk[3] :
p(x) D?y(x) + q(x) Dy(x) +r(z)y(z) = g(z), (2.3.1)
dimana p(z),q(z),r(x) adalah koefisien dari persaman diferensial tersebut.
Jika g(z)=0, maka persamaan (2.3.1)) disebut persamaan diferensial

biasa orde dua homogen. Selanjutnya dengan mengganti p(z) = as, q(z) = a,
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dan r(x) = ap maka persamaan ({2.3.1)) dapat ditulis kembali dalam bentuk [3]

as D*y(x) + a1 Dy(z) + agy(z) = 0. (2.3.2)

Persamaan ([2.3.2)) dapat diselesaikan dengan memisalkan y = €™,

sehingga diperoleh :
agD*e™ + a1 De"™ + ag(e™) = 0
asr’e™ + ayre’™ 4+ age™ =0

e (aor® + ayr + ag) = 0.

Karena "™ # 0 , maka y = €"* merupakan penyelesaian persamaan

(2.3.2) jika dan hanya jika r memenui persamaan karakteristik,

(2.3.3)

@12 4+ air + ag = 0.

Penyelesaian dari persamaan karakteristik (2.3.3]) adalah

—ay ++/a2 — 4asay —a; — /a2 — 4asag
2(12 ‘

dan ry = 5
a2

r =

Adapun bentuk-bentuk penyelesaian persamaan karakteristik adalah

sebagai berikut [3]:

1. Jika a3 — 4agap > 0, maka akan diperoleh akar-akar riil berbeda (1, # 73)

dan solusi berupa:

y(l’) = Cl@rlx + 0267’2x, Cl, CQ e R. (234)

2. Jika a] — 4asap = 0,maka akan diperoleh akar-akar riil sama (r; = ;) dan
solusi berupa:

y(l’) = Clerlx + $C2€T2x, Cl, CQ c R. (235)
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3. Jika a? —4azay < 0, maka akan diperoleh akar-akar kompleks (1, = p4iq)

dan solusi berupa:

y(z) = " (Cycos qu 4 Cysingzr), 1,0 € R, (2.3.6)

Contoh:

Selesaikan persamaan diferensial D*y(z) + y(x) = 0.

Penyelesaian:
Diketahui:
D?y(x) + y(z) = 0. (2.3.7)
Misal
y(z) =% Dy(z) =re? D(z) =r’e™. (2.3.8)

Substitusi (2.3.7)) ke (2.3.8]), sehingga diperoleh :

7"2 em: + erx — O
e (r*+1)=0
Karena €™ # 0, haruslah 7%+ 1 = 0.

Sehingga diperoleh persamaan karakteristik berupa :

r = +i.
Diperoleh akar-akar berupa r; = i,ry = —2, maka solusi PD :

y(x) = Cy cos(z) + Cysin(x).
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2.4 Turunan Fractional Riemann-Liouville

Definisi 2.4.1. [I] Turunan fractional Riemann-Liouville kiri orde o dan

kanan orde B berturut-turut didefinisikan sebagai berikut:

( X
1 a y(t)
dt tuk R — 1
. o | Gt ik 0 €R\ Ny = [a] +
Da“'y(‘r) = a

D™y(x), untuk o =n € Ny

\

( b
n— (]rln/ t—':L’B AT t, untuk ’BER\NOan:[ﬁ]—i—l

D} y(x) =

(—1)"D"y(x), untuk [ =mn € Ny

\

dimana Ny = NU {0} dan [a] adalah bilangan bulat terbesar yang kurang dari
atau sama dengan «, 5] adalah bilangan bulat terbesar yang kurang dari atau
sama dengan f3.

Sifat-sifat berikut berlaku untuk turunan fractional Riemann-Liouville
kiri dan kanan:
Sifat 1

D*(Af(x)) = AD"f ()
Bukti:

Dengan menggunakan Definisi sehingga diperoleh

cfa - LA [ A
D) = e | gy

a

I Y 2 V()
- I'(n—a)dan / (x — t)o‘*”“dt

a

= AD“f(z) ]
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Sifat 2
DM f(x) + Aag(2)) = D*(Ai f()) + D*(Aag())
Bukti:

Dengan menggunakan Definisi sehingga diperoleh [§]

xT

L dm [ Af() + Aag(t)
I'(n — «) dz” / (x —t)o—ntl dt

I R R W)
- T(n—a)dan / (x — t)o—ntl dt

a

DA f(x) + Aog()) =

x

['(n —a)dz™ x — t)e—ntl

= DO () + DY (Rag(e) n

Dengan mengggunakan Definisi dapat ditentukan turunan be-
berapa fungsi sebagai berikut:

1. Misalkan f(x) = (# —a)™, m > —1, maka turunan fractional Riemann-

Liouville kiri orde o adalah

1 dTL
['(n=qa)dz

/j(t —a)™(x — )" dt

Dy (x—a)" =

t—
Misal: v = ¢ , maka t = v(z — a) + a dan dt = (x — a)dv, sehingga
r—a
«a m 1 d" > m n—a—1
DY (z—a)" = T(n—a) do” J, (v(x—a)+a—a)"(z —v(z—a)—a)
(r —a)dv
1 /1 V™ (z—a)"(1—0)"* z—a)"*(z—a)dv
- T(n—a)da /,
. 1 /1 Um(l _ v)nfaflicv _ a)m+nfadv
- I'(n—a) /), dxm
d" Fr(A+1
Karena %(E)\ = ﬁf‘_n,maka
I Tm+n—a+1) o ! a1
Da _ m o _ o m—q m(] n—o d
e =) = s e [t
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Berdasarkan definisi dan persamaan [2.1.1

/1 v™(1—v)"* v =B(m+1,n —a)
’ T(m + 1)T(n — a)
'm+n—a+1)

Sehingga,

I(m+1)

D° . m_ _ ~\70T )
ar (@ = 0) I'(m+1-a)

(x —a)™ ", az0, m>-1. (24.1)

2. Misalkan f(z) = (b —2)™, m > —1, maka turunan fractional Riemann-

Liouville kanan orde  adalah

Dﬁ (b _ x)m — (_1>n d" /b(b "4 f)nl(t )4 a_)nfﬁfldf
b= T'(n— B)dz™ J, j / /
Misal: v = ll;_ t, maka t = v(b— ) + b dan dt = —(b — z)dv, sehingga
—x
_1)n dr 0
D/B _\m ( < i > Yuren _ _,\n—pB-1
, (b—x) T = p) da® /1 (vb—2)+b—0b)"(b—v(b—z)—x)
(—=(b—x))dv
(_1)” dn /1 w I -1
-7 b—xz)"(1—v)"’ —x)" —
(= B)da |, v b—2)"(1—v) (b—x) (b—x)dv
(_1)n /1 o dr B
— m(] — )" B m+n ﬁd
o [, @ty
Karena d—x)‘ = Mq}’\_”,maka

dxn MNA=mn+1)
B8 o aym (_1)2n F("L e ﬁ = 1) L Nm—p /1 m(q _ ,\n—pB-1
Dy (b—x)" = Tn—8) (m-f+1D) (b—x) ; V" (1 — ) dv

Berdasarkan definisi dan persamaan [2.1.1

1
/ v™(1 — v)”_ﬁ_ldv =B(m+1,n—p)
0

F(m+1I'(n — B)
m+n—p5+1)

Sehingga,

I(m+1)

Bh— )™ =
Dy (b =) I(m+1-7)

b—2)"" B>=0, m>—1. (2.4.2)
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