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RINGKASAN

Secara umum, masalah nilai eigen adalah menentukan skalar A €C dan

vektor X € C*, ¥ # 0 yang memenuhi hubungan :

AxX = A3
Skalar A disebut sebagai nilai eigen dari matriks 4 dan vektor ¥ disebut vektor
eigen yang berkaitan dengan nilai eigen A .

Pada beberapa masalah seperti teknik dan fisika, diperlukan mengganti
matriks identitas dalam persamaan masalah nilai eigen dengan suatu matriks B
berukuran nx n. Sehingga persamaan dapat ditulis menjadi :

A% = ABx
Berdasarkan hal itu maka penulis melakukan penelitian ini.

Tujuan penelitian ini adalah menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari
matriks pencil (4 — AB). Dalam tesis ini akan diperkenalkan beberapa pengertian
dari nilai eigen dan vektor eigen diperumum. Selain itu juga akan dipaparkan
prosedur untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen diperumum tersebut.

Penelitian ini penulis mulai dari bulan Desember 2007 sampai bulan Juni
2008. Dalam melakukan penelitian ini penulis melakukan studi kepustakaan dan
memulai dengan meninjau permasalahan, mengumpulkan teori-teori yang didapat
sebagai penunjang untuk menyelesaikan permasalahan tersebut dan terakhir

menarik kesimpulan dari permasalah yang telah dibahas.



Adapun langkah kerja dari penelitian adalah:
1. Meninjau konsep-konsep dasar matriks.
2. Meninjau tentang nilai eigen dan vektor eigen pada matriks.
3. Menyelesaikan masalah nilai eigen diperumum dengan teori-teori yang
berhubungan dengan pemecahan masalah tersebut.

4. Menyimpulkan hasil yang diperoleh.

Misalkan dari persamaan Ax = ABX dibentuk suatu polinomial karakteristik
vaitu:
p(A) =det(A - AB),
nilai eigen diperoleh jika p(4) =det(4-AB)=0.
Jika deg p(A) = k, menyatakan derjat dari p(A) dengan k < n, maka:
1. Jika B tak singular dan k = n, maka nilai eigen diperumum dari pencil (4, B)
adalah akar dari p(A).
2. Jika B singular sebut rankB=r dan k<mn dengan k<r<n, maka
didefinisikan 2 jenis nilai eigen diperumum untuk pencil (4, B), yaitu:
a. Nilai eigen hingga ( sebanyak k) yang adalah akar dari p(21). Nilai eigen
ini disebut dengan modes hingga.
b. Nilai eigen tak hingga ( sebanyak n-k). Nilai eigen ini disebut sebagai
modes tak hingga.
Ada lagi 2 jenis bentuk mode tak hingga yaitu:

- Mode tak hingga yang berkaitan dengan vektor eigen diperumum ¥ yang

memenuhi:

2
[}



Mode tak hingga ini disebut sebagai mode non dynamik, dan ada sebanyak
n-r.
Misalkan v/ memenuhi:
By’ =0
Mode tak hingga yang berkaitan dengan eigen vektor diperumum v/ yang
memenuhi:
R el BT

Mode ini disebut sebagai mode impulsive. Dan ada sebanyak r-.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Secara umum, masalah menentukan skalar A €C dan vektor x € C%, x # 0

yang memenuhi hubungan:

dx=Jx, (1.1.1)
untuk suatu matriks 4eC™, dimana C™" menyatakan himpunan matriks
kompleks berukuran nxn, sering disebut sebagai masalah nilai eigen ( Leon,
2001). Dalam hal ini skalar A disebut sebagai nilai eigen dari matriks 4 dan
vektor ¥ disebut vektor eigen yang berkaitan dengan nilai eigen 4.

Supaya X adalah nilai eigen dari matriks 4, maka harus ada pemecahan tak
nol dari persamaan (A7 — A)% = 0. Ini terpenuhi jika dan hanya jika:

det(A1 — 4)=0. (1.1.2)
Persamaan (1.1.2) disebut sebagai persamaan karakteristik dari 4.

Dalam beberapa masalah, seperti masalah fisika dan teknik, diperlukan
mengganti matriks identitas dalam persamaan (1.1.1) dengan suatu matriks B
berukuran nx n. Sehingga persamaan (1.1.1) dapat ditulis menjadi :

AX =ABX , (1.1.3)

atau dapat ditulis
(4-2B) =0. (1.1.4)
Bentuk (A — AB) disebut dengan matriks pencil dari persamaan (1.1.3), dan sering

ditulis sebagai (4, B). Polinomial p(1) =det(4— AB) disebut sebagai polinomial

A BN [ ;
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karakteristik dari pencil (4, B). Masalah utama dalam persamaan (1.1.4) adalah
mendapatkan skalar 1eC dan vektor ¥eC", ¥ #0 sedemikian sehingga
persamaan (1.1.4) dipenuhi. Masalah ini disebut sebagai masalah nilai eigen
diperumum. Skalar A disebut nilai eigen diperumum dari matriks pencil (4, B)
dan vektor ¥ disebut vektor eigen diperumum dari matriks pencil (A4, B) ( Fuller,
1967). Tentu saja, nilai eigen diperumum tersebut merupakan akar dari p(4).

Pencil (4, B) disebut regular jika det(4 — AB)# 0 untuk suatu A eC, dan
dikatakan tak regular jika det(4 — AB)= 0 untuk setiap 4 C.

Berbeda dengan masalah nilai eigen biasa, dimana persamaan
karakteristiknya berderajat n, maka polinomial karakteristik untuk masalah nilai
eigen diperumum tidak selalu berderajat n. Dalam hal derajat polinomial tersebut
kurang dari n, maka akan memunculkan beberapa pengertian nilai eigen dan
vektor eigan yang agak berbeda dari yang sudah dikenal.

Dalam tesis ini akan diperkenalkan beberapa pengertian dari nilai eigen
dan vektor eigen yang disebutkan diatas. Selain itu juga akan dipaparkan prosedur

untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen diperumum tersebut.

1.2 Perumusan Masalah
Diberikan matriks A4, BeC™", bagaimana menentukan skalar 1 eC dan
vektor X € C", X # 0, yang memenuhi hubungan:
AX = ABX .

Dengan asumsi bahwa matriks pencil (4, B) regular.




1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari

matriks pencil (4, B).

1.4 Manfaat Penelitian

Masalah nilai eigen banyak digunakan dalam berbagai bidang, seperti
fisika, teknik dan lain-lain, sehingga masalah nilai eigen diperumum yang
merupakan perluasan dari masalah nilai eigen juga bermanfaat dalam
menyelesaikan berbagai persoalan. Selanjutnya pembahasan ini diharapkan dapat
menjadi bahan masukan untuk penelitian selanjutnya dalam mengembangkan atau

memperluas cakupan penelitian ini.




BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dikemukakan pengertian dan konsep dasar yang dapat
digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai eigen. Teori dasar tentang matriks
menjadi landasan teori yang penting dalam memahami pembahasan tentang
masalah nilai eigen yang diperumum. Berikut defenisi-defenisi serta teorema-

teorema yang mendukung penyelesaian masalah pada penelitian ini.

2.1 Teori Dasar Matriks

Definisi 2.1.1 ( Anton, 1998 )

Sebuah matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan.

Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks.
Sebuah matriks mempunyai ukuran. Ukuran ini diperoleh berdasarkan

banyaknya baris dan kolom dalam matriks tersebut. Suatu matriks 4 yang

berukuran mx n dapat ditulis dengan 4, ,

a, 4ap a,,
T a a‘zz a,,
aml am2 anm

dimana a, adalah elemen-clemen dari matriks yang terletak dibaris ke-i dan

kolom ke-j dari matriks 4, dengan i = 1,2,...,m danj = 1i2iwutt:
Definisi 2.1.2 ( Leon, 2001 )

Matriks identitas adalah matriks = (a,.j) berukuran nxn, dimana



[V jika i=j
“o\0 jika i#j

Suatu matriks A berukuran nxn disebut matriks diagonal jika a, =0
untuk 7 # j.( Leon, 2001)

Perkalian suatu matriks 4, dengan dengan suatu konstanta k € R adalah
perkalian entri-entri matriks 4, dengan konstanta k € R.

ka,, ka, --- ka
ka, ka,, - ka

1j

- 2]
k4, = .

kan ka:z kaij
Definisi 2.1.3 ( Leon, 2001 )
Transpos dari suatu matriks 4 berukuran mxn, adalah matriks B berukuran

nxm yang didefinisikan dengan:

b.=a

Ji T %y

untuk j=1,....,n dan i =1,....,m. Transpos dari 4 dinyatakan oleh A"

Contoh:

L 2R b
a. Jika A= ,maka A" =|2 5

4 5 6

3.0 e 4
f MILIK

b. Jika B=[1 2), maka B' =(1 SJ | UPT PERPUSTAKAAN |
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2.2 Determinan Matriks

Pada setiap matriks 4 berukuran nx n, dapat dikaitkan suatu skalar, yaitu

det(4) yang nilainya akan menentukan apakah matriks 4 tersebut singular atau




tak singular. Determinan matriks ini dipergunakan untuk menentukan invers dari
suatu matriks.

Definisi 2.2.1 ( Leon, 2001 )

Determinan dari matriks (n—1)x(n—1) yang dibentuk dengan menghilangkan

baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks 4 =a, berukuran nxn disebut dengan

minor dari a,, dan dinotasikan dengan M,. Dimana 4, =(-1)"'M ; disebut

'J: 2
dengan kofaktor dari a,, .

Definisi 2.2.2 ( Leon, 2001 )

Determinan dari matriks 4 berukuran nx n didefinisikan dengan :

|4|=det 4 = iaUAU "
J=1

yaitu hasil penjumlahan elemen-elemen pada baris pertama yang dikalikan dengan
masing-masing kofaktornya.

Dari definisi, secara umum determinan suatu matriks dapat ditinjau
sebagai berikut:
Kasus 1. Matriks 1x1
Jika A = (a) adalah matriks 1x1, maka det(4)=a.
Kasus 2. Martiks 2x 2

Misalkan:

det(A) =a, 4, + apA;,,

dengan 4,, dan 4,, masing-masing adalah kofaktor dari a,, dan a,,. Sehingga



det(A) =a, dct[au]- a, det[aﬂ]
= @,,ay, —ap,ay,
Kasus 3. Matriks 3x3
Misalkan:

a, 4, a;
A=|a, a, ay

a; a3 dy

det(A) =a, 4, +a,4,;, +a 4,

a a a
det(4) = a,, det[a22 Z”’]—au det|: = 23]+a13 det|:a“ 22}

33 O3 a;, ds d; a4y

=0a)0303; — 01050y — Ap Ay Ay +3,,0,,0); +433,0,,0,, —d;;0,,4,,

Demikian seterusnya untuk matriks berukuran nxn.
Jika suatu matriks nilai determinannya adalah nol, maka matriks tersebut

disebut matriks singular.

Contoh :
I 2
(s o
detP =(1x6)—-(2x3)
detP=6-6=0_. . . R o —
2.3 Invers Matriks —_— ‘ f.- MT:_." < AAN
Definisi 2.3.1 ( Anton, 1998 ) 1 ’ ,‘_"r‘ RCITAS AN :i‘ AL

Jika 4 adalah matriks kuadrat dan jika kita dapat mencari matriks B sehingga
AB=BA=1, maka A dikatakan dapat dibalik (invertible) dan B dinamakan

invers dari 4.



Definisi 2.3.2 ( Leon, 2001 )

Suatu matriks nx »n dikatakan singular jika tidak memiliki invers.

2.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Nilai eigen dari suatu matriks 4 adalah suatu bilangan A real atau
kompleks. Nilai eigen dan vektor eigen tersebut didefenisikan sebagai berikut.
Definisi 2.4.1 ( Anton, 1998 )
Jika A adalah matriks berukuran nxn, maka vektor tak nol X didalam R"
dinamakan vektor eigen dari A bila ada skalar 1 sehingga A4X = Ax. Sedangkan A
dalam hal ini disebut nilai eigen yang bersesuaian dengan 4.

Secara umum masalah nilai eigen dapat ditulis sebagai:

(A-ADx =0

atau dalam bentuk lengkapnya adalah:

(&, &= A)x, +a,x, +...+a, %, =0

1In"n

dyX, +(ap ~A)x, *..va, x, =0

a,x t+a,x, +...+(a,—A)x, =0
Untuk menentukan nilai eigen suatu matriks 4 yang berukuran nx »n maka
det(4— AI) = 0. Persamaan ini disebut dengan persamaan karakteristik. Supaya 1
menjadi nilai eigen dari 4, maka harus ada pemecahan tak nol dari persamaan
karaktristik ini.
Setelah nilai eigen (A) ditentukan, maka vektor eigen yang berkaitan

dengan nilai eigen tersebut dapat dicari dengan persamaan (4 — AI)¥ = 0 . Dengan



menggunakan eliminasi Gauss maka vektor eigen dapat ditentukan. Vektor-vektor
eigen yang bersesuaian dengan A adalah vektor-vektor tak nol.

Contoh 1

3 2
Carilah nilai eigen dan vektor eigen dari matriks 4= [3 2]

S e D A
A=Al = -2

3 -2 0 1

5 2 A0

3 -2 0 4

3-4 2

3 -2-2

Maka persamaan karakteristik dari 4 adalah:

da(d—lﬂ=da[3_2 y ]

Penyelesaian:

3 -=-2-2

=2-21-12=0
Dari persamaan diperoleh:

A=2-12=10

" S —
A-4)(A+3)=0 MILIK f
F T BLBDIIOS A W N |

I3 PERPUS TAKAAN |

A=4dan 4, =-3 | 100 JERISTAC 1"“ ‘ |
\ ..-..AII'_!.‘.'.'L.‘%\.'J ANL!.L\LS—ES |
e T i

Inilah nilai eigen dari matriks 4.
Vektor eigen dari matriks 4 adalah vektor ¥ yang berkaitan dengan

A, =4 dan A, =-3. Untuk A, = 4diperoleh:
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aeans{ 2
LG

Dengan menggunakan eliminasi Gauss diperoleh:
-1 2\ x
=0,
0 0){x,
2
sehingga X, = . Artinya semua kelipatan dari (2,1) adalah vektor eigen dari
1

-1
A, =4. Dengan cara yang sama untuk A, = -3 diperoleh X, =[ J Artinya
3

semua kelipatan dari (-1,3) adalah vektor eigen untuk 4, =-3.

Solusi nilai eigen dan vektor eigen yang dihasilkan diatas dapat
dicocokkan kebenarannya dengan mensubstitusikan hasil tersebut kedalam
persamaan Ax = Ax. Untuk nilai eigen pertama dan vektor eigen yang

dihasilkannya, persamaannya adalah:

s SHA )

Hasilnya sesuai dengan yang diharapkan. Pencocokan ini dapat dilakukan untuk
4, dan x,.
Contoh 2

20 -4 8
Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks 4=|-40 8§ -20
-60 12 -26
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Penyelesaiannya:

(20 -4 8 ) 1 00
(A-Al)=|-40 8 -20|-40 1 O
—60 12 -26 0 01

(20 -4 8 A 0 0
=|-40 8 -20|-]10 A4 0

-60 12 -26) (0 0 4

20-4 -4 8
=l -40 8-41 -20
-60 12 -26-A
det(A —A) =2 -24* +84
A -227+81=0
(A-0)(A-4)(1+2)=0
Diperoleh nilai eigen 4, =4, A, =0 dan A4, =-2. Untuk 4, =4, vektor
eigennya memenuhi (4-4/)x =0.

20 -4 8 400
(A4-4)=|-40 8 -20(-|0 4 0
60 12 -26) \0 0 4

64 8
=|-40 4 -20
-850 12 =30

16 -4 8 \(x
-40 4 -20|x,|=0.
-60 12 -30)\x,

Dengan menggunakan eliminasi Gauss diperoleh: — NR—

§» -,-1 T -
H e gt o 4

w PERTUD

FERAMINTIT I I A D ARIDY N

LW LA 4Ei‘?“f! DSy AARNDIAM Bae

]
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4 -1 2)(x
0 1 0lx,|=0,
0 0 0)x

1
sehingga vektor eigen yang berkaitan dengan A, =4 adalah ¥, = 0 |. Dengan
-2

1
proses yang sama untuk A = 0diperoleh nilai eigen X, =| 5 |dan untuk A =-2
0

0
diperoleh nilai eigen X, =| 2 |.
1
Nilai eigen dari suatu matriks dapat berupa bilangan kompleks, karena
suatu polinom nyata mungkin saja mempunyai akar-akar yang kompleks.

Contoh 3

-1 0
-4 1
det(A4— Al =
wA-an=| ‘;J
A +1=0

Persamaan diatas menghasilkan nilai eigen 4 =i dan A, =—i. Untuk A =i,

. vektor eigennya memenuhi (4 —il)x¥ = 0.

(A—-ff):[_ol (1)]—{(1) (I)J
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(A-ix =0

i Wi

Dengan menggunakan eliminasi Gauss diperoleh:
i A
o oo
0 0O/\x,
1
sehingga vektor eigen yang berkaitan dengan A, =i adalah ¥, =| |. Selanjutnya
i

dengan proses yang sama diperoleh vektor eigen yang berkaitan dengan A, = —i

1
yaitu X, ={ ]
7

Selanjutnya pada masalah nilai eigen, jika 4 adalah matriks »xn, maka
pernyataan berikut ekivalen satu sama lain:
1. A adalah nilai eigen dari matriks 4

Sistem persamaan (A7 — A)¥ = 0 mempunyai pemecahan yang tak trivial

b

3. Ada vektor tak nol x didalam R" sehingga 4% = A%

o

A adalah pemecahan real atau kompleks dari persamaan karakteristik

det.(A - 4) =

-

R

4l I K
= 2a FV’?H.%S TAK

AN
i f ' |
” 4
! ;": VC{“S‘ ] ‘"t v “ 7‘.‘ LM I....j




BAB I

METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian
Penelitian ini penulis mulai dari bulan Desember 2007 sampai bulan juli

2008. Sedangkan tempat penelitian adalah perpustakaan.

3.2 Langkah-langkah Penelitian

Penelitian ini adalah penelitian deskriptif yang menggunakan analisa teori
yang relevan dengan masalah yang dibahas dan berlandaskan pada studi
kepustakaan. Dalam melakukan penelitian ini penulis memulai dengan meninjau
permasalahan, mengumpulkan teori-teori yang didapat sebagai penunjang untuk
menyelesaikan permasalahan tersebut dan terakhir menarik kesimpulan dari
permasalah yang telah dibahas.

Adapun langkah kerja dari penelitian adalah:
1. Meninjau konsep-konsep dasar matriks.
2. Meninjau tentang nilai eigen dan vektor eigen pada matriks.
3. Menyelesaikan masalah nilai eigen diperumum dengan teori-teori yang

berhubungan dengan pemecahan masalah tersebut.

4. Menyimpulkan hasil yang diperoleh.




BAB IV

PEMBAHASAN

4.1 Masalah Nilai Eigen Diperumum

Misalkan A4,Be C™" seperti yang telah dikemukakan sebelumnya,
masalah nilai eigen diperumum adalah masalah menentukan skalar 1eC dan
vektor ¥ € C", ¥ # 0 yang memenuhi hubungan:

AX = ABx . (4.1.1)
Dalam bentuk lain persamaan (4.1.1) dapat juga ditulis sebagai:
(A-AB)x =0

Asumsikan bahwa pencil (4,B) regular, dan perhatikan polinomial

karakteristik dari pencil (4, B), yaitu:
p(A) =det(4 - 4B),

dan nyatakan deg p(A) sebagai derajat dari p(A).

Definisi 4.1.1 ( Katayama, 1992)

Misalkan deg p(4) =k, dengan k<n

1. Jika matriks B tak singular dan k = n, maka nilai eigen diperumum dari pencil
(A, B) adalah akar dari p(4), dan sama dengan nilai eigen dari matriks B'A4.

2. Jika matriks B singular, sebut rank B=r dan k <n dengan k<r<n, maka
didefinisikan 2 jenis nilai eigen diperumum untuk pencil (4, B), yaitu:
a. Nilai eigen hingga ( sebanyak k) yang adalah akar dari p(4). Nilai eigen

ini disebut dengan mode hingga.
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b. Nilai eigen tak hingga ( sebanyak n-k). Nilai eigen ini disebut sebagai
mode tak hingga. Ada 2 jenis mode tak hingga yaitu:
- Mode tak hingga yang berkaitan dengan vektor eigen diperumum v
yang memenuhi:
Bv =0.
Mode tak hingga ini disebut sebagai mode non dinamik, dan ada
sebanyak n-r .
- Misalkan ¥/ memenuhi:
oy =03
Mode tak hingga yang berkaitan dengan eigen vektor diperumum

v/ yang memenuhi:
BV =4v | j22,

mode ini disebut sebagai mode impulsive dan ada sebanyak r-k.

4.2 Masalah Nilai Eigen Diperumum untuk Matriks B Tak Singular.

Secara umum penyelesaian masalah nilai eigen diperumum adalah

diberikan bentuk:
a,; 4, a, | b, b, by, \ %
Ay Gy Ay || X2 L by by b, | x,
an] anz arm xn bnl bn2 bnn xn

Maka matriks pencil yang dihasilkan adalah:
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:D

EQ

5_&

¥
5=
SRR

Nilai eigen diperumum diperoleh jika p(4) =det(4—-AB)=0.

Untuk matriks B tak singular berukuran nxn , nilai eigennya adalah n
buah nilai eigen hingga yang merupakan akar dari polinomial p(A). Sedangkan
vektor-vektor eigennya adalah X € C", X # 0 yang masing-masingnya berkaitan
dengan nilai eigen A € C dan memenuhi bentuk (4 -AB)x =0.

Beberapa pembahasan dapat diuraikan dengan contoh-contoh berikut:

Contoh 1:

2001 1 0
Jika diberikan matriks A:( } dan matriks Bz[ J Matriks 4 dan
1 3 0 2

matriks B merupakan matriks tak singular. Penyelesaiannya adalah:

(2 1 =N
A-AB= =4
s 0 2

3 L ) No
"H 3] to 24

0
L1 3-24
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Matriks pencil yang dihasilkan adalah regular. Untuk menentukan nilai eigen
diperumum maka det(4 — AB) =0, yaitu:
det(4-AB)=(2-A)(3-24)-()(d)

=2 -7A4+5
Dari 24> -74+5=0, diperoleh 4, =1 dan A,= % Nilai eigen yang dihasilkan

adalah dua buah nilai eigen hingga yang disebut dengan mode hingga.

Selanjutnya akan ditentukan vektor eigen yang berkaitan dengan nilai-nilai
a,
eigen. Untuk A, = 1, misalkan vektor eigen diperumumnya adalah X = k

sehingga:

(A-A,B)%, =0

o)

Dari persamaan tersebut diperoleh vektor eigen yang bersesuaian dengan A, =1

1
adalah x, =( }
-1

Kemudian untuk A, =~52-, misalkan vektor eigen diperumumnya adalah

3 (ﬁl ]
X, = , maka:
B

(A-A,B)%, =0

_l 1 (ﬁ]}
9
1 —2\A

Il
o
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Dengan menggunakan eliminasi Gauss:
1 =25
=0
1 -2\ 5,

Sehingga diperoleh vektor eigen yang bersesuaian dengan A, =-52- adalah

)

Contoh 2:

Diberikan bentuk:

-1 0 U1
X=A X
0 1 19

Matriks 4 dan matriks B dari persamaan diatas adalah matriks tak singular.

Matriks pencil yang dihasilkan adalah:
-1 0 0 1
A-AB= - A

0 1 1 0
(-1 0 0 4
o 1) (4 0
f=l =d
-2 1

Matriks pencil yang dihasilkan juga regular. Nilai eigen yang diperoleh adalah:
det(4 — AB) = (-D(1) - (=A)(-4)
=—1-A
_1-A*=0 atau A*+1=0. Sehingga A, =i dan A, =—i. Nilai eigen yang

dihasilkan adalah dua buah nilai eigen kompleks.
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Untuk 4, =i, misalkan vektor eigen diperumum yang bersesuaian adalah

a,
X = . Sehingga:

a,

(A- A,B)%, =0

—i

Vektor eigen yang bersesuaian dengan 4, =i adalah X, :( ]
1

X

Untuk A, =—i, misalkan vektor eigen diperumum yang bersesuaian adalah

L {ﬂ, ] _
X, = , sehingga:
B,

(A-2,B)%, =0

e

L
[0 )
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1
Sehingga vektor eigen yang bersesuaian dengan A, = —i adalah X, :[ J
<J
Contoh 3
Diberikan:

1 -2
1 0 |dan B=
1 4

N

I
o o
(=TT &
S AW
N O

Penyelesaian masalah nilai eigen diperumum dari matriks 4 dan matriks B adalah:

6 1 -2 zZ 3 -1
A-AB=|0 1 0 |-40 4 0
1 4 0 0 2

6 1 -2) (24 34 -4

=01 0 (-0 41 0

01 4 0 0 24

-2y % 1

=| 0 1-42 O

0 R
p(A)=det(4 — AB) = (6 - 2A)(1 - 42)(4 - 24)

deg p(A) =3, k=n maka ada sebanyak 3 mode hingga. Diperoleh nilai eigen

diperumum adalah 4, =3, 4, :i— dan 4, =2.

al
Untuk A, =3, misalkan vektor eigen diperumum adalah %, =| @, |, maka:

a;

(A-A4B)%, =0
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6 1 -2) (2 3 -n|(B
01 01]-30 4 0][[|s][=0
o1 4 00 2)|(B
(6 1 -2) (6 9 -3\|(A
01 0|-|0 12 o0l|lAB]=0
o1 4)10 0 6)|5
0 -8 1)«

0 -11 0 | e, |=0
0O 1 =-2)\e,

Pada persamaan diatas diperoleh a, =0 dan a, = 0. Dengan menetapkan a, =1,

1

maka vektor eigen yang bersesuaian dengan 4, =3 adalah x, =| 0 |.

0
B,
Untuk A4, = %, misalkan vektor eigen diperumum adalah X, =| £, |, maka :
P
(A4-4,B)x, =0
6 1 =2 12 3 -1N|(B
| _EO 4 0 |||5|=0
01 4 0 0 2)\A5
23 1
61 -2) 17 3 “q|ff4
01 0= 1 (1) B, |=0
01 4 0 0 —
2 ) Ps
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mi 7
2 4 aff
0 0 (7) B, |=0
81 -
2 h

Dengan eliminasi Gauss diperoleh bentuk persamaan:

44 0 -21\( 4
0 0 0|p]=0.
Q12 AT JWs

Dari persamaan diperoleh 3, =1, maka f,= —% dan B, = —:2‘—:‘ , sehingga vektor

eigen diperumum yang bersesuaian dengan 4, = -:I adalah X, =

e |

N
Untuk A, = 2, misalkan vektor eigen diperumum adalah X, =| 7, |, maka:

73
(A-4,B)x, =0

6 1 -2 2 3 -1)|(7
0 102 0401 % |=0
01 4 00 2 iy,

6 1-2)\ (4 6 -2\{"
01 0/[-{0 8 0 [{r,]=0

01 4) 00 4)lr
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2 =5 0\~
0 -7 0}f»,[=0
0 1 0)\y,

Dengan eliminasi Gauss diperoleh bentuk persamaan:

2 -8 0\ n
0 1 0}y|=0
01 1040 )ix,

Dari persamaan diperoleh y, =0, y, =0 dan pilih y, =1, sehingga diperoleh

0
vektor eigen diperumum yang bersesuaian dengan A, =2 adalah x, =| 0 |.
1
4.3 Masalah Nilai Eigen Diperumum untuk Matriks B Singular
~ Sebelumnya telah dinyatakan bahwa jika matriks B singular maka nilai
eigen diperumum dipandang dari derjat polinomial p(1)=det(4 - 4B). Jika k
adalah derajat dari p(A), maka untuk k < n nilai eigen diperumum adalah « dan
akar dari p(A)=0. Berarti disini ada nilai eigen hingga dan ada nilai eigen tak
hingga. Sama dengan matriks B yang tak singular, untuk nilai eigen hingga
disebut dengan modes dinamik hingga. Sedangkan untuk nilai eigen tak hingga
ada dua jenis modes yang disebut dengan modes non dinamik dan modes
impulsif.
Berikut akan diberikan contoh penyelesaian masalah nilai eigen diperumum

untuk matriks B yang singular:




25

Contoh 1:

-1 0 0 1

Jika diberikan matriks A =[
0 1

] dan matriks B={ J Matriks B

1 0

merupakan matriks singular dengan rank B=1. Matriks pencil yang dihasilkan

adalah:

_ -1 - ,1]

\1 -1
Matriks pencil yang dihasilkan adalah regular dengan p(A)=2A. Dalam hal ini
deg p(A)=k =1. Karena k <n, maka nilai eigennya adalah «oc dan A =0. Ini
berarti bahwa:
- ada 1 mode hingga

- ada 1 mode tak hingga, yaitu 1 mode non dynamik.

Untuk A =0, misal nilai eigen diperumum yang bersesuaian adalah

al
X = , maka
a,

(o )
AR
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Jika ditetapkan «, =1, maka a, =0. Sehingga vektor eigen diperumum yang

0
bersesuaian dengan A =0 adalah X :[ J
1

Selanjutnya untuk modes non dinamik diperoleh dari:

Bv=0

0 IYw
=0

0 1Av,

1
Dalam hal ini diperoleh v, =0, dan pilih v, =1. Maka ¥ ={

J adalah vektor
0

eigen diperumum yang berkaitan dengan mode non dynamik.

Contoh 2:

1 3 1D
Diberikan matriks 4= 2 5| dan matriks B=|1 1 2/|. Jelas bahwa
e 1 =1a

W W N

matriks B singular dan rank B=2.

8-4 1-4 3-24
(A-AB)=|3-4 2-4 5-24
B3 S=3 G=33

p(A)= det(d— AB) =1 -1

deg p(4)=1, maka:
- Ada satu modes hingga

- Ada 2 modes tak hingga yang terdiri atas 1 mode non dynamik dan 1 mode
impulsive

Berikut akan dibahas mode-mode yang disebutkan diatas.
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A =1 adalah modes hingga. Vektor eigen yang berkaitan dengan A =1, dapat

ditentukan sebagai berikut:
(A-AB)x =0
1 0 1)a
21 3|, |=0
2 1 3)\a,

Dengan menggunakan eliminasi Gauss diperoleh:

1 0 1)aq
01 1| a,|=0
0 0 0)le

Misalkan a, = —f, maka @, =tdan «a, =1. Sehingga vektor eigen yang berkaitan

dengan A =1 adalah:

Selanjutnya akan dicari vektor eigen diperumum yang berkaitan dengan modes

non dinamik. Perhatikan hubungan berikut:

Bv =0
1 2N,
ISy, =0
I 4 J3HAV,
Dengan eliminasi gauss diperoleh:

1 1 2)(v
0 Ofv,|=0

1)\v,

v, =0, maka v, = —v,. Sehingga diperoleh:
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Selanjutnya vektor eigen yang berkaitan dengan modes impulsive, dapat dicari
sebagai berikut:

Misalkan v! =v , maka:

BV? = AV
11 2)(v,) (2 1
11 2w, |=[3 2 5| -1
11 3)lv) 3 2 0
11 2)v) (1
11 2|, |=1
11 3)(v,) U

Dengan menggunakan eliminasi Gauss diperoleh :

1 102 1
0 0 Ofv,|=0
0 0 1){v, 0
v, =0, v, =1 dan v, =0, sehingga:
0
vi=|1]1.
0
Contoh 3:
1 0 0 2 1 0 01
021 0 0 -
Diberikan matriks A4 = dan matriks B = % 81 . Matrks
0 4 0 -1 1 0 01
1 0 0 1 0 0 21

B adalah matriks singular dengan rank B=3.
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1-4 0 0 2-2
0 2+24 1 -A
A—-AB=
-4 4 0 -1-A
1 0 -24 1-4

p(A)=det(4—-AB)=4(2- 1)

Deg p(4) = k = 1, maka:

- ada 1 mode hingga

- ada 3 mode tak hingga yang terdiri atas: 1 mode non dynamik dan 2 mode

impulsive.
Berikut akan ditentukan mode-mode yang disebutkan diatas.
A =2 adalah modes hingga. Vektor eigen yang berkaitan dengan 1 =2, dapat
ditentukan sebagai berikut:
(A-AB)x =0

(‘100031
0 6 1 -2{ea,

=0
2.4 0 =3 a,
1 0 -4 -1)le,

Dengan menggunakan eliminasi Gauss diperoleh:

-1 0 0 0)e

Ul o , 0

0 4 0 -3|a|

0 -4 -1)\e,

Misalkan &, =0 dan a, =1, maka «, =% dan a, = —i—. Sehingga vektor eigen

yang berkaitan dengan A =2 adalah:
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=i
Il

Selanjutnya akan dicari vektor eigen diperumum yang berkaitan dengan modes

non dynamik, yaitu:
Bi=0
1 0 0 1\(v,
0 -2 0 1w,
=g
I 0 0 1fw,
0 0 2 1y,

Misalkan v, =1, maka v, = -1, v, =—;— dan v, = —%. Sehingga diperoleh:

<
Il

Selanjutnya vektor eigen yang berkaitan dengan modes impulsive, dapat dicari

sebagai berikut:

Misalkan \:l =;, maka:

B#? = 47!
1 0 0 1(v) (1 00 2)-1
1
0 -2 0 1w,/ 021 of =
1 0 o0 1fw|lo 40 —1f_1
2
0021\v4J\1001\1
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(1 0 0 1)y 1
0 -2 0 1|, .
= 2

I 0 0 1w 1
o o 2 1)lv,) Lo

dengan menggunakan eliminasi Gauss diperoleh:

(1 0 0 1) v) (1)
0520 001 [y, S
={2].

0 0 0 0w | |0

0 0 2 1)lv,) (O

Misalkan v, =0, maka v, =1, v, = —i- dan v; =0 Sehingga diperoleh:

=i
N
|
S

Sebelumnya telah dinyatakan bahwa ada 2 mode impulsive. Diatas telah diperoleh

1 mode impulsive. Mode impulsive berikutnya diperoleh dari:

BV = A2
1001v,100211
0—201v2_0210—z
1 0 0 1)lv,| |0 4 0 -1 ¢
o e R T I i

(10 0 1\(v 1)
0 =2 0 1w, "

- 2
1 0 0 1w, 1
0 0 2 1y, 1




dengan menggunakan eliminasi Gauss diperoleh:

1 0 01
0 =2 0 1
0 0 00
0 0 21
Misalkan v, =0 maka v, =1, v, =i~ dan
V=

Vs

=I S R

= % Sehingga diperoleh:

32




BABV

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Setelah dibahas beberapa cara menyelesaikan masalah nilai eigen
diperumum, khususnya untuk matriks pencil yang regular, maka dapat diambil
kesimpulan sebagai berikut:

1. Penyelesaian masalah nilai eigen diperumum pada dasarnya adalah
menentukan nilai A €C dari polinomial karakteristik p(A1) =det(4—-AB)=0
dan menentukan vektor xeC", x#0 yang berkaitan dengan A eC.

2. Jika matriks B yang merupakan matriks tak singular, deg p(4)=+k dan
k = n, maka diperoleh sebanyak k nilai eigen dan vektor eigen yang disebut
dengan mode hingga.

3. Jika matriks B adalah matriks singular, sebut rank B = r dan k <n dengan
k < r < n, maka didefinisikan 2 jenis nilai eigen diperumum untuk pencil
(4, B) yaitu mode hingga sebanyak k dan mode tak hingga sebanyak n-k.
Mode tak hingga terdiri dari 2 jenis lagi yaitu mode non dinamik dan mode
impulsive. Dimana mode non dynamik sebanyak n-r yang memenuhi:

Bv=0,
dan mode impulsive sebanyak -k yang memenuhi:

BV =4V | j22.




5.2 Saran

Masih banyak kajian tentang masalah nilai eigen diperumum ini. Karena
keterbatasan penulis, maka penulis hanya membahas untuk matriks pencil yang
regular. Untuk itu penulis menyarankan agar penyelesaian masalah nilai eigen
diperumum ini dapat lebih di kembangkan lagi. Mungkin untuk peneliti
selanjutnya dapat menggali lebih dalam lagi tentang masalah nilai eigen
diperumum ini. Sehingga para pengguna masalah nilai eigen seperti pada bidang
fisika dan teknik dapat terbantu dalam penyelesaian masalah yang menggunakan

masalah nilai eigen diperumum.
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