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RINGKASAN

Misalkan X adalah peubah acak berdistribusi Gamma (X ~ Gamma(&, ),

maka fungsi kepekatan peluangnya sebagai berikut

13
@) = et e

Sedangkan fungsi karakteristik dari peubah acak X berdistribusi Gamma(&, )

x>0,6>0,6>0.

adalah px(u) = (B_ﬁw)f.

Karena

3=

pn(u) = [px(u)]
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maka jelas bahwa ¢, (u) merupakan fungsi karakteristik dari Gamma(£, 3). Jadi,

no

distribusi Gamma merupakan distribusi terbagi tak hingga (¢, (u) ~ Gamma(%, B)).
Bentuk kanonik dari fungsi karakteristik terbagi tak hingga berdistribusi
Gamma yang dijelaskan dalam Lukacs (1970) yang dikarakterisasi oleh (v, o2, M)

diberikan sebagai berikut:

oo b A ux o =By
= ) d e _ 1 — d| — d ,
oxto) = o [unfe [T ) [ (e -1 (e [ )




dimana

dan

o0 =By
M(z) = —§/ ; dy, x> 0.

Jika ditentukan peubah acak baru, yaitu Y = alog X (untuk selanjutnya
Y disebut peubah acak berdistribusi Log-Gamma), maka fungsi distribusi dari
peubah acak Y dapat dilihat dalam dua kasus berikut:
1. Misalkan a konstanta positif. Ekspresi fungsi distribusi kumulatif dari peubah

acak Y adalah sebagai berikut

PIY <y} — %/l[egt—ﬁeé}%

2. Misalkan o konstanta negatif (o' = —a). Ekspresi fungsi distribusi kumulatif

dari peubah acak Y adalah sebagai berikut

PlY <y} = 1+ %/yoo [eét} [efﬂet/“} dt

Sedangkan fungsi karakteristik dari distribusi Log-Gamma dengan « positif

maupun « negatif diperoleh dengan cara berikut

B[] = / " (y)dy

o0

Dengan memisalkan e¥/® = z untuk a positif dan e=¥/ o' — 2 untuk a negatif,

maka diperoleh

wyy L +iou)
Ele™] = TEF
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Sehingga diperoleh fungsi karakteristik dari distribusi Log-Gamma sebagai vy (1) =

I(iau+E)
NOEE

Selanjutnya, fungsi karakteristik dari peubah acak yang berdistribusi Log-

Gamma tersebut dapat direpresentasikan dalam bentuk kanonik sebagai berikut:

(¢ +iau) . { w_ L0y 3 }
—F(g)ﬂmu = exp [w af(f) alog 8+ « /001+a2y2(1—6y)dy

0 : (/a)y

iu Yy e .
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dimana

F/(f) 3/_0 192 ety
—a—2 gl
V=g el | T ap i

dan

v e/ .
M(y):/oomd& y<0,&>0,aa>0,u=—w,veR

Bentuk kanonik fungsi karakteristik terbagi tak hingga dari distribusi Log-

Gamma tersebut dapat digunakan untuk membuktikan rumus berikut:

a. Rumus perkalian Gauss yang didefinisikan sebagai berikut
m—1 k 1/2—mz 1/2(m—1)
I T'lz+—) = m (2m) ['(mz),
m
dimanaa=1,z=¢§+mdanm=2,3,---.
b. Rumus Legendre yang didefinisikan sebagai berikut
1 1-2z
L) | z+ 5) = 2'1727/7(22),

dimana a =1, z = £ +in dan m = 2.

v
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ABSTRAK

Jika diberikan suatu peubah acak Y = alog X, dimana X adalah peubah acak
berdistribusi Gamma, o € R dan Y adalah peubah acak berdistribusi Log-
Gamma, maka dengan menggunakan representasi kanonik fungsi karakteristik
dapat ditentukan ukuran Levy untuk distribusi Log-Gamma yang merupakan
distribusi terbagi tak hingga. Representasi kanoniknya dapat digunakan untuk
membuktikan rumus perkalian Gauss dan rumus Legendre.

Kata kunci : fungsi karakteristik, distribusi terbagi tak hingga, rumus perkalian

Gauss dan rumus Legendre.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep distribusi terbagi tak hingga merupakan kajian penting dalam teori
peluang pada beberapa dekade terakhir, terutama dalam topik ukuran Levy untuk
suatu fungsi karakteristik. Perkembangan pertama distribusi terbagi tak hingga
didasarkan pada kajian perluasan Teorema Limit Pusat oleh Levy pada tahun
1932 yang berhasil memformulasikan bentuk representasi kanonik fungsi karak-
teristik dari suatu distribusi terbagi tak hingga. Representasi kanonik tersebut
memuat suatu fungsi monoton sehingga setiap fungsi karakteristik dari suatu dis-
tribusi menjadi spesifik. Fungsi monoton yang bersesuaian dengan distribusi pelu-
angnya tersebut dinamakan ukuran Levy.

Pembentukan distribusi terbagi tak hingga berdasarkan ukuran Levy dilaku-
kan dengan menggunakan representasi kanonik dari suatu fungsi karakteristik
distribusi tertentu. Ide dasar tentang distribusi terbagi tak hingga dalam perma-
salahan Teorema Limit Pusat adalah keterbagian peubah acak X menjadi peubah-
peubah acak yang saling bebas dengan distribusi yang sama. Peubah acak X

dikatakan terbagi menjadi n jika terdapat peubah-peubah acak yang identik dan



saling bebas X1, X5, -+, X,, sedemikian sehingga X = X; + X, +---+ X,,. Suatu
fungsi distribusi F' dikatakan terbagi tak hingga jika untuk setiap bilangan bulat
positif n terdapat suatu fungsi distribusi F;, sedemikian sehingga F' adalah kon-
volusi n kali dari F,, dengan dirinya sendiri, yaitu F' = F,, % --- % F,, (n kali) [5].
Definisi yang ekuivalen dengan definisi distribusi terbagi tak hingga di atas adalah
bahwa suatu fungsi distribusi F' dengan fungsi karakteristik ¢ adalah terbagi tak
hingga jika untuk setiap bilangan bulat positif n terdapat fungsi karakteristik ¢,
sedemikian sehingga ¢(u) = (@, (u))™ untuk setiap v € R [5]. Jika ditentukan
suatu distribusi dari suatu peubah acak Y = alog X dimana X adalah peubah
acak berdistribusi Gamma dan o € R, maka kita bisa mengkaji bentuk distribusi
terbagi tak hingga dari peubah acak Y serta bentuk representasi kanonik fungsi
karakteristiknya.

Pada tesis ini akan dikaji tentang distribusi terbagi tak hingga dari peubah
acak Y = alog X, dimana X adalah peubah acak berdistribusi Gamma, o € R
(untuk selanjutnya Y disebut peubah acak berdistribusi Log-Gamma) dan ben-
tuk representasi kanonik fungsi karakteristik dari peubah acak Y tersebut serta

aplikasinya terhadap pembuktian rumus perkalian Gauss dan rumus Legendre.

1.2 Perumusan Masalah

Jika diberikan suatu peubah acak Y = alog X, dimana X adalah peubah

acak berdistribusi Gamma, a € R dan Y adalah peubah acak berdistribusi Log-



Gamma, bagaimanakah bentuk distribusi terbagi tak hingga dari peubah acak
berdistribusi Log-Gamma tersebut dan bentuk representasi kanonik fungsi karak-
teristiknya serta aplikasinya terhadap pembuktian rumus perkalian Gauss dan

rumus Legendre.

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah untuk mengkaji bentuk distribusi
terbagi tak hingga dan bentuk representasi kanonik fungsi karakteristik dari pe-
ubah acak berdistribusi Log-Gamma serta aplikasinya terhadap pembuktian ru-

mus perkalian Gauss dan rumus Legendre.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memperluas wawasan penulis serta pem-
baca pada umumnya dan diharapkan dapat memberikan sumbangan kepada para

pembaca agar lebih memahami tentang distribusi terbagi tak hingga.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pengertian dasar tentang teori peluang, fungsi karakteristik, dan distribusi
terbagi tak hingga merupakan landasan teori yang sangat penting untuk mema-
hami representasi kanonik fungsi karakteristik. Berikut ini akan dipaparkan bebe-
rapa teori yang akan digunakan untuk menjawab permasalahan pada penelitian

ni.

2.1 Pengertian Dasar dalam Teori Peluang

Himpunan semua kemungkinan hasil dari suatu percobaan disebut ruang
contoh dan dilambangkan dengan €2, sedangkan kejadian adalah suatu himpunan
bagian dari ruang contoh [1].

Berikut ini akan dijelaskan beberapa pengertian dasar dalam teori peluang.

2.1.1 Ruang Peluang

Misalkan €2 suatu himpunan dari titik-titik dalam suatu ruang contoh
dan misalkan F suatu himpunan yang anggotanya adalah himpunan bagian dari

2. Himpunan bagian ini dapat juga dikatakan sebagai suatu kejadian. Jika



dimisalkan P suatu fungsi yang memberikan peluang untuk sebarang kejadian
dalam F, maka tripel (€2, F, P) dinamakan ruang peluang. Keluarga subhimpunan

F yang memenubhi sifat-sifat o-algebra diberikan menurut definisi berikut.

Definisi 2.1. [2] Keluarga dari subhimpunan dari ruang contoh ), dinamakan
medan Borel (o-algebra) dan dinotasikan dengan F jika memenuhi sifat-sifat beri-

kut:
1. @ € F (himpunan kosong ada dalam medan Borel)
2. Jika A € F maka A° € F (medan Borel tertutup terhadap komplemen)

3. Jika Ay, As, -+ € F maka \J;2, A; € F (medan Borel tertutup terhadap

gabungan tercacah (countable union))

2.1.2 Peubah Acak dan Fungsi Distribusi

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema yang terkait deng-

an peubah acak dan fungsi distribusi.

Definisi 2.2. [1] Suatu peubah acak, dinotasikan sebagai X, adalah suatu fungsi
yang didefinistkan pada suatu ruang contoh €, yang memetakan setiap anggota
ruang contoh w dalam Q) ke suatu bilangan riil x, atau dapat ditulis sebagai X (w) =

x,r € R.

Dengan kata lain, peubah acak X adalah bilangan yang ditentukan oleh hasil

suatu percobaan. Peubah acak dinotasikan dengan huruf kapital, sedangkan nilai



yang mungkin bagi peubah acak dinotasikan dengan huruf kecil yang bersesuaian
[1].
Definisi 2.3. [1] Jika himpunan dari semua nilai yang mungkin bagi peubah acak

X adalah himpunan tercacah x1,x9,--- ,x, atau x1,Tq,--- maka X dinamakan

peubah acak diskrit. Fungsi
f(l'):P[X:,I’], T =T1,T2,

yang memasangkan setiap nilai x dengan nilai peluang dinamakan sebagai fungsi

kepekatan peluang diskrit. Untuk selanjutnya f(x) disebut sebagai fkp diskrit.

Definisi 2.4. [1] Fungsi distribusi kumulatif dari peubah acak X didefinisikan

untuk setiap nilai riil x sebagai
F(z)=P(X <ux).
Untuk selanjutnya F(z) disebut sebagai fungsi distribusi.

Definisi 2.5. [1] Suatu peubah acak X dikatakan peubah acak kontinu jika terdapat
suatu fungsi f(x) yang dinamakan fungsi kepekatan peluang (fkp) sehingga fungsi

distribusi dapat dinyatakan sebagai

d

F(z) = /x f®)dt dan f(z)= %F(x) = F'(x).

Teorema 2.6. [1] Suatu fungsi f(x) merupakan fkp diskrit jika dan hanya jika
untuk suatu himpunan bilangan riil takhingga yang tercacah xq,xo,--- terpenuhi

kedua sifat berikut

f(x) >0, yntuk setiap x;



dan

D fla) =1

Va;

Teorema 2.7. [1] Fungsi f(x) adalah fkp bagi suatu peubah acak yang kontinu

jika dan hanya jika memenuhi sifat-sifat berikut
f(z) > 0,Vz € R,

dan

/:f@Mx—L

Berikut akan diberikan pengertian dari peubah acak menyebar identik dan

peubah acak saling bebas.

Definisi 2.8. [2] Dua peubah acak X dan Y dikatakan menyebar identik jika

P(X € A) = P(Y € A) untuk setiap kejadian A.

Definisi 2.9. [1] Peubah acak Xy, --- , Xy, dikatakan saling bebas jika untuk setiap

a; < b;, berlaku

Pla; <Xy <by,o,a, < Xp <by] = i, Pla; < X; <by.

2.1.3 Nilai Harapan, Variansi dan Fungsi Pembangkit Mo-
men

Pada pembahasan ini juga dibutuhkan pemahaman mengenai nilai harapan,

variansi dan fungsi pembangkit momen seperti definisi berikut ini.



Definisi 2.10. [5] Misalkan X peubah acak pada ruang peluang (2, F, P). Misal-
kan g(X) sebuah fungsi pada R yang merupakan suatu peubah acak. Nilai harapan
9(X) ada jika g(X) terintegralkan pada €. Nilai harapan peubah acak g(X) didefi-

nistkan sebagai

Yeg(z) f(x), untuk X diskrit;
Elg(X)] =

ffooo g(z) f(z)dz, untuk X kontinu.
Definisi 2.11. [1] Misal X merupakan peubah acak diskrit dengan fkp f(x), maka

nilai harapan dari X dinyatakan oleh

Vi Vi

Definisi 2.12. [1] Misal X merupakan peubah acak kontinu dengan fkp f(x),

maka nilai harapan dari X dinyatakan oleh

E(X) = /_OO zf(x)dx.

Definisi 2.13. [1] Variansi dari peubah acak X dirumuskan sebagai
Var(X) = B[(X - p)7,

dimana p merupakan nilai harapan dari peubah acak X .

Teorema 2.14. [1| Jika X adalah peubah acak, maka
Var(X) = B(X?) — 2.

Definisi 2.15. [1] Misal X merupakan peubah acak maka nilai harapan

Mx(t) = E[e*¥]



dinamakan fungsi pembangkit momen dari peubah acak X jika nilai harapan itu

ada untuk setiap t yang berada dalam selang —h < t < h untuk suatu nilaz h > 0.

2.2 Transformasi Bersama

Berikut ini akan diberikan teorema dan contoh dari transformasi bersama

untuk peubah acak kontinu.

Teorema 2.16. [1] Misalkan X = (X1, Xs, -+, X}y) adalah suatu vektor dari
peubah acak kontinu dengan fkp bersama fx(x1, 2, ,xr) > 0 pada himpunan
kejadian A, dan' Y = (Y1,Ys, -+, Yy) didefinisikan oleh transformasi satu satu

sebagai berikut

m:ui(X17X27”'7Xk)7 i:1,27"',k.

Jika Jacobian adalah kontinu dan taknol pada range transformasi, maka fkp bersama

dart'Y adalah

fy@u, o) = fx(@, o a)|J|

dimana x = (x1,- -+ ,x1) adalah solusi dari y = u(x).

Contoh 2.1. Misalkan X dan'Y merupakan dua peubah acak saling bebas berdis-
tribusi eksponensial dengan fungsi kepekatan peluang masing-masing fx(x) dan

fv () yang terletak pada interval [0,00). Maka

e M dika x> 0;
fx(x) = fy(z) =

0 , Jika x lainnya.
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dan Z = X +Y memiliki fungsi kepekatan peluang sebagai berikut.

Untuk z > 0, fkp bersama dari X dan'Y adalah
fxy(@y) = Ne W) (r,y) € A

dimana kejadian A = {(x,y)|0 < 2,0 < y}. Misalkan peubah acak W = X dan
Z = X +Y bersesuaian dengan transformasi w = x dan z = x +y yang memailiki
solusi tunggal * = w dan y = z — w.

Sehingga diperoleh Jacobiannya

ox  Ox
£ oL 1 0
0 0
w02 -1 1

Selanjutnya fkp bersama dari peubah acak W dan Z adalah

fwzw,z) = fxy(w,z—w)|J|

= M (w,2) € B

dimana B = {(w,2)|0 < w < z < oo}. Sedangkan fkp marginal dari Z adalah

sebagai berikut

fz(z) = /Ozfmz(w,z)dw

= / A2e ) duy
0

— )\226—/\z

dan untuk z < 0, fz(z) =0.
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Jadi,

Nze ™% jika z > 0;

0 , jtka z lainnya.

2.3 Konvolusi Distribusi

Berikut ini akan diberikan definisi dan teorema dari konvolusi distribusi

baik untuk peubah acak diskrit maupun kontinu.

Definisi 2.17. [5] Misalkan X dan'Y adalah dua peubah acak diskrit yang saling
bebas dengan fungsi distribusi masing-masing my(x) dan ms(x). Maka konvo-
lusi dari my(z) dan mo(x) adalah fungsi distribusi m(x) = my(z) * me(z) yang

didefinisikan sebagai berikut
m(j) = Ekm1<k)m2(j - k)? untuk j =" _27 _17 07 ]-7 27 .
Fungsi m(z) merupakan fungsi distribusi dari peubah acak Z = X +Y .

Contoh 2.2. Sebuah dadu dilemparkan dua kali. Misalkan X, dan X, adalah
hasil yang diperoleh dan misalkan So = Xy + Xo adalah jumlah dari hasil ini.

Maka Xy dan Xy mempunyai fungsi distribusi sebagai berikut:
1 .
h(z;) = 6 untuk x; =1,2,3,4,5,6 dan 1 =1, 2.

Berdasarkan Definisi 2.17, fungsi distribusi dari Sy adalah konvolusi dari dis-
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tribust ini dengan dirinya sendiri. Sehingga

P(Sy = 2) = h(1)h(1) = éé _ %
P(Ss = 3) = h(D)h(2) + h(2)h(1) = é% + %% _ 32—6
P(Sy = 4) = h(D)h(3) + h(2)A(2) + h(3)h(1) = éé + éé + %% - %

Jika proses tersebut dilanjutkan akan diperoleh P(Ss = 5) = 4/36, P(Sy = 6) =
5/36, P(Sy =7) =6/36, P(Sy = 8) =5/36, P(Sy =9) = 4/36, P(S, = 10) =
3/36, P(S, = 11) = 2/36, dan P(S, = 12) = 1/36.

Sedangkan distribusi untuk Ss merupakan konvolusi dari distribusi Sy dan Xj.

Sehingga diperoleh

w
©|’_‘
[
[\
=
D

dan seterusnya.

Definisi 2.18. [5] Misalkan X dan Y adalah dua peubah acak kontinu dengan
fungsi kepekatan peluang masing-masing adalah f(x) dan g(z). Asumsikan f(z)
dan g(x) terdefinisi pada setiap bilangan riil. Maka konvolusi f % g dari fungsi f

dan g didefinisikan sebagai berikut

(frg)z) = / iz = )ely)dy
- / " gz — o) f(a)da
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Teorema 2.19. [5| Misalkan X dan Y adalah dua peubah acak dengan fungsi
kepekatan peluang fx(x) dan fy(z) terdefinisi untuk setiap x. Maka Z = X +
Y merupakan peubah acak dengan fungsi kepekatan peluang fz(z), dimana fz

merupakan konvolusi dari fx dan fy.

Contoh 2.3. Misalkan X dan'Y merupakan dua peubah acak berdistribusi ekspo-
nensial dengan fungsi kepekatan peluang masing-masing fx(x) dan fy(x) yang

terletak pada interval [0, 00). Maka

e ™ jika x> 0;

fx(z) = fy(z) =

0 , gika x lainnya.

dan Z = X +Y memiliki fungsi kepekatan peluang sebagai berikut.

Untuk z > 0,

+oo
f2(2) = / Fx(z — )y (9)dy

o)

= / Ae AEV N My
0

= / Me M dy
0

2, _—Az
= Aze 7F,

dan untuk z < 0, fz(z) = 0.

Jadi,

ANze™* jika z > 0;

fz(z) =

0 , jtka z lainnya.
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2.4 Fungsi Karakteristik

Berikut akan dijelaskan tentang definisi fungsi karakteristik dan sifat-sifat

fungsi karakteristik tersebut.

Definisi 2.20. [8] Jika X suatu peubah acak dengan fungsi kepekatan peluang
f(z) dan fungsi distribusi kumulatif F(x) maka fungsi karakteristik dari peubah

acak X didefinisikan sebagai berikut
px(u) = Ele™) = [ evap(a)
dimana u € R,i = \/(—1) dan ™ = cos(ux) + isin(ux).
Adapun sifat-sifat dari fungsi karakteristik adalah sebagai berikut:

Proposisi 2.21. [8] Misalkan px(u) adalah fungsi karakteristik dari peubah acak
X, maka ¢x(0) = 1.
Proposisi 2.22. [8] Fungsi karakteristik ada untuk sebarang distribusi.

Proposisi 2.23. [8] Misalkan X suatu peubah acak, maka fungsi karakteristik

dari —X adalah @x(u).
Proposisi 2.24. [8] Fungsi karakteristik ¢ x(u) adalah kontinu seragam.

Proposisi 2.25. [8] Misalkan X suatu peubah acak, maka fungsi karakteristik

dari a +bX adalah e™*px(bu).

Proposisi 2.26. [8] Fungsi karakteristik px(u) dari peubah acak X, bernilai riil
jika dan hanya jika peubah acak X mempunyai distribusi yang simetrik terhadap

garis x = 0.
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2.5 Distribusi Terbagi Tak Hingga

Ide dasar tentang distribusi terbagi tak hingga dalam permasalahan Teo-
rema Limit Pusat adalah keterbagian peubah acak X menjadi peubah-peubah
acak yang saling bebas dengan distribusi yang sama. Peubah acak X dikatakan
terbagi menjadi n jika terdapat peubah-peubah acak yang identik dan saling bebas
Xy, Xo, - -+, X, sedemikian sehingga X = X; + Xo + -+ + X,,.

Berikut ini akan dibahas mengenai definisi dan teorema dari fungsi distribusi

terbagi tak hingga.

Definisi 2.27. [5] Suatu fungsi distribusi F' dikatakan terbagi tak hingga jika
untuk setiap bilangan bulat positif n terdapat suatu fungsi distribusi F,, sedemikian

sehingga F adalah konvolusi n kali dart F,, dengan dirinya sendiri, yaitu F =

Fo*---x F, (n kali).

Dengan menggunakan fungsi karakteristik dari suatu distribusi maka dis-

tribusi terbagi tak hingga dapat dinyatakan sebagai berikut.

Definisi 2.28. [5] Suatu fungsi distribusi F' dengan fungsi karakteristik ¢ adalah
terbagi tak hingga jika untuk setiap bilangan bulat positif n terdapat fungsi karak-

teristik @, sedemikian sehingga o(u) = (@, (u))" untuk setiap u.

Berikut diberikan dua contoh penting distribusi terbagi tak hingga yang di-

jelaskan dalam Tucker (1967).
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1). Distribusi Normal N(u,0?)
Pada kasus distribusi Normal, fungsi kepekatan peluangnya didefinisikan sebagai

berikut:

e

vV 2mo? P 202

2

untuk —oo < o < oo, dimana p dan o? adalah konstan, —oco < pu < 00,02 > 0.

Fungsi karakteristik dari distribusi Normal ini adalah

02u2]

p(u) = exp {mu— 5

Fungsi karakteristik ini berasal dari distribusi terbagi tak hingga karena

enlt) = oxp | - }

adalah fungsi karakteristik dari distribusi Normal dengan nilai harapan p/n dan

variansi 02 /n, yaitu distribusi Normal N(u/n,0?/n). Dengan demikian diperoleh

p(u) = (@n(u))".
2). Distribusi Poisson Poi())

Pada kasus distribusi Poisson ini, fungsi kepekatan peluangnya adalah

fz) = expl-AX"/al

untuk suatu parameter A dan bilangan bulat taknegatif x. Fungsi karakteristiknya

adalah

o) = exp[Mexpliu] - 1))
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Fungsi karakteristik ini berasal dari distribusi terbagi tak hingga karena

¢n(u) = exp[(A/n)(expliu] — 1)]

adalah suatu fungsi karakteristik dari distribusi Poisson dengan nilai harapan A/n,

yaitu distribusi Poi(A/n) sehingga diperoleh p(u) = (¢, (u))".

Teorema 2.29. (9] Jika F' adalah fungsi distribusi terbagi tak hingga maka begitu

Juga dengan G(x) =1 — F(—x —0).

Teorema 2.30. [9] Jika X dan Y adalah peubah acak saling bebas dengan fungsi
distribusi terbagi tak hingga, maka X +Y adalah peubah acak dari suatu fungsi

distribusi terbagi tak hingga.

Teorema 2.31. 9] Jika F adalah fungsi distribusi terbagi tak hingga, maka fungsi

karakteristiknya yakni @, tidak pernah nol.

Teorema 2.32. [9] Jika I adalah suatu fungsi distribusi terbagi tak hingga maka
terdapat tepat satu fungsi distribusi F,, (untuk semua n) sedemikian sehingga F =

F,*---x F, (n kali).

Teorema 2.33. [9] Misalkan {Y, X1, Xs, -} adalah peubah acak saling bebas
dimana distribusi dari Y adalah Poisson dengan nilai harapan A > 0 dan {X,}
menyebar identik dengan fungsi karakteristik . Misalkan Z = X1+ Xo+---+Y.

Maka fungsi distribusi Z terbagi tak hingga dan fungsi karakteristiknya adalah

pz(u) = exp[A(p(u) — 1)].
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Tujuan dari pembahasan berikut ini adalah untuk memperoleh representasi
Levy Khinthine dari fungsi karakteristik suatu fungsi distribusi terbagi tak hingga,

seperti yang dinyatakan dalam Teorema 2.36.

Lema 2.34. [9] Jika ¢ adalah fungsi karakteristik dari suatu fungsi distribusi
terbagi tak hingga dan ¢, adalah fungsi karakteristik dimana p(u) = (on(uw))”
maka n(p,(u) — 1) — logy(u) bila mana n — oo secara seragam pada setiap

interval terbatas.

Lema 2.35. 9] Jika A(x,u) didefinisikan untuk x € (—o0,0)J(0,00) dan u €

(—00,+00) oleh

I

xr2

. 1 2
Az, u) = (exp[iuw] -1- 1:7“_“;2> +x

maka lim,_ g A(z,u) = —u?/2.

Teorema 2.36. [3](Representasi Levy Khinthine) Suatu fungsi ¢ adalah
fungsi karakteristik dari suatu fungsi distribusi terbagi tak hingga jika dan hanya
jika terdapat suatu bilangan riil v dan fungsi takturun terbatas G yang terdefinisi
pada (—oo, +00) sedemikian sehingga

& iur 14 x?

¢(u) = exp [Z’w+ / (exp[iuz] — 1 — )

. 14227 22

dG(z)|,  (2.1)

dimana integran terdefinisi pada v = 0 dengan kontinuitas menjadi —u?/2. Re-

presentasi kanonik pasangan (v, G) ini tunggal.

Bukti Teorema representasi Levy Khinthine di atas dapat dilihat pada lam-

piran.
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Teorema 2.37. [3|(Representasi Levy) Suatu fungsi ¢ adalah fungsi karakter-
istik dari suatu fungsi distribusi terbagi tak hingga jika dan hanya jika terdapat
konstanta vy dan o > 0 dan fungsi M yang terdefinisi pada (—oo,0) | J(0, 00) yang

takturun pada (—o0,0) dan ( ) dan memenuhi M(—o0) = M(co) =0 dan

R

sedemikian sehingga

/ / (expliua] — 1 — 1+x2)dM( 0. 22

Representasi kanonik tripel (v, 02, M) ini tunggal.

olu) = exp {

Teorema Representasi Levy jelas ekuivalen dengan teorema Represen-

tasi Levy Khinthine dengan menggunakan hubungan

— = 1;%’2 dG(y), jika z > 0;

M(x) =

[* 224Gy, jika x < 0.

oo y?

2.6 Rumus Perkalian Gauss dan Rumus Legendre

Berikut ini diberikan definisi tentang rumus perkalian Gauss dan rumus

Legendre.

Definisi 2.38. [4] Misalkan z = £ +in dan m = 2,3, - -+, maka rumus perkalian

Gauss didefinisikan sebagai berikut

k
Iy —,'T (z + E) = m27mE () Y2m=DD ().
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Rumus Legendre adalah bentuk khusus dari rumus perkalian Gauss, yaitu

pada saat m = 2. Bentuk rumus Legendre adalah sebagai berikut.

Definisi 2.39. [4] Misalkan z = £ +in dan m = 2, maka bentuk rumus Legendre

adalah sebagai berikut



BAB III

DISTRIBUSI LOG-GAMMA TERBAGI

TAK HINGGA

3.1 Distribusi Gamma

Berikut akan dijelaskan tentang definisi, variansi, fungsi pembangkit mo-

men, fungsi karakteristik dan distribusi terbagi tak hingga dari distribusi Gamma.

Definisi 3.1. [5] Misalkan X peubah acak berdistribusi Gamma (X ~ Gamma(§, B)),

maka fungsi kepekatan peluangnya sebagai berikut

B e s
flz)= =21 2>0,6>0,8>0 3.1
)=t 5.)
dengan [zt e P dr = % Kemudian

[ s [ ggeieria=1

Selanjutnya akan ditentukan variansi dari distribusi Gamma dengan terlebih

dahulu menghitung nilai harapan E(X) dan F(X?) seperti berikut

E(X) = /_OO xf(x)dx

o0

[T B e
= /0 xmx e Prdx

I3 [e%¢)
- —B / 2D o=B2 g
I'(€) Jo
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Karena [ 26t te Frdy = Féﬁill) dan T'(¢ + 1) = €0(€) maka E(X) = %

Selanjutnya

B(X?) = /Z 22 f(z)da

_ 002/8£ E—1_—pBx
= /0 xmx e "dx

— —65 /oox@”)_le_ﬁxdx.
I'(€) Jo

Dengan menggunakan cara yang sama dengan penghitungan F(X), diperoleh

E(X?) = 5(%—31) Sehingga

Var(X) = E(X?) - (E(X))*

Selanjutnya akan diberikan fungsi pembangkit momen dari distribusi Gamma

sebagai berikut

Mx(t) = E[GtX]
= /Ooemf(x)dx

o0

— /Oo em—/@5 25 e Prdy
0 r'(€)
B /oo -1 —2(5—t)
= — e " dz.
L) Jo

Karena [~ 2t e *~dy = (gi?)g maka diperoleh M (t) = (%)5 Sedangkan

fungsi karakteristik dari distribusi Gamma diberikan sebagai berikut
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px(u) = Ele™]

:/ 4 42)
L9 f

Dengan menggunakan cara yang sama dengan penghitungan fungsi pembangkit

momen, diperoleh px(u) = (ﬂiu)f.

Misalkan X berdistribusi Gamma(¢, §) dengan fungsi karakteristik px(u) =

(75)°

Perhatikan bahwa

palu) = [px()]

- [<6ﬁm>j
B (5—ﬁw>n'

Adalah jelas bahwa ¢, (u) merupakan fungsi karakteristik dari Gamma(%, 3).

1
n

Jadi, distribusi Gamma merupakan distribusi terbagi tak hingga (¢, (u) ~ Gamma(%, B)).
Sedangkan bentuk kanonik dari fungsi karakteristik terbagi tak hingga berdis-
tribusi Gamma yang dijelaskan dalam Lukacs (1970) yang dikarakterisasi oleh

(v,0%, M) seperti pada persamaan (2.2), diberikan sebagai berikut:

px(u) = exp [zu (5/000 16;5;(13:) +/: (em—l— e ) ( 5/00 _ﬂydy)}
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dimana
) e—ﬁx
= d
7 5/0 1+ 22"
o2 = 0,
dan
o0 =By
M(x) = —§/ x> 0.
z Y

3.2 Distribusi Log-Gamma

Selanjutnya akan dikaji distribusi dari peubah acak ¥ = alog X, dimana
X adalah peubah acak berdistribusi Gamma, a # 0. Untuk ini, akan dilihat dua
kasus berikut:
1. Misalkan a konstanta positif. Ekspresi fungsi distribusi kumulatif dari peubah

acak Y diperoleh dengan cara mengubah variabel = dengan w = e/, yaitu
P{Y <y} = PfalogX <y}

- P{longg}
(0]

- rfxzon(2))

(6]

exp(%) ¢
= / B ws e P dw
— / ’ t(f 1 ﬁet/“} Fet/a} dt
(6]

_ / €0 W dt.
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Sedangkan fungsi karakteristik dari Y diperoleh dengan cara berikut

B[] = / " () dy

o0

[

o0

¢ < ; Y _Bey/
- g [l

(e o]

Dengan memisalkan e¥/* = 2 dimana y = a log z, maka

‘ R e da]
E[ewY] = %[FO [I(WH-&)] [e—ﬁm} %gx

— /Bé * iou+§)—1 —Bz
_ @/m [2o+91] [o5] de
BT (i + €)

['(&)pliou+s)

[(icu+€)

L(&)pien

Sehingga diperoleh fungsi karakteristik dari distribusi Log-Gamma untuk « posi-

. . _ T(iau+€)
tif sebagai @y (u) = Tgpat-
2. Misalkan o konstanta negatif (o' = —a). Ekspresi fungsi distribusi kumulatif

dari peubah acak Y diperoleh dengan cara mengubah variabel x dengan w =

et/ , yaitu

P{Y <y} = P{alogX <y}

= P{-a'logX <y}

= PR zee(—g))
— - {x e (<))
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Sedangkan fungsi karakteristik dari Y diperoleh dengan cara berikut

] = / " e i(y)dy

[ee]

/_Oo eiuy% [6_59} {e_ﬁey/a/} _d—z,

& 00 L v e
_ ﬁ_/ |:6(w¢ u—{)a,:| |:€_5€ y/ }d_y/
F(g) —00 —Q

. —ala . ’
Dengan memisalkan e=%/® = z dimana y = —a’ log z, maka

E[eiuY] _ %/;:0 [x(ﬁfia/u)] [ef,b’x} d(—O_/;?g )
¢ 40 .,
= %/oo [x(ﬁ—m u)—l] [e—ﬁw} dr
B (€ —ia'u)
[
(& +iou)

I‘(g)ﬁuxu ’

Sehingga diperoleh fungsi karakteristik dari distribusi Log-Gamma untuk « negatif

sebagai py (u) = ?%Z%Zti)

Selanjutnya akan dibuktikan suatu teorema tentang fungsi karakteristik dari

distribusi Log-Gamma.
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Teorema 3.2. [4] Misalkan terdapat peubah acakY = alog X, dimana X adalah
peubah acak berdistribusi Gamma dan o € R, maka fungsi karakteristik dari fungsi

distribusi P{Y <y} dapat ditulis sebagai berikut

[(§ +iau) exp [zu {aw —alog 8+ a? /_0 v e&y dy}

L(g)proe I'(¢) o L+ a?y? (1 —ev)
-0 ] (&/a)y
: uy e
] dy). 3.2
[ (-1 e 52
Bukti. Misalkan ©v = —iv dan v € R sedemikian sehingga £ + av € C dimana

¢ > 0. Kemudian gunakan prinsip logaritma sedemikian sehingga

untuk v = —v = 0, dan misalkan

Y(v) = log(T(€ + av)) — log(T'(£) ™). (3-3)

Perhatikan bahwa

dQZS)) = [log(I(€ + aw)) — log(T'(€)5°)]
(T(€ + av))
Wa — alog f.

Dengan menggunakan persamaan yang dijelaskan dalam Medina dan Moll (2009)

sebagai berikut

R CRCS

maka diperoleh

d?/)(U) B (Y e—(f-l-ow)y
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Anggap « positif. Integralkan persamaan (3.5) dengan batas pengintegralan dari

0 sampai v, sehingga diperoleh
00 —(&+at)y
v =00 = [*a [T{EE - - atogs a

eV (£+at)
= a/ [/ {———}dt}dy—owlogﬁ.
o Lo LY L —e

S v e_y 6_(£+at)y
+0 0

_ I [emy_lqd— 1
B a/+o [”y A—cv) (cay) | ovies

0 [y e—EY y o0 1 e~ ¢y J
— - 1—
Ow[ro { Yy l—ev } ZHTOWAO [( 1"'@292) <1_3_y>] Y
00 —&y
_ vy e
+ Wy 1+ dy — avl )
/+o K <1+a2y2>>(<1—e—y>y>} v aviogs

Misalkan h(y) = [ [( T — 1+ 2)> ( c £ y)} dy merupakan fungsi

Fa2y?) ) \T=e )

yang bernilai konstan.
Perhatikan bahwa dengan menggunakan pergantian variabel ¢ = ay dan s = —t,

maka diperoleh

hy) = /:O

( SRR Zy%ﬂ)) ((1 f_egywy)} W
(/)
= e—t/“)tﬂ .
el&/a)s
01— >)] o

<1 —i/;t)\s\)} e (8

/N N

%

|

—_

—

| &

w,

~~
N TN T/
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Dengan menggunakan persamaan (3.6) dan persamaan (3.4), maka diperoleh

W) = av%Jra%/j [(1+y;y2) (ijyﬂdy—avlogﬁ

! /_: Ke “Th 1852)) ((1 ii/;f)‘s‘)} ds.

Selanjutnya, berdasarkan kasus pada halaman 22, anggap a konstanta negatif

’

(v = —a). Integralkan persamaan (3.5) dengan batas pengintegralan dari 0 sam-

pai v, sehingga diperoleh

o0 -y —(&+at)y
{6— — e—} dy — alogﬂ] dt

1—e¥

w0 -v0) = [a

+0 Y
f o0 v e_y e_(g_a/t)y ’
= —« / — — —— pdt| dy +awvlogp.
4o [Jo | ¥ l—e

Karena 9(0) = 0, maka

R I R L ,
P(v) = —a/ / — ——— ydt|dy+avlogf

+o | Jo Yy l—e
, 2] e ety [eo‘/’”y —1] /
= —« v— — - dy + avlog B
/+o oy (I-e) (dy)

' ® [~y ety , 0o . ey
= —OZU\/+O |:7_1—6—y} dy_OéU\/+0 |:(1_1+(_a/)2y2) (1—6_y
> o vy (—a vy & /
+/+° Ke Sy (—0/)2312)) ((1 - 6%)} dy +avlogh.

. [e'e) a/fu —o/ v e*f
Misalkan k(y) = [, [(e v—1+4 (1i(_a2)§yz)> ((1_e—y@/)y>} dy merupakan

fungsi yang bernilai konstan.

Perhatikan bahwa dengan menggunakan pergantian variabel o'y dengan s, maka

JIE
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diperoleh

H) = /w K BT +(_<flc)f>y2y2>) ((1 j_ij)] W
[0 us olE/0)s )
- /+00K6 ! (1;82)) ((1:;/2)f)}d
- /m [( T 52>> ((1 (Zs/)a><s>>] o
- Lo () 69

Dengan menggunakan persamaan (3.7) dan persamaan (3.4), maka diperoleh

/

b(v) = av%—i—a?’v[: [<1+y;y2) (ij_yﬂdy—aulogﬁ

! /_: Ke T 1552)) ((1 ii/;f)‘s‘)} ds.

Berdasarkan uraian di atas dan karena h(y) = k(y) merupakan fungsi kons-

tan maka persamaan karakteristik distribusi Log-Gamma untuk « positif dan «

negatif dapat direpresentasikan dalam bentuk kanonik yang sama, yaitu

D& +iau) (T L0 oy }
rge P ["“{ar@) alogfi+a /_m1+a2y2<1—ey>dy

—0 ; (§/)y
. uy e
(e “]
/_oo ( 1+92) (1= ev/m)y]"”

]

Jadi, fungsi karakteristik terbagi tak hingga yang berdistribusi Log-Gamma

menyerupai bentuk representasi Levy dengan

I (€) 3 /0 y? ety
=a——= —al d
v a I—\(é-) « Ogﬁ + - 1 + a2y2 (1 - ey) Y,

o2 =0
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dan

v Yy el&/a)s J 0
= —_— < 0.
) / T

3.3 Abplikasi Distribusi Log-Gamma Terbagi Tak Hingga

Dalam subbab ini akan dijelaskan bahwa sifat ukuran Levy pada Teorema 3.2
dapat digunakan untuk membuktikan rumus perkalian Gauss dan rumus Legendre.

Adapun bentuk rumus perkalian Gauss adalah sebagai berikut
m—1 k 1/2—mz 1/2(m—1)
I Tz + —) =m (27) [(mz).
Sedangkan rumus Legendre adalah sebagai berikut

I'(2)l (z + %) = 21722/7(22),

dengan o =1, z =¢§ +inpdanm=2,3,---.

Akan ditunjukkan bahwa rumus perkalian Gauss dapat dibuktikan dengan
menggunakan sifat ukuran Levy pada Teorema 3.2 dengan memisalkan a = 1,
z=&(+indanm=2,3,---.

Perhatikan bahwa ruas kiri dari rumus perkalian Gauss dapat ditulis sebagai

berikut



g (es D) (620

¢ /‘0 yEo e
—1 d
og 3 + 7001+y2(1_8y)y

(
§

0
+/ e
r@+um_lﬁ+/ﬂy2awm%}
E+1/m) T+ (1—ev)

|

1
p

exp [in {FF(—))
) i Sy
"1 )
I'(
€+
(€

7/7’,y ) e(€+1/m)y
w) T= ey
-1
—1)

1
+(m
+(m

(
exp [i {
of (-
- P"{?
L

) +y* (1—-e¥)
0 iny e(§+(m=1) /m)y
142 ) (1—ev) !yl
— (T (5+—1) F(é )ﬁm"
T TE+ym | TE+m-1)/m
e”{m{r@>+r@+1mw*' *r@+0n—mwm}
' . —0 y2 Sy
—inmlog (3 —Hn/_oo i ey/m)dy

. Z’I]y e
+ e 1 — d }
/oo ( 1 +y2) (1 —ev/m)y] ™

Selanjutnya dengan mengganti variabel y dengan my, diperoleh

e (e i+ £) = peer (64 2) o (60 1) g

/ ) /O y2 e(g'i‘(m_l)/m)y
—1
m og 3 + 1

y
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(T TErYm) | T+ (m-1)/m)
P [m{ 0Q T TE+1m T T(EF - D/m)
y2 eméy

-0
—inmlog B + imn/ T+ g2 (1 =)

—0 - méy
- mny e
+ e 1 — d ]
/—oo ( 1+y2> (T—en)y ™
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Karena
ml'm) (U9 UE+1/m) T+ (m=1)/m)
(me) {_r<§> R e 1 )
= m » 6_feahf:mlogm
dan

LEOTE+1/m)---T(E+ (m —1)/m) LA/m)I'(2/m)---T((m —1)/m)
I'(mé) mmé—t

— (27.‘_)(m71)/2m1/27m£’

maka diperoleh
k , .
sz:—olr (g +Z~n+ _) _ (27_(_)(m—l)/2m1/2—m(§+zn)F(mg)ﬂzmn
m

T (mg) 0y emty
exp [im { T(me) 80T /_oo e ey>dy}

_0 . m&y
4 mny e
/_oo ( 1+y2) (1 —ev)y|™

= (2m) M=V 2mmEET (1 (€ + i)

untuk & > 0.

Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh
m—1 k 1/2—mz 1/2(m—1)
Iy r'lz+—] = m (2m) ['(mz).
m

Hal tersebut menunjukkan bahwa rumus perkalian Gauss dapat dibuktikan dengan
menggunakan sifat ukuran Levy pada Teorema 3.2, yaitu dengan memisalkan
a=1 2z =&+ dan m = 2,3,---. Sedangkan, jika diganti m = 2, maka

diperoleh rumus Legendre sebagai berikut

[(2)l <z + %) = 21722/n[(22).



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Misalkan X adalah peubah acak berdistribusi Gamma (X ~ Gamma(&, 5)),

maka fungsi kepekatan peluangnya sebagai berikut

f(z) = %$§—16—51; x>0,>0,8>0.

Jika ditentukan peubah acak baru, yaitu ¥ = alog X (untuk selanjutnya Y
disebut peubah acak berdistribusi Log-Gamma), maka fungsi karakteristik dari
peubah acak yang berdistribusi Log-Gamma tersebut dapat direpresentasikan

dalam bentuk kanonik sebagai berikut:

L(§+iau) , w_ . [V P ety
—F(f)ﬁm“ = exp[zu{&r(g) alog B+ « /_w1+a2y2(1—ey)dy}

-0 : (€/a)y

i zuy e .

+/ (ey—l—l 2) e dy],
oo +42) (1 —ev/)y|

dimana

F/(g) 3/0 y2 ety
—a—2 _ a1 d
V=T el | T ey
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dan

v /) |
M(y):/mmds, y<0,§>0,a>0,u=—w,velk

Bentuk kanonik fungsi karakteristik terbagi tak hingga dari distribusi Log-

Gamma tersebut dapat digunakan untuk membuktikan rumus berikut:

a. Rumus perkalian Gauss yang didefinisikan sebagai berikut

k

Iy='T (z + —) = m!?7(2m) 2O (mz),
m
dimanaa=1,z=¢§+mdanm=2,3,---.
b. Rumus Legendre yang didefinisikan sebagai berikut
1 1-2z
L) | z+ 3) = 2172 /rT(22),

dimana o =1, 2 = { +in dan m = 2.

4.2 Saran

Distribusi Log-Gamma merupakan distribusi terbagi tak hingga. Hal terse-
but menyebabkan fungsi karakteristik dari peubah acak yang berdistribusi Log-
Gamma dapat direpresentasikan selain dalam bentuk representasi Levy dan re-
presentasi Levy Khinthine, juga dapat direpresentasikan dalam bentuk represen-

tasi Kolmogorov dan representasi Thorin.
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LAMPIRAN

Berikut akan diberikan pembuktian Teorema 2.36 tentang Representasi Levy
Khinthine.
Teorema Representasi Levy Khinthine
Suatu fungsi ¢ adalah fungsi karakteristik dari suatu fungsi distribusi terbagi tak
hingga jika dan hanya jika terdapat suatu bilangan riil 7 dan fungsi takturun
terbatas G yang terdefinisi pada (—oo, +00) sedemikian sehingga

o0

o(u) = exp [m + /

—00

ux ) 1+ 22

2 5 dG(m)} (4.1)

(exp[iux] 1 -

dimana integran terdefinisi pada z = 0 dengan kontinuitas menjadi —u?/2. Re-

presentasi kanonik pasangan (7, G) ini tunggal.

Bukti. Misalkan F' adalah fungsi distribusi terbagi tak hingga dengan fungsi
karakteristik . Misalkan ¢, adalah suatu fungsi karakteristik sedemikian se-
hingga o(u) = (pp(u))”, untuk n = 1,2,---, dan misalkan F), adalah fungsi
distribusi dari fungsi karakteristik ¢,,.

Berdasarkan Lema 2.34,

n(pp(u) —1) = n/_oo (expliuz] — 1)dF,(x) — log ¢(u) (4.2)

untuk n — oo secara seragam.

Misalkan

G (1) = n / YR ()

o 1+ 22
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dan

L(u) = n /_ ™ (expliue] - )26 (@)

o T
Maka (4.2) menyatakan bahwa I,,(u) — log (u) secara seragam. Jika notasi Re

menyatakan ”bagian riil”, maka diperoleh

o0 2
Rel,(u) = / (cosux — 1) ! —;ac dG,(z) — log| p(u) |

untuk n — oo.

Perhatikan bahwa G, (—o00) = 0. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa terdapat
suatu fungsi takturun terbatas G' dan subbarisan {G,, } dari barisan {G,} sede-
mikian sehingga {G,, } — G untuk k — oo.

Akan ditunjukkan {G, (+00)} terbatas dan

/ dGp(x) =0
|z|>T

untuk 7" — oo secara seragam pada n.

A, = / 4G (x)
jel<1

dan

Ch = A, + By — / 4G () = G(+00).

—00

Karena Rel,(u) — log| ¢(u) | seperti dijelaskan di atas, maka diperoleh suatu

interval terbatas .J, untuk sebarang ¢ > 0, dan untuk n yang cukup besar,

—log| o(u) | +¢e > / (1 — cosux) Lte dG,(x) (4.3)

2
|z|<1 z
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dan

+ a2
2

—log| p(u) | +e> / (1 — cosux) ! dG,(z). (4.4)

|z|>1 z

Perhatikan (4.3), jelas (1 — cosuz)/(ux)? — 1/2 untuk uz — 0. Jika dimisalkan
u =1, maka (1 —cosx)/(x)* > 0 dan tidak bernilai 0 pada [-1,1]. Sehingga untuk

suatu konstanta positif K, diperoleh

—log| (1) |+ > Ko(1 4 22)dG,(z) > KyA,. (4.5)

|lz[<1
Pada (4.4), integrasikan kedua sisi sepanjang interval J = [0, 2], kemudian dibagi

2 dan dengan menggunakan teorema Fubini, diperoleh

2 2 2
1/ (—log| p(u) |)du+e > / (/ (1 — cos ux)du) 1 +2x dG,(x)
2 /o lz|>1 \Jo T
> / (1 _ o 2“3) dG,(z) > K, B,
lz|>1 2z

untuk K; > 0. Karena {A,} dan {B,} terbatas, maka

c, = /_OO 4G (x).

[e.9]

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang ¢ > 0 terdapat suatu T

sedemikian sehingga untuk n yang cukup besar berlaku

/ dGp(x) < (.
|z|>T

Seperti sebelumnya, integrasikan kedua sisi pada ketaksamaan (4.4) sepanjang
interval J = [0,2/T], bagi dengan 2/T dan gunakan teorema Fubini, sehingga

diperoleh untuk semua 7" > 0,

g/OQ/T(—logl plu) Ndu+e 2 /|;C|ZT (1 N %) ACn(2)
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dimana ketaksamaan (4.4) akan berlaku apabila integral {|z| > 1} diganti dengan
integral {|z| > T'}. Untuk setiap {|z| > T} atau {|z|/T > 1} terdapat Ky > 0
sedemikian sehingga

1 — (sin(2z/7))/(22/T) > Ko,

dan karena

—/ “log | p(u) Jdu+e > KQ/ 4G ()

|z|>T

untuk semua n yang cukup besar saling bebas terhadap 7. Karena | p(0) |= 1

dan log | ¢(u) | kontinu di 0, diperoleh T" yang cukup besar, sehingga

T

2/T
5/0 (—log| p(u) |)du < e.

Oleh sebab itu, untuk semua n dan 7' cukup besar,

2e

dG,(r) < —.
/|cc|zT (@) Ky

Kemudian, ada subbarisan dari {G,} yang konvergen secara lengkap. Misalkan
{G,, } adalah subbarisan dan misalkan G fungsi takturun terbatas sedemikian
sehingga {G,,, } — G secara lengkap.

Untuk u tertentu, A(x,u) pada Lema 2.35 adalah fungsi kontinu terbatas pada .

Berdasarkan teorema Helly-Bray

/_OO Az, u)dGy, (z) — /_Z Az, u)dG(x)

o0

untuk k£ — oo.

Notasikan

1 T
Tn —/ —dG,, (x) —nk/—an ().
b esouoe) T Loz
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sehingga
L, (u) = /A(x,u)dGnk(x) + iUy,
dan oleh sebab itu, ada bilangan « sedemikian sehingga +,, — v untuk & — oo.

Karena I,, (u) — log ¢(u) untuk k& — oo, diperoleh

(1) = exp [mu + / Az, u)dGn(x)] ,

yang membuktikan bahwa ¢ terwakilkan oleh persamaan (4.1).

Sebaliknya, anggap ¢ fungsi yang didefinisikan pada persamaan (4.1). Akan di-
tunjukkan bahwa ¢ fungsi karakteristik dari suatu fungsi distribusi terbagi tak
hingga.

Untuk ini, akan dilihat 2 kasus berikut:

Kasus 1: Misalkan

—0 001 2
O<>\:/ +/ ;9” dG(z) < oo.

0o +0

Misalkan I = (—o0,0) U (0, 00),

1 1 2
H(z) = —/ T G ),
A IN(—o0,x) 2

i

dan misalkan 02 = G(+0) — G(—0). Maka H adalah fungsi distribusi, dan jika

h(u) adalah fungsi karakteristik, maka
p(u) = expliy'u — (1/2)0%u® + A(h(u) — 1)),

dimana

’

v =v- /I(l/x)dG(l’)‘
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Berdasarkan Teorema 2.30 dan Teorema 2.33, maka ¢(u) adalah fungsi karak-
teristik dari suatu fungsi distribusi terbagi tak hingga. Pada kasus A = 0,02 > 0,
maka (u) adalah fungsi karakteristik dari distribusi N(v,0?) yang merupakan
distribusi terbagi tak hingga.

Kasus 2: Pada kasus ini,

2
/14_3j dG(z) = 0.
I

22
Misalkan {z,} adalah suatu barisan bilangan positif sedemikian sehingga =, >

ZTpa1 untuk semua n dan x,, — 0 untuk n — oo. Misalkan

dan

An = (_xnfla _:Un] U [:En;wnfl)

untuk n = 2,3, ---, dan sehingga dapat didefinisikan

1 2
/\n:/ T 4G(x) > 0
An

)
untuk setiap n. Perhatikan bahwa (—o0,0) U (0,00) =1 = J;~, A,.

Misalkan

1 2
Fo(z) = A1 /A . rae().
nMN(—00,x

Jelas bahwa F), adalah fungsi distribusi.
Misalkan {Z, X, ;, Y,,,n=1,2,--- ;5 =1,2,--- } adalah peubah acak saling bebas

sedemikian sehingga distribusi dari peubah acak Z adalah N (0, 0?), distribusi dari
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peubah acak X, ; adalah F;, dan distribusi dari peubah acak Y, adalah Poisson

dengan E[Y,| = \,. Misalkan

Xp=v+2+%,_,4 <Xm’1 +- 4+ Xy, — / I_ldG(x)) .
Am

Berdasarkan Teorema 2.33, fungsi karakteristik ¢, (u) dari peubah acak X,, adalah

go()-exp[wu—l/?au—i—/Xn / Az, u)dG( )}

dimana A(x,u) seperti yang telah didefinisikan pada Lema 2.35 di atas. Jelas
bahwa ¢, (u) — @(u) untuk n — oo untuk setiap w. Selanjutnya, akan diperli-
hatkan o(u) seperti yang telah didefinisikan pada persamaan (4.1) di atas adalah
kontinu. Berdasarkan teorema Kekontinuan, ¢(u) adalah fungsi karakteristik.
Sedangkan, menurut Teorema Kekonvergenan secara lengkap, ¢(u) adalah fungsi
karakteristik dari suatu fungsi distribusi terbagi tak hingga.

Sebelum membuktikan ketunggalan dari » dan G, perhatikan bahwa

log |¢(u)| = iyu +/ Az, u)dG(x).
Berdasarkan fakta bahwa
log ()|~ i7u~ | Alw, w)dCi(z)

adalah kontinu dan bernilai nol pada u = 0, maka log |¢(u)| adalah kontinu.
Selanjutnya akan dibuktikan ketunggalan dari r dan G. Untuk membuktikan
ketunggalan dari r, cukup dibuktikan ketunggalan dari G.

Misalkan ¢(u) didefinisikan sebagai berikut

u+1

—p(u) = / log o(7)dT — 2log ¢(u).

-1
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Jelas bahwa ¢ secara tunggal menentukan ¢. Berdasarkan teorema Fubini diper-

oleh

b(u) = 2 / " expliua] (1 - Sm) L2 ).

2
. x x

Sehingga sangat mudah memeriksa (1— %)1;—5’32 > 0 untuk semua z. Oleh karena

itu, jika didefinisikan

B(z) = 2/35 (1 - Smy) LY 6,

oo Y y?

maka dengan mudah diperoleh

O(u) = 2/_00 expliuz|dP(z).

Catatan: @ adalah fungsi takturun karena ® merupakan integral dari fungsi
taknegatif.

Karena integral yang mendefinisikan ® adalah positif, maka ® secara tunggal
menentukan G. Tetapi, dengan menggunakan teorema Ketunggalan, ¢ secara

tunggal menentukan ®. Sehingga ¢ secara tunggal menentukan G dan 7. O



