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ABSTRAK

Suatu graf terhubung G adalah circuit-tree jika setiap block dari G adalah suatu
sirkuit dan graf H adalah suatu lintasan. Perkalian dari G dan H (dinotasikan
dengan G x H) adalah gral dengan himpunan titik V(G) x V(H), dan dua titik
(g,h) dan (¢, h') bertetangga jika salah satu ¢ dan ¢’ € V(G) bertetangga di G,
atau h dan h' € V(H) bertetangga di H. Pada skripsi ini akan dikaji eksistensi
nowhere-zero 3-flow pada G x H.

Kata Kunci: circuit-tree, nowhere-zero 3-flow, perkalian graf
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Salah satu topik yang dipelajari dalam teori graf adalah nowhere-zero k-
flow dengan k > 1, dimana k adalah bilangan bulat. Topik mengenai nowhere-
zero k-flow merupakan topik yang sangat luas dalam perkembangan teori graf.
Konsep nowhere-zero k-flow diperkenalkan oleh W. T. Tutte pada tahun 1954.
Tutte membuktikan bahwa terdapat suatu hubungan antara k-flow dan Z; — flow,
yaitu dengan menunjukkan bahwa suatu graf G merupakan suatu nowhere-zero
k-flow jika dan hanya jika G merupakan suatu nowhere-zero Zy-flow.

Dalam kajian ini, kajian nowhere-zero k-flow dibatasi untuk k£ = 3. Pada
tahun 1972, Tutte [1] mengemukakan konjektur bahwa setiap graf 2-edge-connected
yang tidak memuat 3-edge cut merupakan suatu nowhere-zero 3-flow. Pada tahun
1976, Tutte [1] mengemnkakan konjektur bahwa setiap graf /-edge-connected
merupakan suatu nowhere-zero 3-flow, yang sering disebut dengan ”konjektur
3-flow Tutte”.

Dalam [5] dinyatakan bahwa kajian mengenai nowhere-zero 3-flow juga
dilakukan oleh Imrich dan Skrekovski pada paper yang berjudul A Theorem on
Integer Flows on Cartesian Product of Graphs, dimana Imrich dan Skrekovski

membuktikan bahwa jika dua graf G dan H adalah graf bipartit maka G x H



merupakan suatu nowhere-zero 3-flow.

Darl paparan di atas, dapat dilihat bahwa konjektur 3-flow Tutte meru-
pakan suatu kajian yang menarik untuk dikaji. Oleh karena itu, penulis tertarik
untuk mengkaji nowhere-zero 3-flow pada graf yang berasal dari perkalian circuit

tree dengan lintasan.

1.2 Perumusan Masalah

Masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana eksistensi

nowhere-zero 3-flow pada perkalian circuit tree dengan lintasan.

1.3 Pembatasan Masalah

Agar penulisan ini terarah, maka penulis hanya memfokuskan untuk mem-
bahas tentang eksistensi nowhere-zero 3-flow pada perkalian circuit tree yang

terdiri dari dua sirkuit genap dengan lintasan.

1.4 Tujuan

Adapun tujuan penulisan ini adalah untuk mengkaji eksistensi nowhere-
zero 3-flow pada perkalian circuit tree yang terdiri dari dua sirkuit genap dengan

lintasan.



1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini dibagi menjadi empat bab. Bab I berisi latar be-
lakang masalah, perumusan masalah, pembatasan masalah, tujuan, dan sistem-
atika penulisan. Pada Bab II dijelaskan mengenai definisi dan terminologi dalam
teori graf, konsep tentang perkalian graf, dan konsep tentang nowhere-zero k-
flow. Bab III memuat pembahasan mengenai eksistensi nowhere-zero 3-flow pada
perkalian circuit tree yang terdiri dari dua sirkuit genap dengan lintasan. Kesim-

pulan dan saran dari hasil pembahasan terdapat pada Bab IV.



BAB II

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan diberikan beberapa konsep dasar yang berkaitan de-
ngan permasalahan yang telah dikemukakan di Bab I. Definisi dan terminologi
dalam teori graf disajikan pada Subbab 2.1. Kemudian pada Subbab 2.2 diu-
raikan tentang konsep perkalian graf, dan terakhir pada Subbab 2.3 diuraikan

tentang konsep nowhere-zero k-flow.

2.1 Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G), E(G)), de-
ngan V(G) adalah himpunan titik tak kosong dan E(G) adalah himpunan sisi
vang menghubungkan titik-titik pada . Derajat (degree) dari sebuah titik v
di G adalah banyaknya sisi di G yang terkait dengan v, dinotasikan dengan d(v).
Jika untuk setiap v € V(G) berlaku d(v) = r, maka graf G disebut graf r-
reguler. Secara khusus, graf 3-reguler disebut graf knbik. Himpunan titik dari
G dengan derajat p dinotasikan dengan V). Jika terdapat sisi e = uv dengan
u,v € V(G), maka titik u disebut bertetangga (adjacent) dengan titik v, dan
demikian sebaliknya. Dalam hal ini, sisi e dikatakan terkait (incident) dengan
titik © dan v. Sebaliknya, titik u dan v juga dikatakan terkait dengan sisi e.

Misalkan = € V(G), lingkungan (neighbourhood) dari = adalah himpunan sisi



vang terkait dengan titik z, dinotasikan dengan N(z).

Jalan (walk) dari titik vy ke titik v, di G adalah barisan titik dan sisi
berturut-turut vg, €y, vy, €2,v2,- - ,€n_1,Un_1, €n, U, sedemikian sehingga v;_,v; €
E(G)untuki = 1,2, ---  n. Jika sisi-sisi e, e, . . . , €; dari suatu jalan W berbeda,
maka W disebut suatu trail. Suatu trail Euler dari graf G adalah suatu trail
yang melewati setiap sisi di G. Graf Euler adalah graf terhubung G yang memi-
liki suatu trail tertutup yang memuat setiap sisi di G. Trail yang demikian disebut
suatu perjalanan (tour) Euler. Jika titik-titik vg, vy, ..., v dari suatu jalan W
berbeda, maka W dikatakan suatu lintasan (path). Lintasan dengan n titik
dinotasikan dengan P, seperti terlihat pada Gambar 2.1. Panjang (length)
dari suatu lintasan adalah banyaknya sisi yang terdapat pada lintasan tersebut.
Panjang lintasan P, adalah n — 1, untuk setiap bilangan asli n > 2.

*—e * —o—=0
(a) (b)

Gambar 2.1. (a) Graf P, (b) graf P

Suatu graf H disebut subgraf dari G jika E(H) C E(G) dan V(H) C
V(G). Jika E(H) = {zy € E(G)|z,y € V(H)}, maka H dikatakan subgraf
vang diinduksi (induced subgraph) oleh V(H) dari G. seperti terlihat pada
Gambar 2.2.

Suatu graf G dikatakan terhubung (connected graph) jika untuk setiap
pasang titik u,v € V(G) terdapat suatu lintasan yang menghubungkan u dan v

tersebut, seperti terlihat pada Gambar 2.3.
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Gambar 2.2. (a) Graf G, (b) Subgraf dari graf G, (c) Subgraf yang diinduksi dari

I

(a) (b)

graf G

Gambar 2.3. (a) Graf terhubung, (b) graf tidak terhubung

Graf G dikatakan graf bipartit jika V(G) dapat dipartisi menjadi dua
himpunan A dau Y sedewikian sehingga untuk setiap sisi € = wv € E(G) berlaku

u € X dan v € Y, seperti terlihat pada Gambar 2.4.

v
) 2 v Vs vy
L/ 3
——e
-
Vg 4
Vg vy Vi Vs

Gambar 2.4. Graf bipartit

Jika G merupakan graf terhubung 2-reguler maka G disebut sirkuit. Suatu
sirkuit dengan panjang genap disebut sirkuit genap, dan sirkuit dengan panjang

ganjil disebut sirkuit ganjil, dapat dilihat pada Gambar 2.5.
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Gambar 2.5. (a) Sirkuit ganjil, (b) Sirkuit genap

Pohon (tree) adalah graf terhubung yang tidak memuat sirkuit. Suatu
subgrafl terhubung maksimal disebut suatu komponen dari G. Apabila suatu
sisi e dihapus dari G mengakibatkan banyaknya komponen GG — e lebih besar dari
banyaknya komponen GG, maka sisi e tersebut dikatakan sebagai jembatan. Suatu
edge-cut (vertez-cut) adalah himpunan sisi (titik) yang dihapus sedemikian
sehingga banyaknya komponen dari graf tersebut bertambah. Block adalah suatu

graf terhubung yang tidak memuat vertez-cut.

Gambar 2.6. Graf terhubung dan block-blocknya



Definisi 2.1. [5] Suatu graf terhubung G adalah circuit-tree jika setiap block dari
G adalah suatu sirkuit. Suatu circuit-tree G adalah gang jika setiap block dar G

memiliki panjang ganjil.

Gambar 2.7. Graf G adalah circuit tree

2.2 Perkalian Graf

Misalkan terdapat dua buah graf G dan H. Perkalian dari G dan H
(dinotasikan dengan G x H) adalah graf dengan himpunan titik V(G) x V(H),
dan dua titik (g,h) dan (¢',h') bertetangga jika salah satu g dan ¢’ € V(G)
bertetangga di G, atau h dan b’ € V(H) bertetangga di H, seperti terlihat pada
Gambar 2.8.

Misalkan go € V(G) dan hy € V(H). Subgraf dari G x H yang diinduksi
oleh semua titik {(go, k) : h € V(H)} disebut suatu H-layer, dan subgraf G x H
vang diinduksi oleh semua titik {(g.ho) : g € V(G)} disebut suatu G-layer,

seperti terlihat pada Gambar 2.9.
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Gambar 2.8. (a) Graf G dan P, (b) graf G x P,

(k)

"Sf.-"d By () Rly (k) (Gl (&l
®

(8shy)

aEh) lfg,h,) L(g;.ﬁ,) *(&If’) lfgj_,ﬁJ} &k ®igh)

fahy (gzhy) ahy
s ' .
@l (gghy (gghy (ghy fsz.J*.vJ (&yhy raéhy (gphy ra?by (hy)
(a) (b)

Gambar 2.9. (a) Tiga G-layer dari graf G x P, (b) tujuh P;-layer dari graf G x P

—r
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2.3 Nowhere-Zero k-Flow

Misalkan D adalah orientasi di G. Himpunan sisi yang berarah menuju
titik v, dinotasikan dengan E ' (v) dan humpunan sisi yang berarah meninggalkan
titik v, dinotasikan dengan E~(v). Misalkan terdapat lintasan P; = u,v, w pada
graf berarah G. Maka titik v dikatakan didominasi oleh titik u dan w.

Suatu Z — flow dari graf G adalah pasangan terurut (D, f) dengan D

adalah orientasi dari F(G) dan f adalah pemetaan
f:EG)—Z

dengan Z adalah himpunan semua bilangan bulat sedemikian sehingga untuk

setiap titik v € V(G) berlaku

Dect+v) (€) — Xecp-() f(€) =0.

Pemetaan f tersebut dinamakan nowhere-zero Z-flow jika f(e) # U untuk
setiap e € E(G).

Untuk k > 2, definisikan k-flow sebagai
f:E(G) = Z
sedemikian sehingga untuk setiap titik v € V(G) berlaku
Zeem(u) fle)= Zesfr(u) fle) (mod k).
Selanjutnya, penulisan "= 0 mod k” disingkat dengan ”0”. Sehingga dapat ditulis

Z:eGE“‘(v) fle) - ZeeE—(v) fle)=0.
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Definisi 2.2. [7] Orientasi D dari suatu graf G disebut mod-3-orientasi jika
| (v)| = & (v) mod (3).
Definisi 2.3. [7] Support dari suatu k-flow f adalah supp(f) = {e € E(G) :

f(e) # 0 mod k}. Suatu k-flow disebut nowhere-zero k-flow jika supp(f)=E(G).

= ‘o o

lo | ll

K 0 Y ] 1 1 ki
() ()

Gambar 2.10. (a) G merupakan suatu 3-flow, (b) G merupakan suatu nowhere-

zero 3-flow

Contoh dari graf yang merupakan suatu 3-flow dan graf yang merupakan
suatu nowhere-zero 3-flow dapat dilihat pada Gambar 2.10.

Perhatikan Gambar 2.10, supp( f) dari graf pada (a) adalah {v,vs, vovy, v4v; }
sementara supp(f) dari graf pada (b) adalah E(G). Perhatikan (b) pada Gam-
bar 2.10. Karena 2 = —1 mod 3, maka graf ¢ mempunyai nilai flow 1 atan —1.
Dengan membalikkan arah semua flow yang bernilai —1, maka diperoleh graf G
yang merupakan nowhere-zero 3-flow dengan flow-nya bernilai 1, seperti terlihat

pada Gambar 2.11.
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Gambar 2.11. Penggantian nilai flow di G yang merupakan nowhere-zero 3-flow

Lema 2.4. [6] Untuk setiap k > 2, pernyataan berikut ekivalen

1. G merupakan nowhere-zero k-fiow

2. G merupakan nowhere-zero Z-flow dengan semua nilai flow terletak pada
selang [1 — k, k — 1].

Bukti.
Dengan membalikkan arah semua sisi yang nilai flow-nya negatif, diperoleh G
yang merupakan nowhere-zero k-flow dengan semua nilai flow-nya terletak pada
selang (1 — k,k—1]. B
Lema 2.5. [6] Jika graf G merupakan nowhere-zero k-flow, maka G merupakan
nowhere-zero s-flow untuk sebarang s > k dengan s € N.
Bukti.
Misalkan G merupakan nowhere-zero k-flow. Maka berdasarkan Lema 2.4, G
merupakan nowhere-zero Z-flow dengan semua nilai flow-nya terletak pada selang
[1 -k, k—1]. Dengan mengganti semua flow bernilai negatif g dengan s+ g, maka

diperoleh G yang merupakan suatu nowhere-zero s-flow. B

Lema 2.6. [6] Graf G merupakan nowhere-zero 2-flow jika dan hanya jika G

adalah graf Euler.
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Bukti.

Jika G merupakan nowhere-zero Z-flow maka nilai flow pada setiap sisi adalah
1. Ini mengakibatkan derajat di setiap titik haruslah genap. Berdasarkan definisi
graf Euler pada halaman 5, dapat dilihat bahwa graf Euler merupakan graf yang
setiap titiknya berderajat genap.

Sebaliknya, misalkan G adalah graf Euler. Maka perjalanan Euler dapat
diuraikan menjadi cycle-cycle. Dengan mengirimkan flow bernilai 1 melewati
setiap cycle, maka diperoleh nowhere-zero 2-flow untuk graf G. i

Contoh dari graf G yang merupakan nowhere-zero 2-flow dapat dilihat pada

Gambar 2.12 berikut ini.

Gambar 2.12. Graf yang merupakan nowhere-zero 2-flow

Lema 2.7. [6] Suatu graf kubik G merupakan nowhere-zero 3-flow jika dan hanya

jika G adalah graf bipartit.

Bukti.

Misalkan graf kubik G merupakan nowhere-zero 3-flow. Karena 2 = —1 mod 3,
dan —2 = 1 mod 3, maka dengan membalikkan arah flow yang bernilai negatif,
diperoleh G yang merupakan nowhere-zero 3-flow dengan nilai flow 1. Pada

setiap titik, arah ketiga sisi masuk semua atau keluar semua. Titik yang arah
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flownya masuk semua disebut sebagai sink dan titik yang arah flownya keluar
semua disebut sebagal source. Dengan mengelompokkan semua sink menjadi satu
kelompok dan semua source menjadi satu kelompok yang lain, diperoleh G yang
merupakan graf bipartit.

Sebaliknya, misalkan graf kubik G adalah bipartit. Dengan memberi arah
semua sisi dari satu kelas titik ke kelas titik yang lain dan memberi nilai flow 1

diperoleh suatu graf G yang merupakan nowhere-zero 3-flow. B

a h
c d
R e b
g 4

Gambar 2.13. Graf kubik yang merupakan nowhere-zero 3-flow adalah graf bi-

partit

Lema 2.8. [5] Misalkan G adalah suatu graf. Jika subgraf dari G yang diinduksi

oleh Vi bukan bipartit, maka G bukan merupakan nowhere-zero 3-flow.

Bukti.
Misalkan G merupakan suatu nowhere-zero 3-flow. Maka berdasarkan Lema 2.7,

subgraf dari G yang diinduksi oleh Vj adalah graf bipartit.ll
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Lema 2.9. (7] Misalkan (D, f) suatu modular k-flow di G dan Ey adalah suatu
subhampunan dari E(G). Maka (Dgg, fEg) juga dikalakan sualu modular k-jlow

di G.



BAB II1
NOWHERE-ZERO 3-FLOW PADA PERKALIAN

CIRCUIT TREE DENGAN LINTASAN

Untuk mengkaji eksistensi nowhere-zero 3-flow pada perkalian circuit tree
yang terdiri dari dua sirkuit genap dengan lintasan, akan digunakan lema-lema

berikut.

Lema 3.1. Graf G merupakan suatu nowhere-zero 3-flow jika dan hanya jika G

memuat mod-3-orientasi.

Bukti.

Pertama-tama misalkan G suatu graf yang merupakan nowhere-zero 3-flow. Akan
ditunjukkan bahwa G mempunyai suatu mod-3-orientasi D. Misalkan (D, f)
merupakan suatu 3-flow dengan fungsi f(e) bernilai positif di G. Misalkan E, =
e € E((). dengan f(e) = 2. Berdasarkan Lema 2.9. (Dga. fr.) adalah nowhere-
zero modular 3-flow dengan fg, = 1 untuk setiap sisi e € E(G). Jadi jelas bahwa
Dg, juga merupakan mod-3-orientasi di G.

Selanjutnya misalkan G mempunyai suatu mod-3-orientasi. Akan ditun-
jukkan bahwa G' merupakan suatu nowhere-zero 3-flow. Jika G mempunyai suatu
mod-3-orientasi D, maka berdasarkan Definisi 2.2 diperoleh |E* (v)| = |E~(v)| mod (3)
untuk setiap v € V(G). Kemudian berikan suatu fungsi f(e) = 1 untuk setiap

sisi e € F((G). Jadi. dineroleh (7). f) merupakan nowhere-zern 3-flow di ;. B

16
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Lema 3.2. Misalkan G adalah suatu sirkuit dan H adalah suatu lintasan, maka

G x H merupakan suatu nowhere-zero Zy-flow jika dan hanya jika G

]

e jika G merupakan sirkuit genap maka untuk setiap titik v € V(G), graf
G x H merupakan suatu nowhere-zero 3-flow (D, f) sedemikian sehingga

H-layer {v} x H diorientasikan sebagai lintasan berarah dengan f(e) = 1

untuk setiap sisi e dari {v} x H.

Bukti.
Misalkan G = gg- - - gax-190 adalah sirkuit genap dan H = hg--- h; adalah lin-
tasan. Akan ditunjukkan bahwa G x H mempunyai suatu mod-3 orientasi D

dengan cara sebagai berikut:

1
‘ 1. Pada G-layer G x {ho} , titik (gay, ho) didominasi oleh kedua titik (g, 1, ho)
dan (gau+1, ho) untuk setiap u=0,--- , (k — 1)mod 2k ;

2. Pada G-layer G x {h:} , titik (g2,, he) didominasi oleh kedua titik (920-1,he)

dan (gau41, he) untuk setiap p=0,--- , (k — 1)mod 2k ;

3. Setiap G-layer G x {h,} selain (r # 0 atau t) diorientasikan sebagai sirkuit

berarah;

4. Untuk setiap pp = 0,--- ,k — 1, H-layer {g,,} x H diorientasikan sebagai

lintasan berarah dari titik (g, ho) ke titik (ga,, h¢);

9. Untuk setiap p = 0,--- ,k — 1, H-layer {g2,+1} x H diorientasikan sebagai

lintasan berarah dari titik (go,1, he) ke titik (2,41, ho)-
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Untuk melihat bahwa D adalah mod-3-orientasi, misalkan f : E(G x H)
{1}. Jadi jelas bahwa (D, j) merupakan mod-3-orientasi. Berdasarkan Lema 3.1,
maka (D, f) merupakan suatu nowhere-zero S-flow.

Sebaliknya, berdasarkan Lema 2.8, jika G adalah suatu sirkuit dengan pan-
jang ganjil, maka G' x H memuat sirkuit genap yang terdiri dari titik-titik berde-

rajat 3 yang bukan merupakan suatu nowhere-zero 3-flow. B

Untuk lebih jelasnya, perhatikan ilustrasi berikut.
Iustrasi 1.

Diberikan sirkuit genap G dengan titik-titik gog1g2939492.3-190 dan lintasan
P; dengan titik-titik hohih,, seperti pada Gambar 3.1. Akan diselidiki nowhere-
zero 3-flow pada G x P;.

Berdasarkan bukti Lema 3.2, maka nilai k& pada sirkuit G adalah 3, dan
nilai ¢t pada lintasan P3 adalah 2. Selanjutnya diberikan mod-3-orientasi pada graf

G x P, seperti terlihat pada Gambar 3.2.

&
Ihﬂ

g4 2> hy

Y —83 h,y

Gambar 3.1. Graf G adalah sirkuit genap dan H adalah lintasan P;
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(830 Iy ) (ggs 1y )
‘ '

}'rﬁ)—%
f{t'ﬁy 8y Iy )

N\

g hy) (25 hy)

Gambar 3.2. Perkalian sirkuit genap dengan lintasan P;

Akan diselidiki bahwa G x H merupakan mod-3-orientasi D dengan cara

1. Dalam G-layer G'x{ho} , titik (ga,, ho) didominasi oleh kedua titik (ga, 1, ko)

1 3

dan titik (g2,+1, ho) untuk setiap p =0, 3,1, 3,2 ;

Tustrasi :

e Untuk kasus =0
Pada G-layer G x{ho}, titik (go, ho) didominasi oleh kedua titik (gs, ho)

dan titik (g, o) :

. Untukkasusp:%

3L £ BN A3 ) tninod Ak L Been #565) £ B
AB Yy feg ) WUULLLGSE UiCi nCUU vivin (G, iég )

D35 1Y
4 L o i

sema Vo, (L
CALCk L) 1/

| P 1
[rTien AL,

-
cr

dan titik (ge, h) ;




e Untuk kasus pu = 1
Pada G-layer G x {ig}, titik (g2, hg) didominasi oleh kedua titik (g1, i1g)
dan titik (g3, ho) ;

e Untuk kasus y =

Bl

Vo AR T T e N 50 3 ey T © % O B TR L W e n . SR TR
AU T YCI AT ATy iU \ Y3, 1l ) WiIGOITTLLTLGSE UIC1L REG UG ViR | g2, 1))

dan titik (g4, ho) ;

e Untuk kasus g = 2

™. 7Y Y. . Y 1%y o O e e s iSRSy 1 Feyey oy A
1 dlidh -duyei U A 114 5y LILLA \ Y4, F4g ) UIUULLILLTES] UICEHE RCU UG bibik \Y3, 7))

dan titik (g, ho).

2. Dalam G-layer Gx{hy} , titik (g2,, h2) didominasi oleh kedua titik (92u-1, h2)

dan titik (g2,+1, h2) untuk setiap p =0, 4,1,3,2;

Tlustrasi :

e Untuk kasus p =0
Pada G-layer G x { hy}, titik (go, h2) didominasi oleh kedua titik (gs, hs)
dan titik (gl, hg) 5

e Untuk kasus y = %

w o Y P mun #f Vawllh N Sty fh= L .\ )2 manmen w ot ol b Yoo deea L2b2). f L Y

Ay L=y el A iy gy VIR (g1, /2 ) QiG0IH1INASE O1€10 ReOlad VUK (g, 112
dan titik (go, h2) ;

e Untuk kasus p =1
™. 1. 17 Y1 Y 1%1°) f 1Y 11 x * 1.3 1 Yoo $91°1 f | R
Lada U-iager G oA ity §, Wk (g2, lez) Adoliast vicl sedua bibik (g, i)

dan titik (gs, h2) ;

. Untukkasusu=%
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Pada G-layer G x {hy}, titik (g3, hy) didominasi oleh kedua titik (g, hs)
dan titik (gq, f12) ;

e Untuk kasus pu = 2
Pada G-layer G x {hy}, titik (g4, ho) didominasi oleh kedua titik (gs, hs)

dan titik (95, hg)

3. Setiap G-layer G x {h,} selain (r # 0 atau 2) diarahkan sebagai sirkuit
berarah;
Ilustrasi :
Karena r # 0 atau ¢, maka r yang dimaksud dalam hal ini adalah » = 1.

Sehingga G x {h,} diarahkan sebagai sirkuit berarah.

4. Untuk setiap p =0, 1,1, 3,2, H-layer {go,} x H diarahkan sebagai lintasan
berarah dari titik (go,, ho) ke titik (ga,, ha);

[lustrasi :

e Untuk kasus u =0
H-layer {go} x H diorientasikan sebagai lintasan berarah dari titik

(9o, ho) ke titik (go, ha);

e Untuk kasus p = 1

[ f Al P ey fo N e T AlostinmliatYeomm  copidhpomend ik cmi Bosemmnls Heesd LS8
di-sagyis Iyuj‘ A 44 UIULICHIvdD LDl ) OUVAEGL 1iilbddddl DULdl ddl Udd i vivin

(91, ho) ke titik (g1, ha);

e Untuk kasus pu =1

rr *

' 2 i ] r i | 1 - s -1 1 L T 1 1 L IV |
A-yel Y2y A 41 UULICHILADLAGLL DU el iuilasaii UClddddl Udll Libin

(92, ho) ke titik (g2, ha);
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e Untuk kasus p = 3
H-layer {go} x H diorientasikan sebagai lintasan berarah dari titik
(93, ho) ke titik (g3, ha);

e Untuk kasus = 2

T V-t WERRN N it = _ 4 g = S.oph N Aoyl g A Vidigeriwmal: Rt prgey.
dd-dayoi 1ydf ~ 4i jluliClivadinddi OCUGEGE 1liibddddl UClaldil Uddl vivin

(94, ho) ke titik (94, hg)

5. Untuk setiap p = 0,1,1,3,2, H-layer {ga,+1} x H diorientasikan sebagai
lintasan berarah dari titik (gg,.1, he) ke titik (g2,+1, ho);

Tlustrasi :

e Untuk kasus =0
H-layer {g,} x H diorientasikan sebagai lintasan berarah dari titik

(g1, ha) ke titik (g1, ho);

e Untuk kasus u = —;—
H-luyei {y27 X H dioticutesihan schagai lintasan borarali dani Litik
(921 h2) ke titik (921 hﬂ)s

e Untuk kasus =1

2 ST T T I U e I ey (e L el ) 1 S TORS . [ IR T LY,
41wyt Y35 A~ 4i WIULICLIVaDIall DT FHal Lllivaodil UCLdldll GUdll bivin

(g3, h2) ke titik (g3, ho);

e Untuk kasus p = 3
rr r h] P rr 1" . 1 3 1 . g ¥ 1 1 1 e 1% "1
ﬂ-myw 134}' A 41 Ululbicilbadinadl bt‘-l)dagdal iivdodil UCldldall Udll Livik

(94, h2) ke titik (g4, ho);

e Untuk kasus y = 2
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H-layer {gs} x H diorientasikan sebagai lintasan berarah dari titik
(y5, hg) ke itk (g,:,,il,u).

Berdasarkan ilustrasi-ilustrasi di atas, mod-3-orientasi untuk graf G x H

dapat dilihat pada Gambar 3.3.

(xz-h,ms,.hﬂ)
(&3: 1) 1( > (&g 1)
2 2

Gphy)  (@5hy)

Gambar 3.3. Perkalian sirkuit genap dengan lintasan P; yang merupakan

nowhere-zero 3-flow




24

Adapun teorema utama yang akan dikaji pada skripsi ini adalah sebagai

berikut.

Teorema 3.3. Misalkan G adalah suatu circuit tree yang terdiri dari dua sirkuit
genap dan H adalah suatu lintasan. Maka G x H merupakan suatu nowhere-zero

3-flow.

Bukti.
Misalkan C) = ugu, - - - uaug dan Cy = vgv; - - - vvp adalah sirkuit dari G dengan
cut-verter T = ug = vy . Berdasarkan Lema 3.2, C; x H merupakan nowhere-zero
Zg-flow (D, f;) untuk setiap 7 = 1 dan i = 2 sedemikian sehingga {uo} x H dan
{vn} x H diorientasikan sebagai lintasan berarah dengan nilai flow vang sama
yaitu 1. Oleh karena itu (D, f;) dan (D, f;) merupakan nowhere-zero Zs-flow
dari G x H dan karenanya (D, f,) dan (D, f;) merupakan nowhere-zero 3-flow
dariG x H. R

Untuk lebih jelasnya, perhatikan ilustrasi berikut.
Ilustrasi 1.

Diberikan circuit tree yang terdiri dari dua sirkuit genap dengan titik-titik
Ugliy Ugtiztigtistiy dan lintasan P; dengan titik-titik hohyhe. Cut-vertex dari kedua
sirkuit genap tersebut adalah r = wuy = vy, seperti pada Gambar 3.4. Akan
diselidiki nowhere-zero 3-flow pada perkalian dari dua graf tersebut.

Selanjutnya, perkalian dari dua graf di atas dapat dilihat pada Gambar 3.5.
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Gambar 3.4. Circuit tree yang terdiri dari dua sirkuit genap dan lintasan P;

(g ohy) (g hy) &)

("zr 5)

'&!h’} (Vz, ﬁ')

(i by k) \?)"vz-v

Uy hy) (g hy) Oy y)

Gambar 3.5. Perkalian circuit tree yang terdiri dari dua sirkuit genap dengan

lintasan
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Pemberian mod-3-orientasi untuk perkalian dua graf ini sama halnya de-
ngan ilustrasi pada Lema 3.2. C; x H merupakan nowhere-zero Zg-ilow (D, f;)
untuk setiap 7 = 1 dan i = 2 sedemikian sehingga {uo} x H dan {vy} x H dio-
rientasikan sebagai lintasan berarah dengan nilai flow yang sama yaitu 1. Oleh
karena itu, (D, f;) dan (D, f,) merupakan nowhere-zero Zs-flow dari G x H dan

karenanya (D, f;) dan (D, f,) merupakan nowhere-zero 3-flow dari G x H.

() i) Oy k)

: vy by)

2 (¥, )

h’z; %)

Gambar 3.6. Perkalian circuit tree yang terdiri dari dua sirkuit genap dengan

lintasan yang merupakan nowhere-zero 3-flow



BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan dapat disimpulkan bahwa graf yang berasal dari perkalian
circuit tree yang terdiri dari dua sirkuit genap dengan lintasan merupakan suatu

nowhere zero 3-flow.

4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya penulis menyarankan untuk mengkaji eksis-
tensi nowhere zero 3-flow pada perkalian circuit tree yang terdiri dari beberapa

sirkuit ganjil dengan lintasan.
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