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ABSTRAK

Wedderburn’s Little Theorem menyatakan bahwa setiap gelanggang pembagian
yang mempunyai sejumlah berhingga unsur adalah komutatif, sehingga meru-
pakan suatu lapangan. Teorema ini telah dibuktikan oleh banyak orang dengan
berbagai ide berbeda. Dalam skripsi ini akan dikaji suatu bukti yang berdasarkan

pada dua fakta mengenai lapangan berhingga.

Kata kunci: Gelanggang pembagian, lapangan berhingga.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Gelanggang merupakan struktur penting dalam aljabar modern. Jika se-
tiap unsur tak-nol dari suatu gelanggang R membentuk grup terhadap operasi
perkalian, maka R disebut gelanggang pembagian (division ring). Dengan demi-
kian satu hal yang hilang dari R untuk menjadi suatu lapangan adalah komu-
tatifitas terhadap perkalian. Contoh gelanggang pembagian non-komutatif yang
dikenal adalah gelanggang quaternion yang ditemukan oleh Hamilton.

Pada tahun 1905 seorang matematikawan Skotlandia, Joseph H. M. Wed-
derburn, membuktikan teorema yang dinyatakan sebagai berikut: ”Setiap gelang-
gang pembagian berhingga merupakan suatu lapangan”. Teorema yang lebih
dikenal sebagai Wedderburn's Little Theorem ini telah dibuktikan oleh banyak
orang dengan berbagai ide berbeda. Wedderburn sendiri telah memberikan tiga
buah bukti dari teorema ini pada 1905, dan bukti lainnya diberikan oleh Leonard
E. Dickson pada tahun yang sama. Selanjutnya Emil Artin, Hans Zassenhaus,
Nicolas Bourbaki, dan Ernst Will adalah nama-nama terkenal yang juga telah

membuktikan teorema ini.

Hingga saat ini, pembuktian Wedderburn’s Little Theorem masih dilakukan




oleh banyak orang. Hal ini menunjukkan bahwa Wedderburn’s Little Theorem
merupakan topik yang sangat menarik untuk dikaji. Oleh karena itu, penulis

tertarik untuk mengkaji suatu bukti dari Wedderburn’s Little Theorem.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan uraian pada latar belakang, yang menjadi permasalahan dalam

skripsi ini adalah bagaimanakah bukti dari Wedderburn’s Little Theorem.

1.3 Pembatasan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini dibatasi tanpa meli-

batkan bilangan kompleks atau teori permutasi.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengkaji suatu bukti dari Wed-

derburn’s Little Theorem.

1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini terdiri atas empat bab. Bab I merupakan pendahuluan
yang memuat latar belakang masalah, perumusan masalah, pembatasan masalah,
tujuan penelitian, dan sistematika penulisan. Bab II merupakan landasan teori
yang menjadi dasar untuk pembahasan Wedderburn’s Little Theorem. Bab III

memuat pembahasan mengenai bukti dari Wedderburn’s Little Theorem. Bab IV




merupakan kesimpulan dari pembahasan beserta saran untuk penelitian selanjut-

nya.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diberikan beberapa teori yang relevan dengan permasa-

lahan yang telah dikemukakan di Bab I.

2.1 Teori Bilangan

Pembahasan mengenai suatu sistem aljabar tidak terlepas dari penggu-
naan beberapa teori bilangan. Oleh karena itu, pada subbab ini akan diberikan
beberapa definisi dan teorema yang berkaitan dengan teori bilangan. Namun
sebelumnya dikemukakan keberadaan bilangan bulat dalam himpunan.

Bilangan bulat adalah bilangan yang berada dalam himpunan
{”' ’_33 _21'—110:112!31"' }!

dan himpunan yang berisikan bilangan-bilangan bulat ini dilambangkan dengan
Z [7]. Bilangan bulat memainkan peranan utama dalam pembelajaran mengenai
teori bilangan. Properti di bawah ini menyatakan suatu sifat dari bilangan bulat
positif.

Properti 2.1.1. [7] Well-Ordering Property

Setiap himpunan tak kosong dari bilangan bulat positif mempunyai unsur terkecil.

Sifat ini akan digunakan dalam pembuktian beberapa dalil.
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Definisi 2.1.1. [7]
Jika a dan b adalah bilangan bulat dengan a # 0, maka a dikatakan membagi b
Jjika terdapat suatu bilangan bulat ¢ sedemikian sehingga b = ac. Jika a membagi

b, a juga disebut pembagi atau faktor dari b dan b disebut kelipatan dari a.

Jika a membagi b maka ditulis a | b, dan jika a tidak membagi b maka

ditulis a { b.

Teorema 2.1.2. [7]

Jika a,b, c adalah bilangan bulat dengan a | b dan b | ¢, maka a | c.

Bukti. Karena a | b dan b | ¢, maka terdapat bilangan bulat e dan f sedemikian
sehingga ae = b dan bf = c. Oleh sebab itu, ¢ = bf = (ae)f = a(ef) dan

disimpulkan bahwa a | c. [

Teorema 2.1.3. (7]

Jika a,b,m,n adalah bilangan bulat, dan jika c | a dan c | b, maka c | (ma + nb).

Bukti. Karena c | a dan ¢ | b, maka terdapat bilangan bulat e dan f sedemikian
sehingga ce = a dan c¢f = b. Oleh sebab itu, ma + nb = m(ce) + n(cf) =

c(me + nf). Hal ini mengakibatkan c | (ma + nb). o

Teorema 2.1.4. (7]
Jika a dan b adalah bilangan bulat sedemikian sehingga b > 0, maka terdapat
suatu bilangan bulat ¢ dan r sedemikian sehingga a = bq + r dengan 0 < r < b,

dimana q dan r adalah tunggal.

Bukti. Misalkan terdapat suatu himpunan S = {a — bk|k € Z}, dan misalkan



T adalah himpunan semua bilangan bulat non-negatif di S. Himpunan T tidak
kosong, karena a — bk positif jika k adalah suatu bilangan bulat dengan k < $.

Berdasarkan Well-Ordering Property, T mempunyai unsur terkecil r = a —
bg. Jelaslah bahwar > 0. Jikar > bmakar >r—b=a—bg—b=a—-b(qg+1) > 0.
Hal ini bertentangan dengan pemilihan r = a — bq sebagai bilangan bulat non-
negatif terkecil dengan bentuk a — bk. Oleh karena itu 0 < r < b.

Untuk menunjukkan bahwa nilai ¢ dan r tunggal, asumsikan bahwa ter-
dapat dua persamaan a = bg; + r; dan a = bgy + 5, dengan 0 < r; < b dan
0 € r; < b. Dengan mensubstitusikan persamaan kedua pada persamaan per-
tama, diperoleh 0 = b(q; — g2) + (r1 — r2). Dengan demikian, r; — r; = b(q; — q2).
Hal ini menunjukkan bahwa b membagi ro—7,. Karena0 <r; <bdan0 < ry < b,
diperoleh —b < r, — r; < b. Oleh sebab itu, b dapat membagi r, — r; hanya jika
ro — 1 = 0, atau dengan perkataan lain, jika r; = ry. Karena bg; + 71 = bgy + o
dan r; = 3, dapat dilihat pula bahwa ¢ = ¢. Ini menunjukkan bahwa hasil bagi
g dan sisa bagi r adalah tunggal. =

Teorema di atas lebih dikenal sebagai Algoritma Pembagian.

Definisi 2.1.5. [7]
Suatu prima adalah suatu bilangan bulat positif yang lebih besar dari 1 dan tidak

dapat dibagi oleh bilangan bulat positif selain 1 dan dirinya sendiri.

Definisi 2.1.6. [7]
Misalkan a dan b adalah bilangan bulat. Jika n € Z dengan n | a dan n | b, maka

n disebut faktor persekutuan dari a dan b.




Definisi 2.1.7. [7]
Misalkan a dan b adalah bilangan bulat. Faktor persekutuan terbesar (fpb) dari a
dan b, dinotasikan dengan (a,b), didefinisikan sebagai bilangan bulat non-negatif

d sedemikian sehingga
1. d|adand|b dan
2. jikae|a dan e | b maka e | d.

Teorema 2.1.8. (7]
Faktor persekutuan terbesar dari bilangan bulat a dan b, tak keduanya 0, adalah

bilangan bulat positif terkecil yang merupakan kombinasi linier dari a dan b.

Bukti. Jika a = b = 0, maka (a,b) = 0 = 0s + 0t (untuk suatu s dan t), maka
teorema benar. Dengan demikian akan diasumsikan bahwa a # 0.

Misalkan S = {az + by|z,y € Z,azx + by > 0}. Jika z = a dan y = 0, maka
az + by = a® + b0 > 0, sehingga S # (. Berdasarkan Well-Ordering Property
S mempunyai bilangan bulat positif terkecil d sedemikian sehingga d = as + bt
untuk suatu bilangan bulat s dan ¢.

Berdasarkan Teorema 2.1.4, terdapat bilangan bulat ¢ dan r sedemikian
sehingga @ = dgq + 1,0 < r < d; akibatnya r = a —dg = a — (as + bt)q =
a(l — sq) + b(—tq). Jika 0 < r, maka r € S. Namun hal ini akan bertentangan
dengan fakta bahwa d adalah bilangan bulat terkecil di S. Oleh sebab itu, r = 0
dan a = dg, atau dengan perkataan lain, d | a. Dengan cara yang sama dapat
diperoleh d | b. Selanjutnya dari persamaan d = as + bt dan Teorema 2.1.3, jika

terdapat e € Z sedemikian sehingga e | a dan e | b, maka e | (as+bt) = d. Dengan




demikian, terbukti bahwa d = (a, b). ]

Definisi 2.1.9. [7]

Bilangan bulat a dan b dikatakan relatif prima jika (a,b) = 1.

Jelaslah bahwa jika p prima dan p{ a, maka (a,p) = 1 dan a dan p relatif
prima.
Lema 2.1.10. [6]

Misalkan p adalah suatu bilangan prima dan p | ab, dengan a,b € Z, maka p | a

atau p | b.

Bukti. Andaikan p { a, maka (a,p) = 1. Berdasarkan Teorema 2.1.8, terdapat
bilangan bulat s dan ¢ sedemikian sehingga 1 = as + pt, maka b = b(as + pt) =
(ab)s + p(bt). Karena p | ab dan p | p, jelaslah bahwa p | (ab)s + p(bt), sehingga

diperoleh p | b. aw

Definisi 2.1.11. [7]
Misalkan m adalah suatu bilangan bulat positif. Jika a dan b adalah bilangan

bulat, maka a dikatakan kongruen ke b modulo m jika m | (a — b).
Jika a kongruen ke b modulo m, maka ditulis @ = b( mod m). Jika m {
(@ — b), maka ditulis @ # b( mod m).

Teorema 2.1.12. (7]
Jika a dan b adalah bilangan bulat, maka a = b( mod m) jika dan hanya jika

terdapat suatu bilangan bulat k sedemikian sehingga a = b+ km.
Bukti. Jika a = b( mod m), maka m | (a—b). Ini berarti bahwa terdapat suatu
bilangan bulat k dengan km = a — b sedemikian sehingga a = b+ km.
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Sebaliknya, jika terdapat suatu k dengan a = b + km, maka km = a — b.

Oleh karena itu, m | (a — b), dan mengakibatkan a = b( mod m). L

Definisi 2.1.13. [6]
Himpunan bilangan bulat Z,, = {0,1,--- ;m — 1} disebut sebagai himpunan dari

sisaan positif terkecil modulo m.

Contoh 2.1.1. Misalkan A = {a,2a,--- ,(m—1)a}, maka himpunan {1,2,--- , (m—

1)} adalah sisaan positif terkecil modulo m dari himpunan A.

Teorema 2.1.14. [7]
Jika p adalah prima dan a adalah suatu bilangan bulat positif dengan p { a, maka

a?~! = 1(mod p).

Bukti. Misalkan terdapat suatu himpunan bilangan bulat S = {a,2a,---,(p —
1)a}. Jika p | ja, dengan j = 1,2,--- ,p — 1 dan ja € S, maka berdasarkan
Lema 2.1.10, p | 7, karena p { a. Hal ini tidaklah mungkin karena 1 < j < p — 1.
Selanjutnya asumsikan bahwa ja = ka( mod p), dimana 1 < j < k < p— 1.
Karena ja = ka( mod p), maka p | (ja — ka) = a(j — k). Karena p { a, maka
p | (j — k). Dengan demikian j = k( mod p). Hal ini juga mustahil karena j dan
k adalah bilangan bulat yang kurang dari p — 1.

Karena setiap unsur himpunan {a, 2a, - - - , (p—1)a} tidak dapat dibagi oleh
p dan tidak ada dua buah bilangan bulat dari himpunan tersebut yang kongruen
modulo p, maka sisaan positif terkecil modulo p dari himpunan tersebut (Definisi

2.1.13) adalah {1,2,--- ,p — 1}. Dengan demikian diperoleh

a-2a---(p—1)aE 1'2"'(]9—1)( modp),

9




sehingga

(p—Dla = (p-1)!( mod p).
Karena (p — 1)!'a?! = (p — 1)!( mod p), maka p | [(p — 1)la?! — (p - 1)!] =
(p — 1)!(aP~! — 1), sehingga diperoleh p | (a?~! — 1) (karena p { (p — 1)!). Oleh
sebab itu, jelaslah bahwa a?~! = 1( mod p). |

Teorema ini lebih dikenal dengan nama Fermat’s Little Theorem.

2.2 Grup

Gelanggang merupakan suatu grup penjumlahan abelian, bersamaan de-
ngan operasi biner kedua, yaitu perkalian. Oleh karena itu pembahasan mengenai

gelanggang mestilah didahului dengan beberapa teori grup.

Definisi 2.2.15. [5]
Suatu himpunan tak kosong G dikatakan membentuk suatu grup jika di G didefi-

nisikan suatu operasi biner yang dinotasikan dengan x sedemikian sehingga
1. Untuk setiap a,b € G berlaku a xb € G (tertutup);
2. Untuk setiap a,b,c € G berlaku a x (b*c) = (a * b) * ¢ (hukum asosiatif);

3. Terdapat suatu unsur e € G sedemikian sehingga a x e = e x a = a untuk

semua a € G (eksistensi unsur identitas di G);

1

4. Untuk setiap a € G terdapat suatu unsur a— € G sehingga axa™ = a 'xa =

e (eksistensi invers di G ).
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Contoh 2.2.2. Bilangan bulat membentuk grup terhadap operasi penjumlahan

biasa dari bilangan bulat.

Definisi 2.2.16. [6]
Suatu grup dengan sejumlah berhingga unsur disebut grup berhingga (finite group);
jika tidak maka disebut grup takhingga (infinite group). Banyaeknya unsur dari

suatu grup G disebut orde dari G dan dinotasikan dengan |G)|.

Jika suatu grup G berhingga dan G memuat tepat n unsur, maka orde dari

G adalah n atau |G| = n. Jika G tak berhingga, maka |G| = oo.

Definisi 2.2.17. [5]
Suatu grup G dikatakan abelian (atau komutatif) jika untuk setiap a,b € G

berlaku a xb = b=xa.

Contoh 2.2.3. Misalkan Zg adalah himpunan bilangan bulat modulo 6 dan +¢
adalah operasi penjumlahan pada bilangan bulat modulo 6. Karena +¢ bersifat

komutatif, maka Zg merupakan grup abelian.

Lema 2.2.18. 5]

Jika G adalah suatu grup, maka
1. Unsur identitasnya tunggal;
2. Setiap a € G mempunyai invers yang tunggal;
3. Untuk setiap a € G, (a™')! = a;

4. Untuk semua a,b€ G, (axb)™' =b"1xa™L.
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Bukti. Misalkan G adalah suatu grup.

1. Misalkan e dan ¢’ adalah unsur identitas di G. Pandang e sebagai unsur
identitas dan ¢’ € G, maka e x €' = ¢’ dan €’ x e = ¢’. Selanjutnya pandang
€’ sebagai unsur indentitas dan e € G, maka e x ¢’ = e dan € * e = e. Oleh
sebab itu diperoleh e = e x ¢/ = ¢’ atau e = ¢’. Dengan demikian, unsur

identitas G adalah tunggal.

2. Misalkan a € G, serta = dan y merupakan invers dari a. Pandang x sebagai
invers dari a, maka a ¥ z = e dan z * a = e. Pandang y sebagai invers dari
a, maka a *xy = e dan y *a = e. Perhatikan bahwa r =z xe =z x (axy) =
(z*a)*y = exy = y atau r = y. Dengan demikian, setiap a € G mempunyai

invers yang tunggal.

3. Misalkan a € G. Perhatikan bahwa a *a™! = e dan a=! * a = e. Ini berarti

bahwa invers dari a~! adalah a atau (a=!)~! = a.

4. Misalkan a,b € G, maka a~! dan b~! berturut-turut merupakan invers dari a
dan b. Perhatikan bahwa (axb)*(b~1xa™1) = a*(bxb™1)*a™! = axexa™! =
axa”! = e. Selanjutnya (b='xa"!)*(axb) = b 'x(a 1 *a)xb=b"'xexb=
b~! % b = e. Oleh karena itu diperoleh bahwa invers dari (a *xb) = b~ xa™!

atau (a*b)™' =b"1xa"l. L]

Definisi 2.2.19. [5]
Suatu subhimpunan tak kosong H dari suatu grup G dikatakan subgrup dari G

jika H membentuk grup terhadap operasi biner yang didefinisikan di G.
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Berdasarkan definisi di atas, jelaslah bahwa jika H merupakan subgrup

dari G dan K merupakan subgrup dari H, maka K merupakan subgrup dari G.

Lema 2.2.20. [5]
Suatu subhimpunan tak kosong H dari suatu grup G merupakan suatu subgrup

dari G jika dan hanya jika
1. Untuk setiap a,b € H berlaku a xb € H;

2. Untuk setiap a € H berlaku a™ € H.

Bukti. Jika H merupakan subgrup dari G, maka jelaslah bahwa (1) dan (2)
dipenubhi.

Sebaliknya misalkan H adalah subhimpunan tak kosong dari G yang me-
menuhi sifat (1) dan (2). Akan ditunjukkan bahwa H merupakan subgrup dari
G, yaitu dengan menunjukkan bahwa H memiliki unsur identitas dan memenuhi
hukum asosiatif untuk setiap unsur di H. Karena hukum asosiatif dipenuhi oleh
G, maka demikian pula halnya dengan H yang merupakan subhimpunan dari
G. Selanjutnya jika a € H, maka berdasarkan bagian (2), a=' € H. Karena

a,a”! € H, maka berdasarkan bagian (1) diperoleh a*a™' € H atauec H. R

Teorema 2.2.21. [2]
Misalkan G adalah suatu grup dan H adalah suatu subhimpunan tak kosong dari

G. Jikaaxb=' € H dimana a,b € H, maka H adalah subgrup dari G.

Bukti. Misalkan G adalah suatu grup, H adalah suatu subhimpunan tak kosong
dari G, dan untuk setiap a,b € H berlaku a *b~' € H. Akan ditunjukkan bahwa
H adalah subgrup dari G. " SATL. b
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13 Wi i i Ve .‘..‘.l.\.:l".\
UNIVERSITAS ANDALAS

i




1. Karena H adalah subhimpunan dari G, maka operasi biner * di G juga

berlaku di H. Jelaslah bahwa operasi * ini bersifat asosiatif.

2. Selanjutnya ambil @ = z dan b = z di H. Karena z € H, maka z € G,
sehingga terdapat z=' € G. Selanjutnya karena = * z7! = e € G dan
a*b™' = zxz7! = e € H, maka jelaslah bahwa H memiliki unsur identitas,

yaitu e € H, dimana e juga merupakan unsur identitas di G.

3. Untuk menunjukkan bahwa setiap unsur di H mempunyai invers, ambil
a =edan b=z di H. Karena b =z € H, maka b = z € G, sehingga
terdapat b~! = ! € G. Perhatikan bahwa a*b™' =exz ' =z7! € H.

Dengan demikian jelaslah bahwa setiap unsurz € H mempunyai z~! € H.

4. Ambil a = z dan b = y~! di H. Karena setiap unsur H mempunyai invers,
maka (y~')~! = b~! € H. Selanjutnya perhatikan bahwa z*y = axb™ € H.

Dengan demikian jelaslah bahwa H bersifat tertutup terhadap operasi *.

Karena 1,2,3, dan 4 maka terbukti bahwa H adalah subgrup dari G. |
Ada sebuah notasi penting yang perlu diketahui sebelum melanjutkan pem-
bahasan mengenai subgrup. Untuk suatu unsur a dari suatu grup, notasi (a)
menyatakan himpunan {a"|n € Z} [2]. ‘
!
Teorema 2.2.22. [2] |

Misalkan G adalah suatu grup dan a € G, maka (a) adalah subgrup dari G.

Bukti. Karena a € (a), maka (a) adalah subhimpunan tak kosong dari G. Misal-
kan a™, a” € (a), untuk suatu m,n € Z, maka a™ * (a")~! = a™ ™ € (a). Dengan

demikian, berdasarkan Teorema 2.2.21, {(a) adalah subgrup dari G. [ |
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Definisi 2.2.23. (3]

Misalkan G adalah suatu grup dan H adalah suatu subgrup dari G. Untuk setiap
a € G, himpunan aH = {a x h|h € H} disebut koset kiri dari H di G yang
memuat a dan himpunan Ha = {h * a|lh € H} disebut koset kanan dari H di G

yang memuat a.

Contoh 2.2.4. Misalkan Zg membentuk grup terhadap operasi penjumlahan mod-
ulo 9 dan H = {0,3,6} adalah subgrup dari Zy, maka koset-koset (kiri) dari H di

Zg adalah
1. 0+9H=1{0,3,6} =3+9 H=6+9 H.
2. 149H={1,4,7} =449 H=T+9 H.
3. 249 H ={2,5,8} =5+9 H =849 H.

Lema 2.2.24. (8]

Misalkan H adalah suatu subgrup dari grup G, dan misalkan a,b € G, maka

1. aH = bH jika dan hanya jika b=' xa € H. Secara khusus, aH = H jika dan

hanya 7ika a € H.
2. Jika aH NbH # 0, maka aH = bH.
3. |aH| = |H| untuk semua a € G.
Bukti.

1. Misalkan aH = bH, maka a € aH = bH. Selanjutnya karena a € bH maka
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a = bx* h dengan h € H. Perhatikan bahwa

a = bxh
blxa = b lxbxh
= exh

= heH.

Dengan demikian, b~! xa € H.

Sebaliknya misalkan b~'*a € H, maka b~'xa = h dengan h € H. Perhatikan

bahwa
h = blxa
bxh = bxblxa
= ex*xa
= d:

Karena a = b* h maka a € bH. Selanjutnya karena a € aH maka a = a *h.

Dengan demikian a * h = b* h atau aH = bH.

. Misalkan aHNbH # (), maka a H NbH memiliki sedikitnya satu unsur, sebut
c. Karena ¢ € aH NbH maka ¢ € aH dan ¢ € bH. Perhatikan bahwa jika
¢ € aH maka ¢ = axh, dan jika ¢ € bH maka ¢ = b h; akibatnya diperoleh

a* h = bx* h. Dengan demikian aH = bH.

. Definisikan suatu fungsi f : H — aH yang diberikan oleh f(h) = a x h.

Perhatikan bahwa
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e Ambil hy, hy € H dengan f(hy) = f(h2). Karena f(h;) = f(he) maka

a * hy = a x hy. Akibatnya

al+axh, = alxaxhy
exhy = exhy
hl = hs.

Dengan demikian f adalah fungsi satu-satu.

e Ambil a x h € aH dan pilih h € H, maka f(h) = a *x h. Dengan

demikian f adalah fungsi pada.

Karena f merupakan fungsi satu-satu dan pada maka f merupakan fungsi

bijeksi. Oleh karena itu f mempunyai tepat satu fungsi invers g : aH — H

yang diberikan oleh g(ah) = h. Dengan demikian |H| = |aH|. |
Teorema 2.2.25. [5]

Jika G adalah suatu grup berhingga dan H adalah suatu subgrup dari G, maka

|H| membagi |G]|.

Bukti. Misalkan {a,H,azH, ..., a,H} menotasikan koset-koset kiri dari H di G.
Karena setiap g € G berada di koset gH dan gH = a;H dengan i = 1,2, ...,1,
maka G = a;H UaHU...UaH. Selanjutnya, berdasarkan Lema 2.2.24 (2),
koset-koset a;H dan a;H saling lepas, untuk ¢ # j. Oleh karena itu |G| = |a; H|+
|agH| + ... + |a;H|. Namun, berdasarkan Lema 2.2.24 (3), |a;H| = |aH| untuk

semua nilai i. Dengan demikian |G| = t|H|. -

Definisi 2.2.26. [2]
Orde dari suatu unsur g € G adalah bilangan bulat terkecil n sedemikian sehingga
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g" = e. (Dalam notasi penjumlahan, ini menjadi ng = 0.) Jika tidak ada bi-
langan bulat yang memenuhi, maka g dikatakan berorde takhingga. Orde dari g

dinotasikan dengan |g|.

Akibat 2.2.27. [5]

Jika G adalah suatu grup berhingga, maka |g| membagi |G|.

Bukti. Misalkan G adalah suatu grup berhingga dan g € G. Asumsikan bahwa
|g| = n, maka terdapat suatu subgrup (g) dari G yang dibangun oleh g. Karena
g9 = e, maka subgrup (g) ini mempunyai paling banyak |g| = n unsur.
Andaikan (g) mempunyai m unsur, dengan m < n. Ambil suatu unsur
sebarang ¢* € (g), dengan k < n. Berdasarkan Teorema 2.1.4, terdapat bilangan
bulat ¢ dan r sedemikian sehingga k = gn + r dengan 0 < r < n. Karena
k < n, maka jelaslah bahwa r < k < n. Dengan demikian g* = g7 = g9g" =
(g")%" = eg" = ¢". Karena g* = ¢g" maka ¢g*~" = e, sehingga diperoleh bahwa
k — r < n adalah orde dari g. Hal ini bertentangan dengan asumsi bahwa n
adalah orde dari g. Dengan demikian haruslah m = n, atau dengan perkataan
lain, |g| = |(g)|. Akhirnya, karena |{g)| membagi |G|, maka terbukti bahwa |g|

membagi |G/|. |

Akibat 2.2.28. [5]

Jika G adalah suatu grup berhingga, maka g'°! = e.

Bukti. Berdasarkan Akibat 2.2.27, |g| membagi |G|; maka |G| = m|g|, untuk

suatu bilangan bulat m. Oleh karena itu, g/¢ = g™ldl = (gldhym = ¢m — ¢ i
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Definisi 2.2.29. [2]
Suatu grup G disebut siklik jika terdapat suatu unsur a € G sedemikian sehingga

G = {a"|n € Z}.

Definisi 2.2.30. [2]
Center Z(G) dari suatu grup G' adalah subhimpunan dari unsur-unsur di G yang

komutatif dengan setiap unsur di G, ditulis Z(G) = {z € G|z *g = g*z,Vg € G}.

Contoh 2.2.5. Misalkan G = Zg¢ membentuk grup terhadap operasi +¢, maka

center dari Zg adalah Z(G) = {0,1,2,3,4,5} = Zs.

Definisi 2.2.31. [1]
Misalkan a € G, maka himpunan Ng(a) = {g € G|g™' *a x g = a} disebut

normalizer dari a di G.

2.3 Gelanggang

Konsep dari suatu gelanggang diperkenalkan oleh Richard Dedekind. Isti-
lah ring ( Zahiring) dicetuskan oleh David Hilbert di dalam sebuah artikel berjudul
Die Theorie der algebraischen Zahlkérper, Jahresbericht der Deutschen Mathema-
tiker Vereinigung, Vol. 4, 1897. Definisi pertama dari gelanggang dipublikasikan

oleh Abraham H. Fraenkel pada tahun 1914 [1,9].

Definisi 2.3.32. [5]
Suatu himpunan tak kosong R disebut sebagai suatu gelanggang asosiatif jika di
R didefinisikan dua buah operasi biner, dinotasikan dengan + dan - , sedemikian

sehingga untuk semua a,b,c € R berlaku
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1. a+beQG;

2. a+b=b+a;

3 (a+b)+c=a+(b+c);

4. Terdapat suatu unsur 0 € R sedemikian sehingga a + 0 = a (untuk setiap

a € R);

5. Terdapat suatu unsur —a € R sedemikian sehingga a + (—a) = 0;

6. a-be R;

7.a-(b-c)=(a-b)-¢

S

a-(b+c)=a-b+a-cdan (b+c)-a="b-a+c-a (dua hukum distributif).

Aksioma-aksioma 1 sampai 5 menetapkan bahwa R merupakan suatu grup
abelian terhadap operasi +. Selanjutnya aksioma-aksioma 6 dan 7 menegaskan
bahwa R tertutup terhadap operasi - dan memenuhi hukum asosiatif. Pada ak-
sioma 8 diberikan hubungan di antara kedua operasi di R. Pada pembahasan

selanjutnya, a - b akan ditulis sebagai ab.

Definisi 2.3.33. [6]
Misalkan R adalah suatu gelanggang, dan S adalah suatu subhimpunan tak kosong
dari R. S disebut sebagai subgelanggang dari R jika S membentuk gelanggang

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian yang didefinisikan di R.
Definisi 2.3.34. [6,9]
Misalkan R adalah suatu gelanggang. R disebut gelanggang dengan unsur identitas
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jika terdapat suatu unsur 1 € R sedemikian sehingga al = la = a untuk semua

a€R.

Definisi 2.3.35. [6]
Misalkan R adalah suatu gelanggang. R disebut gelanggang komutatif jika setiap

a,b € R berlaku ab = ba. Jika tidak, maka R disebut gelanggang non-komutatif.

Definisi 2.3.36. (4]
Suatu gelanggang komutatif R adalah suatu daerah integral jika ab = 0 di R

mengakibatkan a = 0 atau b = 0.

Definisi 2.3.37. (5]
Suatu gelanggang R disebut sebagai gelanggang pembagian (division ring) jika

R — {0} membentuk grup terhadap operasi perkalian.

Unsur identitas terhadap perkalian ditulis sebagai 1, dan invers dari setiap

a € R terhadap perkalian ditulis sebagai a™'.

Definisi 2.3.38. [5]

Lapangan merupakan suatu gelanggang pembagian komutatif.

Lema 2.3.39. [5]
Jika R merupakan suatu gelanggang, maka untuk semua a,b € R berlaku a0 =

Oa = 0.

Bukti. Jika a € R, maka a(0) = a(0 + 0) = a0 + a0 (menggunakan hukum
distributif kanan), dan karena R merupakan grup terhadap operasi penjumlahan,

maka nilai a0 yang memenuhi persamaan tersebut tidak lain adalah 0. Dengan
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cara yang sama, dan menggunakan hukum distributif kiri, dapat ditunjukkan

bahwa 0a = 0. ]

Lema 2.3.40. [5]

Suatu daerah integral berhingga merupakan suatu lapangan.

Bukti. Ingat kembali bahwa suatu daerah integral merupakan suatu gelanggang
komutatif sedemikian sehingga ab = 0 jika dan hanya jika salah satu dari a atau b
sama dengan 0. Sedangkan suatu lapangan adalah gelanggang komutatif dengan
unsur identitas yang mana setiap unsur tak-nolnya mempunyai invers perkalian.

Misalkan D adalah suatu daerah integral berhingga. Untuk menunjukkan

bahwa D adalah lapangan maka perlu ditunjukkan bahwa

1. Terdapat 1 € D sedemikian sehingga al = a,Va € D;

2. Untuk setiap a # 0 € D ada b € D sedemikian sehingga ab = 1.

Misalkan zy,z3,--- ,z, adalah semua unsur di D dan andaikan bahwa jika a #
0 € D, maka 7,a,72a,--- ,Tpa € D. Andaikan bahwa z;a = z;a untuk i # j,
maka (z; — z;)a = 0. Karena D adalah daerah integral dan a # 0 maka hal ini
mengakibatkan z; — z; = 0 sehingga z; = z;. Hal ini bertentangan dengan i # j.
Dengan demikian z,a, zsa,- - - ,z,a adalah n unsur berbeda yang berada di D,
yang mana D memiliki tepat n unsur.

Misalkan setiap unsur y € D dapat ditulis sebagai z;a untuk suatu z;.
Secara khusus, karena a € D, maka a = r;,a untuk suatu z;, € D. Karena D
komutatif, maka a = z;,a = az;,. Selanjutnya perhatikan bahwa jika y = z;a € D

untuk suatu z; € D, maka yzr;,, = (zia)zi,, = zi(azi,,) = z.a = y. Dengan
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demikian z;, adalah unsur identitas di D dan ditulis sebagai 1. Sekarang, karena
1 € D, maka 1 = z;a untuk suatu z;. Misalkan z; = b, maka jelaslah bahwa

terdapat suatu b € D sedemikian sehingga ab = 1. L]

Akibat 2.3.41. [5]
Jika p adalah suatu bilangan prima maka Z,, gelanggang bilangan bulat mod p,

adalah suatu lapangan.

Bukti. Karena Z, adalah gelanggang dan perkalian di Z, komutatif, maka Z,
adalah gelanggang komutatif. Selanjutnya misalkan a,b € Z, sedemikian sehingga
ab = 0( mod p), maka diperoleh p | ab. Karena p | ab, maka p | a atau p | b,
sehingga a = 0( mod p) atau b = 0( mod p). Oleh karena itu salah satu dari a €
Z, atau b € Z, adalah 0. Dengan demikian, Z, adalah daerah integral berhingga
(karena Z, mempunyai sejumlah berhingga unsur), sehingga berdasarkan Lema

2.3.40 jelaslah bahwa Z, adalah suatu lapangan. E

Definisi 2.3.42. [6]

Misalkan R adalah suatu gelanggang. Jika terdapat suatu bilangan bulat terkecil
m sedemikian sehingga ma = 0 untuk semua a € R, maka R dikatakan berkarak-
teristik m. Jika tidak, maka R berkarakteristik 0. m atau 0 disebut karakteristik

dari R.

Definisi 2.3.43. [5]
Suatu pemetaan ¢ dari gelanggang R ke gelanggang R’ dikatakan suatu homomor-

fisma jika untuk semua a,b € R berlaku

1. ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b);
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2. ¢(ab) = ¢(a)o(b).

Definisi 2.3.44. (5]
Jika ¢ adalah suatu homomorfisma dari R ke R' maka kernel dari ¢, dinotasikan
dengan I(¢), adalah himpunan semua a € R sedemikian sehingga ¢(a) = 0,

dimana 0 adalah unsur identitas penjumlahan di R'.

Definisi 2.3.45. [5]
Suatu homomorfisma dari R ke R' dikatakan suatu isomorfisma jika homomor-

fisma tersebut merupakan suatu pemetaan satu-satu.

Definisi 2.3.46. [5]
Dua gelanggang dikatakan isomorfik jika terdapat suatu isomorfisma dari satu

gelanggang pada gelanggang yang lain.

2.4 Ruang Vektor dan Lapangan

2.4.1 Ruang Vektor

Definisi 2.4.47. [5]
Suatu himpunan tak kosong V disebut sebagai suatu ruang vektor atas lapangan
F jika V' merupakan grup abelian terhadap operasi penjumlahan, dan jika untuk

setiap o € F,v € V didefinisikan suatu unsur av € V yang memenuhi
1. a(v+w) = av+ aw;
2. (a+ B)v=av+ pv;

3. a(Bv) = (aB)v;
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4. lv=v;

untuk semua a, 3 € F danv,w € V (dimana 1 merepresentasikan unsur identitas

lapangan F' terhadap operasi perkalian).

Definisi 2.4.48. [5]
Jika V adalah suatu ruang vektor atas F dan jika vy, - ,v, € V maka suatu
unsur dengan bentuk ajvy + agve + -+ + ayv, dengan o; € F, adalah suatu

kombinasi linier dari vy,--- ,v, atas F.

Definisi 2.4.49. [5]
Jika S merupakan suatu himpunan tak kosong dari ruang vektor V, maka ren-
tangan linier (linear span) dari S, dinotasikan dengan L(S), adalah himpunan

semua kombinasi linier dari unsur-unsur S.

Definisi 2.4.50. [5]
Ruang vektor V dikatakan berdimensi-hingga atas F jika terdapat suatu subhim-

punan berhingga S di V sedemikian sehingga V = L(S).

Definisi 2.4.51. [5]
Jika V adalah suatu ruang vektor dan vy, --- ,v, € V, maka vektor-vektor tersebut
dikatakan bergantung linier atas F jika terdapat A, --- , A\, € F, tak semuanya 0,

sedemikian sehingga \jvy + Aqva + - - - + Apvn = 0.

Jika vektor-vektor vy, - - - , v, tidak bergantung linier atas F', maka vektor-
vektor tersebut dikatakan bebas linier atas F. Jika vy, --- ,v, bebas linier, maka

tak satupun dari vektor-vektor tersebut sama dengan 0.
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Lema 2.4.52. [5]
Jika vy,--- ,v, € V bebas linier, maka setiap unsur di rentangan liniernya mem-

punyai suatu representasi tunggal dalam bentuk \jvy + - - - + A\ v, dengan A; € F.

Bukti. Berdasarkan definisi, setiap unsur di rentangan linier berbentuk A;v; +
-+ ++ A\¥,. Untuk memperlihatkan ketunggalannya, perlu ditunjukkan bahwa jika
AV + s+ AgUp = vy + -0 - + pptp maka Ay = g, -0 Ap = e

Perhatikan bahwa jika A\yv;+- - -+ Ayvn = pyvy +- - -+ v, maka diperoleh
(A = p1)vy + -+ -+ (An — pn)vn = 0. Karena vektor-vektor vy, - - - , v, bebas linier,
maka hal ini mengakibatkan A} —p; =0,--- | A, — i, = 0 sehingga jelaslah bahwa
Al = i1, 3 An = fin- [ ]
Definisi 2.4.53. [5]
Suatu subhimpunan S dari suatu ruang vektor V' disebut basis dari V' jika S terdiri

dari unsur-unsur yang bebas linier dan V = L(S).

Teorema 2.4.54. [5]

Jika vy,--- ,v, € V maka salah satu pernyataan berikut berlaku: vektor-vektor
tersebut adalah bebas linier atau suatu vy merupakan kombinasi linier dari vektor-
vektor yang mendahuluinya yaitu vy, - - - , Vp_q.

Bukti. Jika {vy,--- ,v,} bebas linier, maka bukti selesai. Andaikan bahwa ayv,+
++ + apv, = 0 dimana tak semua o; bernilai 0. Misalkan k adalah bilangan
bulat terbesar yang mengakibatkan a4 # 0. Karena a; = 0 untuk i > k, maka
av1+- - -+ = 0, sehingga mengakibatkan v = a; ! (—ayvy —+ - —p_ V1) =
(=ag'a)vy + - - - + (—ag 'ax_1)ve—;. Dengan demikian vx merupakan kombinasi
linier dari vektor-vektor yang mendahuluinya. *
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Akibat 2.4.55. [5]

Jika {v,--- ,v,} di V mempunyai suatu rentangan linier, sebut W, dan jika
{vy,--- , vk} bebas linier maka dapat ditentukan suatu subhimpunan dari {vy,--- ,v,}
dalam bentuk {vy, v, , Uk, vi,, -+ , ;. } yang terdiri dari unsur-unsur bebas li-

nier yang rentangan liniernya juga W.

Bukti. Jika {v;,--- ,v,} bebas linier maka jelaslah bahwa akibat di atas berlaku.
Jika tidak, pisahkanlah unsur v; pertama dari himpunan ini yang merupakan
kombinasi linier dari vektor-vektor yang mendahuluinya. Karena {vy,--- vk}
bebas linier, maka j > k. Perhatikan bahwa subhimpunan yang terbentuk setelah
v; dipisahkan, yaitu {vy,--- , vk, ,0j-1,j41,"** ,Vn} = S; mempunyai n — 1
unsur. Jelaslah bahwa rentangan liniernya, sebut L(S;), termuat di W.

Selanjutnya misalkan w € W, maka w = a;v1+- - -+ aj_1vj-1 +ajvj+- - -+
0y V. Namun karena v; = 1v;+- - -+ 8;_1v;-1 maka w dapat direkonstruksi men-
jadi w = (e +ajfy)vy+- - -+ (@j—1 + @;8j_1)vj_1 + @j41Vj41+ - - -+ anvy, sehingga
W juga merupakan kombinasi linier dari unsur-unsur vy,--- ,vj_1,Vj41," - , Un.
Dengan demikian diperoleh L(S;) = W.

Jika proses pemisahan seperti di atas dilanjutkan, akan diperoleh suatu
subhimpunan {vy,--- , v, v, -+ ,v;, } yang rentangan liniernya adalah W tetapi
tidak ada lagi unsur dari subhimpunan tersebut yang merupakan kombinasi linier
dari vektor-vektor yang mendahuluinya. Berdasarkan Teorema 2.4.54, jelaslah

bahwa {vq,- -, vk, v;,- -+ ,v;, } bebas linier. [ |

Akibat 2.4.56. [5]
Jika V' adalah suatu ruang vektor berdimensi-hingga dan jika {v,,--- ,v,} meren-
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tang V maka suatu subhimpunan dari {vi,--- ,v,} membentuk suatu basis dari

V.

Bukti. Karena V berdimensi-hingga, maka V merupakan suatu rentangan linier
dari unsur-unsur {v;,--- ,v,}. Berdasarkan Akibat 2.4.55, dapat ditentukan suatu
subhimpunan dari {vy,--- ,v,}, sebut Sp, yang unsur-unsurnya bebas linier dan
L(S;) = V. Karena S, terdiri dari unsur-unsur yang bebas linier dan L(S;) =V

maka berdasarkan Definisi 2.4.53, S; merupakan basis dari V. "

Definisi 2.4.57. [§]
Jika V' merupakan suatu ruang vektor berdimensi-hingga atas suatu lapangan F,
maka dimensi dari V, dinotasikan dengan dim(V'), adalah banyaknya unsur pada

basis V.

2.4.2 Lapangan, Lapangan Perluasan, dan Akar-akar Poli-
nomial

Definisi 2.4.58. [6]
Misalkan F' adalah suatu gelanggang komutatif. Jika F — {0} membentuk grup

terhadap operasi perkalian maka F' disebut lapangan.

Definisi 2.4.59. [9]
Misalkan F' adalah suatu lapangan, dan E adalah suatu subhimpunan tak kosong
dari F. Jika E membentuk suatu lapangan terhadap operasi penjumlahan dan

perkalian yang didefinisikan di F', maka E disebut sublapangan dari F.
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Teorema 2.4.60. [4]

Karakteristik dari suatu lapangan F adalah 0 atau suatu bilangan prima.

Bukti. Jika F' berkarakteristik 0, maka teorema terbukti. Selanjutnya andaikan
bahwa mz = 0 untuk semua z € F, dimana m adalah suatu bilangan bulat
positif. Misalkan p adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian sehingga
px = 0 untuk semua z € F. Akan ditunjukkan bahwa p adalah suatu bilangan
prima.

Andaikan p bukan bilangan prima, maka p = uv dimana u > 1 dan v > 1
adalah bilangan bulat. Karena 1 € F, maka (ul)(v1) = (uv)1 = pl = 0. Namun
karena F' adalah suatu daerah integral, maka salah satu dari dua hal ini berlaku:
ul = 0 atau vl = 0. Jika ul = 0, maka 0 = (ul)z = uz,Vz € F. Demikian pula
halnya jika v1 = 0. Namun hal ini bertentangan dengan hipotesa bahwa p adalah
bilangan bulat positif terkecil yang memenuhi sifat tersebut. Dengan demikian p

haruslah suatu bilangan prima. n

Definisi 2.4.61. [5)
Misalkan F' adalah suatu lapangan. Suatu lapangan K dikatakan suatu perluasan
dari lapangan F' jika K memuat F. Dengan perkataan lain, K adalah perluasan

dari F jika F merupakan sublapangan dari K.

Jika K merupakan suatu perluasan dari F, maka K adalah suatu ruang

vektor atas F' terhadap operasi-operasi lapangan biasa di K.

Definisi 2.4.62. [5]

Derajat K atas F' adalah dimensi dari K sebagai suatu ruang vektor atas F.
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Derajat K atas F dinotasikan dengan [K : F]. Dalam permasalahan
khusus, jika [K : F] berhingga, yaitu ketika K merupakan ruang vektor berdimensi-

hingga atas F, maka K dikatakan suatu perluasan berhingga dari F.

Definisi 2.4.63. [5]
Misalkan F adalah suatu lapangan dan K adalah perluasan dari F. Suatu unsur
a € K dikatakan algebraic atas F jika terdapat unsur-unsur ag, ay,--- ,0n di F,

tak semuanya nol, sedemikian sehingga aga™ + cya™ ' +--- + a, = 0.

Definisi 2.4.64. [4]
Misalkan F adalah suatu lapangan. Gelanggang polinomial di x atas F, dino-
tasikan dengan F|[z], adalah himpunan dari semua bentuk p(z) = ag + a1z +

axz? + -+ ay_12" ' + a,z",n > 0, dengan a; € F.

Definisi 2.4.65. [5]
Jika p(z) = ap+ a1z + a2 +-- -+ ap_12" ' +a,z" # 0, a, # 0 maka derajat dari

p(z), ditulis sebagai der p(z), adalah n.

Lema 2.4.66. [4]
Diberikan polinomial-polinomial f(z), g(x) € Flz], g(z) # 0, maka f(z) = ¢(z)g(z)

+r(z) dimana q(z),r(z) € F[z] dan r(z) = 0 atau der r(z) < der g(z).

Bukti. Misalkan f(z) dan g(z) adalah dua polinomial berderajat m dan n,
berturut-turut, yang diberikan oleh f(z) = ap + a1z + - 4+ anz™,a;,n # 0 dan
g(z) =bp+byz+---+byz", b, # 0. Pertama-tama, akan diselesaikan suatu kasus
trivial, yaitu jika der f(x) < der g(z) maka f(z) = Og(z) +r(z), dimana g(z) = 0

dan r(z) = f(z), sehingga lema terbukti.
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Selanjutnya pembuktian akan dilakukan dengan menggunakan induksi pada
der f(z). Jika der f(z) = 0 maka f(z) = ap. Kemudian, jika der f(z) = der g(z)
maka g(z) = by, sehingga f(z) = g(x)q dimana ¢ = ag/by dan r(z) = 0. Di sisi
lain, jika der f(z) < der g(z), maka akan diperoleh hasil seperti kasus trivial di
atas.

Sekarang misalkan der f(z) > 0. Andaikan lema bernilai benar untuk
polinomial-polinomial berderajat lebih rendah dari f(z). Akan dibuktikan bahwa
lema juga bernilai benar untuk polinomial f(z). Jika der f(z) < der g(z), maka
diperoleh hasil yang sama dengan kasus trivial di atas. Oleh karena itu, andaikan

bahwa der g(z) < der f(z). Selanjutnya misalkan
h(z) = f(z) - T2 "g(x),
maka
m am ' m—n
h(z) = (ao + a1z + - - - + amz™) — 7o +biz+ -+ buz")a™ ",

sehingga der h(z) < der f(z). Berdasarkan asumsi induksi, terdapat p(z) dan
7(z) sedemikian sehingga h(z) = p(z)g(z) + r(z), dimana salah satu hal berikut

dipenuhi: 7(z) = 0 atau der r(z) < der g(z). Oleh karena itu

p(z)g(z) +r(z) = h(z) = f(z) - %’";zm-"g(x),

sehingga
f(@) = 9(z)(p(z) + 37"") + 7(2) = g(a)a(z) +r(z),
dimana ¢(z) = (p(z) + $=2™") dan r(z) = 0 atau der r(z) < der g(z). w

Lema di atas lebih dikenal sebagai Algoritma Pembagian untuk Polinomial.
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Definisi 2.4.67. [4]
Misalkan F C K dan F(a) = {f(a)|f(z) € F[z]} adalah sublapangan terkecil K
yang memuat F dan a. F(a) disebut lapangan yang diperoleh dengan menggan-

dengkan a ke F.

Definisi 2.4.68. [5]
Jika p(z) € F|z], maka suatu unsur a yang berada di suatu lapangan perluasan

dari F disebut akar dari p(z) jika p(a) = 0.

Lema 2.4.69. [5]
Jika p(z) € F[z] dan jika K adalah suatu perluasan dari F, maka untuk suatu
unsur b € K, p(z) = (z—b)g(z)+p(b) dimana q(z) € K|[z] dan dimana der ¢(z) =

der p(z) — 1.

Bukti. Karena F' C K, maka F|[z] termuat di K |[z] sehingga p(z) berada di K|z].
Dengan menggunakan algoritma pembagian untuk polinomial di K[z] diperoleh
p(z) = (z—b)g(z) +r(z), dimana ¢(z),r(z) € K|[z] dan r(z) = 0 atau der r < der
(z—b) = 1. Dengan demikian (r(z) = 0 atau der r(z) = 0). Kemudian perhatikan
bahwa p(b) = (b—b)q(z)+r(z) = r(z). Oleh karena itu, p(z) = (z—b)q(z) +p(b).

Selanjutnya, karena (p(b) = 0 atau der p(b) = 0) dan p(z) = (z — b)q(z) +

p(b) maka terdapat dua kasus yang harus diperhatikan.

1. Jika p(b) = 0 maka p(z) = (z — b)g(z) + 0 = (z — b)g(z). Karena der

(z — b) = 1 maka der g(z) haruslah sama dengan der p(z) — 1.

2. Jika der p(b) = 0 maka p(b) merupakan suatu konstanta, sehingga p(r) =

(z — b)g(z) + p(b). Sama dengan kasus 1, der g(z) = der p(z) — 1. |
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Akibat 2.4.70. [5]

Jika a € K merupakan akar dari p(z) € F[z], dimana F C K, maka di K|z],

(z — a)|p(z).

Bukti. Dari Lema 2.4.68, di K[z] berlaku p(z) = (z—a)q(z)+p(a) = (z—a)q(z)

karena p(a) = 0. Dengan demikian (z — a)|p(z) di K[z]. E

Definisi 2.4.71. [5]
Unsur a € K merupakan suatu akar berkelipatan m dari p(z) € Flz] jika (z —

a)™|p(z), sedangkan (z — a)™*! t p(z).

Lema 2.4.72. [5]
Suatu polinomial berderajat n atas suatu lapangan F dapat mempunyai paling

banyak n akar di suatu lapangan perluasan dari F.

Bukti. Andaikan p(z) berderajat n atas lapangan F' dan K merupakan lapangan
perluasan dari F. Akan ditunjukkan bahwa lema di atas benar dengan menggu-
nakan induksi pada n yang merupakan derajat dari polinomial p(z) atas lapangan
F.

Jika n = 1, maka p(z) = az+ 3 dimana o, 8 € F dan a # 0. Ambil a € K
sedemikian sehingga p(a) = 0, maka a = (——g) adalah solusi dari az + 8 = 0.
Dengan demikian, p(z) mempunyai akar tunggal —g.

Selanjutnya asumsikan bahwa lema benar di lapangan manapun untuk
polinomial-polinomial yang berderajat kurang dari n, dan andaikan p(z) berde-
rajat n atas F. Jika p(z) tidak mempunyai akar di lapangan K, maka banyaknya

akar p(z) di K, sebut nol, pastilah paling banyak n, sehingga bukti selesai. Oleh
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karena itu, andaikan bahwa p(z) mempunyai paling sedikit satu akar a € K dan
a tersebut merupakan suatu akar berkelipatan m. Karena (z — a)™|p(z) maka
m < n dan p(z) = (z — a)™g(z), dimana g(z) € K[z] adalah polinomial berde-
rajat n — m. Dari fakta bahwa (z — a)™*! { p(z) maka diperoleh (z — a) 1 ¢(z)
sehingga a bukanlah akar dari g(z).

Jika b # a merupakan suatu akar dari p(z) di K[z], maka p(b) = (b —
a)™q(z) = 0. Karena b—a # 0 dan K merupakan lapangan, maka g(b) = 0. Oleh
karena itu, suatu akar dari p(z), selain @, merupakan akar dari ¢(z). Karena g¢(z)
berderajat n—m < n, maka berdasarkan hipotesa induksi, ¢(z) mempunyai paling
banyak n—m akar di K, dan bersama a yang merupakan akar berkelipatan m dari
p(z), dapat disimpulkan bahwa p(z) mempunyai paling banyak (n —m)+m =n

akar di K. [ |

2.4.3 Lapangan Berhingga

Misalkan F' adalah suatu lapangan berhingga, maka F haruslah berkarak-
teristik p, dengan p suatu bilangan prima, dan F memuat 0,1,2,--- ,p— 1. Oleh

karena itu, F' D Z,, atau lebih tepatnya, F memuat suatu lapangan yang isomorfik
ke Z, [4].

Lema 2.4.73. [5]
Misalkan F adalah suatu lapangan berhingga dengan q unsur dan andaikan bahwa
F C K dimana K juga merupakan suatu lapangan berhingga, maka K mempunyai

q" unsur dimana n = [K : F].
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Bukti. K adalah ruang vektor atas F' dan karena K berhingga, maka jelaslah
K adalah ruang vektor berdimensi-hingga atas F. Andaikan bahwa [K : F| = n;
maka K mempunyai suatu basis dengan n unsur atas F. Misalkan basis tersebut
adalah vy, vs, - -+ , v, maka setiap unsur di K mempunyai suatu representasi tung-
gal dalam bentuk oyv; + @avs + - - + auv, dimana a;,as,--- ,a, € F. Dengan
demikian banyaknya unsur di K adalah banyaknya bentuk a;v) + asve+- - -+ anv,
sebagai barisan ay,aq,--- ,a, atas F. Karena setiap koefisien dapat mempunyai

g nilai, maka jelaslah bahwa K harus mempunyai ¢" unsur. "

Akibat 2.4.74. [5]
Misalkan F' adalah suatu lapangan berhingga;, maka F mempunyai p™ unsur di-

mana bilangan prima p adalah karakteristik dari F.

Bukti. Pandanglah F sebagai suatu grup penjumlahan dan misalkan |F| = f;
maka berdasarkan Akibat 2.2.28 diperoleh 1/ = f1 = 0 dengan 1 € F. Dengan
demikian F' berkarakteristik p untuk suatu bilangan prima p. Oleh karena itu F
memuat suatu lapangan Fp yang isomorfik ke Z,. Karena F;; mempunyai p unsur,

maka berdasarkan Lema 2.4.72 F mempunyai p™ unsur dimana m = [F : ;). B

Akibat 2.4.75. [5]

Jika lapangan berhingga F' mempunyai p™ unsur maka setiap a € F memenuhi

Syl

a¥ =q.

Bukti. Jika a = 0, maka pernyataan akibat tersebut benar secara trivial. Di sisi
lain, unsur-unsur tak-nol dari ' membentuk suatu grup perkalian dengan orde

p™ — 1, sehingga berdasarkan Akibat 2.2.28 diperoleh a?"~! = 1 untuk semua
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a # 0 € F. Jika kedua ruas persamaan tersebut dikalikan dengan a, maka

diperoleh a®” = a. n

Lema 2.4.76. [5)
Jika lapangan berhingga F mempunyai p™ unsur maka polinomial z¥" —z di Fz]

difaktorkan di F|z] sebagai zF" — z =[] cp(z — ).

Bukti. Berdasarkan Lema 2.4.71 polinomial z¥" — z mempunyai paling banyak
p™ akar di F. Akan tetapi, berdasarkan Akibat 2.4.74 diketahui bahwa p™ buah
akar yang demikian adalah semua unsur dari F'. Berdasarkan Akibat 2.4.69 dapat

disimpulkan bahwa 2" — z = [],z(z — A). =

Teorema 2.4.77. (5]
Grup perkalian dari unsur-unsur tak-nol dari suatu lapangan berhingga adalah

siklis.

Bukti. Misalkan F' adalah suatu lapangan berhingga dan G adalah grup perkalian
dari unsur-unsur tak-nol F', maka suatu polinomial berderajat n di F[z] mempu-
nyai paling banyak n akar di F. Dengan demikian, secara khusus, untuk suatu
bilangan bulat n, polinomial z" — 1 mempunyai paling banyak n akar di F, dan
demikian halnya di G.

Misalkan |G| = ¢g. Andaikan suatu unsur @ € G mempunyai orde sebesar
mungkin yaitu ¢", untuk suatu bilangan bulat r, maka unsur-unsur 1,a,a?,-- -,
a? ! merupakan ¢" solusi yang berbeda dari persamaan =¥ = 1. Dengan demi-
kian unsur-unsur tersebut merupakan q" akar yang berbeda dari polinomial z7" —1
di G.
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Selanjutnya misalkan b € G berorde ¢°, dimana s < r. Karena (b7)? " =
b?" = 1, maka unsur-unsur 1, a,a?, - - - ,a? ~! merupakan q" akar yang berbeda dari
polinomial 47" —1 di G, sehingga mengakibatkan b = a', dengani = 0,1,--- ,¢""L.

Dengan demikian, G adalah siklis. [ ]

Lema 2.4.78. [5]
Jika F adalah suatu lapangan berhingga dan o # 0, 8 # 0 adalah dua buah unsur

di F, maka terdapat unsur a dan b di F sedemikian sehingga 1 + aa® + Bb? = 0.

Bukti. Jika char F' = 2, maka F' mempunyai 2" unsur dan setiap z € F' me-
menuhi 72" = z. Dengan demikian, setiap unsur di F' berbentuk pangkat-dua.
Secara khusus, a~! = a? untuk suatu @ € F. Ambil a = 0 dan b = 0, maka
diperoleh 1 + aa’? + b =1+ aa"'+0=1+4+1=2-1=0, karena char F = 2.

Jika karakteristik F' adalah suatu bilangan prima ganjil p, maka F' mem-
punyai p" unsur. Misalkan W, = {1 + az?|z € F}. Andaikan bahwa 1 + az? =
1 + ay?, maka ar? = ay?, dan karena a # 0 maka 2 = 2. Dengan demikian
z = =y, sehingga untuk setiap r # 0 diperoleh sebuah unsur (1 + az?) € W,
dari setiap pasangan y dan —y, dan untuk z = 0 diperoleh 1 € W,. Dengan
demikian W, mempunyai 1 + % = ""zi unsur. Dengan cara yang sama,
W = {—Bz%|z € F} juga mempunyai 25 unsur.

Karena setiap himpunan W, dan Wz mempunyai lebih dari setengah unsur-
unsur F, maka W, N Wy # 0. Misalkan ¢ € W, N W3. Karena ¢ € W,, maka
¢ =1+ aa® untuk suatu a € F, dan karena c € Wy, maka ¢ = —3b% untuk suatu
b € F. Dengan demikian, 1+aa® = —3b? sehingga menghasilkan 1+aa®+ 3% = 0.
n
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BAB I11

WEDDERBURN’S LITTLE THEOREM

Pada bab ini akan dibahas tentang bukti dari Wedderburn’s Little Theorem.

3.1 Beberapa Lema Pendukung

Pada subbab ini akan diberikan dan dibuktikan beberapa lema dan akibat
yang akan digunakan untuk membuktikan Wedderburn’s Little Theorem dalam

skripsi ini.

Lema 3.1.1. (5]
Misalkan R suatu gelanggang dan misalkan a € R. Misalkan pemetaand, : R — R

didefinisikan oleh 6,(z) = ra — ax, maka

07(x) = za™ — naza™! + Mt g2ggn-? — 2=l 35603 4 .. 4 (—1)"ans.

Bukti. Perhatikan bahwa 62(z) = 6,(d,(z)) = d.(ra—azx) = (za — az)a — a(za —
az) = za? — 2aza + a’z. Kemudian 63(z) = 6,(62(z)) = (za® — 2aza + a’z)a —
a(za® — 2aza + a’z) = ra® — 3aza® + 3a’za — a’z.

Selanjutnya diasumsikan bahwa 6%(z) = za* — kaza*-! 4+ 251 g270k-2 _
Ae-Dk-2) 437053 1.. . .4 (—1)ka*z, maka 65+ (z) = 6,(6%(z)) = 0a(za* —kaza*1+
M) g2pak-2 — ﬂiﬂg}ﬂaaxak‘3 + -+ (=1)*a*z) = (za* — kaza*! + E(’E{_l).

—2_ k(k—1)(k—2 . " - "
a*za* 2——(—3);(—lasxak 34.. -+ (=1 kd*z)a—a(za* — kaza* 1+ﬂ%—lla2xa" 2_
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MEDED) 037053 4. . . 4 (~1)*akz) = (zak+! — kaza* + M N g2gak—1 — HE-(E-2)
a®za*-2+- - +(—1)*a*za)— (aza* —ka?za* 1+ ¥4 a3za* 2 4. . .4 (—1)*a**1z) =

1)k 1 (k+1)k(k—1 ¥
za**! — (k + 1)aza® + EtNEg2pqk-1 _ (ADEGE-1) (37002 4 .. 4 (_1)k+1ghHg,

Dengan demikian, berdasarkan induksi, Lema 3.1.1 terbukti. "

Akibat 3.1.2. [5]
Jika R suatu gelanggang dimana pr = 0 untuk semua z € R, dimana p adalah

suatu bilangan prima, maka 6¢" (z) = za”" — a”"z.

Bukti. Berdasarkan persamaan pada Lema 3.1.1, untuk n = p diperoleh 67(z) =
za? —pazaP~! + B q2pqr-2 — BR®-2) ;374p-3 4 ... | (_1)PaPz. Karena karak-
teristik R = p maka semua koefisien pada bagian tengah persamaan menjadi 0
dan menyisakan bentuk %(z) = za? + (—1)Pa’z.

Jika p = 2, maka 82(z) = za® + (-1)%a*z = za® + a’z = za® — a’x
karena karakteristik R = 2 mengakibatkan 1 = —1. Selanjutnya jika p merupakan
bilangan prima ganjil, maka diperoleh ¢2(x) = za? — aPz. Dengan demikian
0P(z) = za” — aPz berlaku untuk semua bilangan prima p.

Selanjutnya, dengan induksi akan ditunjukkan bahwa 62" (z) = za®" —
a”"z berlaku untuk semua bilangan bulat n. Untuk n = 1 diperoleh 67’ (z) =
za” — a”'z = za” — aPz. Kemudian asumsikan bahwa untuk n = k berlaku
8" (z) = za** — a’*z. Akan ditunjukkan bahwa untuk n = k + 1 juga berlaku
& (z) = 2o — Pz

Perhatikan bahwa 6" (z) = za?* — oz = 4%, maka o = (o) =
oF T = z(a” )P — (¥ )Pz = za?*"" — a”"z. Dengan demikian terbukti bahwa

67" (z) = za”" — a”" z berlaku untuk semua bilangan bulat 7. n
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Lema 3.1.3. [3]

Misalkan D adalah suatu gelanggang pembagian dengan karakteristikp > 0, Z(D) =
{z € D|zz = z2,Vz € D} adalah center dari D, dan P adalah lapangan prima
dengan p unsur, dimana P termuat di Z(D). Andatkan a € D,a ¢ Z(D) sedemi-
kian sehingga a”" = a untuk suatu n > 0, maka terdapat suatu = € D sedemikian

sehingga
1. zaxt #a,
2. zaz~! € P(a), lapangan yang diperoleh dengan menggandengkan a ke P.

Bukti. Pertama-tama, didefinisikan suatu pemetaan 4, : D — D oleh 4,(y) =
ya — ay untuk semua y € D. Kemudian, karena a algebraic atas P, maka P(a)
merupakan suatu lapangan berhingga dan mempunyai p™ unsur, untuk suatu
bilangan bulat m. Semua unsur P(a) memenuhi v*" = u. Berdasarkan Akibat
3.1.2, 08" (y) = ya*" — a”"y = ya — ay = &,(y), sehingga " (y) = 6a().
Sekarang, jika A € P(a), maka d,(A\z) = (Az)a — a(Az) = A(za — az) =
Ady(z), karena A komutatif dengan a. Dengan demikian pemetaan Al : D — D,
yang didefinisikan oleh AI(y) = Ay, komutatif dengan §, untuk setiap A € P(a)
(dengan perkataan lain, (AI)od, = §,0(AI)). Karena setiap unsur P(a) memenuhi
polinomial 4" —u, maka berdasarkan Lema 2.4.76 diperoleh " —u = (u—A;)(u—
Ag) -+ (u — Apm), dimana ); adalah p™ unsur yang berbeda di P(a). Dengan
menggunakan fakta bahwa (A;I) o 4, = &, o (\;]) untuk semua A; € P(a), maka

diperoleh

0=0" —6s= (6 — MI) 0 (s — Ao) 0+ 0 (8 = Apm])
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dimana (4, — AI)(z) = d(z) — Az.
Selanjutnya misalkan A\; = 0, dan andaikan untuk setiap ); # 0 diperoleh

(6 — MI) #0, Vy # 0 € D; maka

(62 — AeD) 0 -+ 0 (8, = ApmI)](z) # 0,Vy € D,z # 0.

Namun karena 0 = 62" —§, = 8,0(d,—A2I)o- - -0(86,—Apm ) maka diperoleh 8, = 0,
sehingga 0 = d,(y) = ya — ay mengakibatkan ¢ € Z(D). Hal ini bertentangan
dengan hipotesa bahwa a ¢ Z(D). Dengan demikian, terdapat suatu A # 0
di P(a) dan suatu z # 0 di D sedemikian sehingga (d, — AI)(z) = 0, yaitu
za —ax — Ar = 0. Karena \ # 0, maka zaz™! = a+ \ # a, dan karena A € P(a),
maka zaz~! € P(a). L

Lema 3.1.3 memberikan akibat berikut ini.

Akibat 3.1.4. [3]

razr~! = a' # a untuk suatu bilangan bulat i.

Bukti. Misalkan a berorde s, maka semua akar dari polinomial v* — 1 di la-
pangan P(a) adalah 1,a,a?,--- ,a*!. Karena (zaz™!)* = za®z™! = 1, dan
karena zaz~' € P(a), dengan zazr~! adalah suatu akar dari u®* — 1 di P(a),

maka raz~! = a'. ®

Lema 3.1.5. [5]

Misalkan D adalah suatu gelanggang pembagian berhingga sedemikian sehingga
setiap subgelanggang pembagian sejatinya adalah komutatif. Misalkan a,b € D

memenuhi ab # ba tetapi b'a = ab’, untuk suatu bilangan bulat t, maka b* € Z(D).
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Bukti. Misalkan himpunan Np(b') = {z € D|zb' = b'z}. Np(b*) merupakan
suatu subgelanggang pembagian dari D. Jika Np(b') # D, maka berdasarkan
hipotesa, Np(b') adalah komutatif. Namun a,b € Np(b*) dan ab # ba; akibatnya,
Np(b') tidak komutatif dan haruslah Np(b*) = D. Dengan demikian b* € Z(D).

Lema 3.1.6. [5]

Jika y € D sedemikian sehingga y" = 1, maka y = A'.

Bukti. Perhatikan lapangan C(y) = {c € D|cy = yc} yang merupakan perluasan
dari Z(D). Karena r adalah prima, maka unsur-unsur \°, A}, \?, ... A™"! € Z(D)
semua berbeda dan memenuhi Xy = yA'. Oleh karena itu \* € C(y),i =
0,1,--- ,7 — 1. Perhatikan bahwa polinomial p(y) = y" — 1 berada di lapangan
Z(D) dan X € C(y),i =0,1,--- ,r — 1 mengakibatkan p(A\*) = 0. Karena polino-
mial p(y) memiliki paling banyak r akar di lapangan C(y), maka jelaslah bahwa

y=A,i=0,1,--- ,r — 1. Dengan demikian, y € Z(D). E

Lema 3.1.7. (6]
Misalkan D adalah suatu gelanggang pembagian berhingga dengan char D # 2

dan andaikan terdapat a;,b; € D sedemikian sehingga
1. a1y = —bay # bay;
L al=b=aktl
3. terdapat suatu &, € Z(D) sedemikian sehingga 1 + €% — an?® = 0;

maka a; + Ebl + T]Glbl = 0.
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Bukti. Perhatikan bahwa (a; + &by + na; b)? = a? + £26? + n*ar1brarby + Earby +
Ebray + nafby + narbiay + Enbiarby + Enayb? = o + Ea + pPlay(—arby)by] = ofl +
£ —an’] =0.

Karena D adalah suatu gelanggang pembagian, maka a;, + &by +na;by =0. W

3.2 Wedderburn’s Little Theorem

Berikut adalah hasil utama dari skripsi ini, yakni bukti dari Wedderburn’s

Little Theorem.

Teorema 3.2.8. [3]

Setiap gelanggang pembagian berhingga merupakan suatu lapangan.

Bukti. Misalkan D adalah suatu gelanggang pembagian berhingga dan Z(D)
adalah center dari D. Jika teorema tidak benar untuk semua gelanggang pemba-
gian berhingga D, maka D dipilih sedemikian sehingga D memiliki orde minimal
di antara gelanggang-gelanggang pembagian non-komutatif. Dengan demikian,
setiap gelanggang pembagian berhingga dengan orde kurang dari orde D adalah
komutatif. Akan ditunjukkan bahwa asumsi mengenai gelanggang D ini akan
menuju pada suatu kontradiksi.

Setiap unsur taknol di D mempunyai orde berhingga, sehingga beberapa
pangkat positif dari unsur-unsur taknol tersebut berada di Z(D). Misalkan w €
D, maka orde dari w yang relatif ke Z(D) adalah bilangan bulat positif terkecil
m(w) sedemikian sehingga w™™) € Z(D).

Pilih suatu unsur @ € D,a ¢ Z(D) yang memiliki orde minimal yang
tepat relatif ke Z, dan misalkan orde ini adalah r. Diklaim bahwa r adalah
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suatu bilangan prima. Berdasarkan Akibat 3.1.4, terdapat suatu z € D se-
demikian sehingga zaz™' = a' # a, untuk suatu i € Z. Dengan demikian

2 —2

ax 1

1 = (zaz™')! = (a')' = a”. Dengan cara yang

= z{zar1)z™! = za'z"
sama diperoleh z"'az~("~1) = ¢""', Karena r adalah bilangan prima, dengan
menggunakan Teorema 2.1.14, diperoleh i"~! = 1+ru, untuk suatu bilangan bulat
i, sehingga "~ 'az=("~1) = a"' = a!*™ = ag™ = \a dimana A = a™ € Z(D).
Dengan demikian, z"'a = Maz""!. Karena z ¢ Z(D) dan berdasarkan sifat
minimal r, diperoleh 2"~ ¢ Z(D). Hal ini mengakibatkan X # 1.

Selanjutnya misalkan b = z"~!; dengan demikian bab~! = \a; akibatnya
A"a” = (Aa)" = (bab™!)" = ba"b~! = a" karena a" € Z(D). Hal ini mengakibatkan
A" = 1. Karena \" = 1, maka b™ = A"b" = (Ab)" = (a~'ba)” = a~'b"a, sehingga
ab” = b"a. Karena ab” = b"a dan ab # ba maka berdasarkan Lema 3.1.5 diperoleh
b" € Z(D).

Berdasarkan Teorema 2.4.77, grup perkalian dari unsur-unsur tak nol Z(D)
adalah siklis dan dibangun oleh suatu unsur v € Z(D). Dengan demikian a" =
"™, b" = 4™, untuk suatu bilangan bulat n dan m. Jika n = kr, dengan k adalah
suatu bilangan bulat, maka ()" = 1, sehingga mengakibatkan 5 = X' dan
menuju ke a € Z(D) (Lema 3.1.6). Hal ini bertentangan dengan a ¢ Z(D).
Dengan demikian r { n, dan dengan cara yang sama r { m.

Selanjutnya misalkan a; = a™ dan b; = b", maka a] = a™ = 4" = b =
b7 sehingga diperoleh a] = b] = a € Z(D). Kemudian karena ba = Aab maka
b = Aaba~!. Dengan demikian b" = A"(aba™!)" = A\"ab"a"!, dan b"a = A\"ab”

sehingga a = A"b~"ab™; akibatnya a™ = A\™*(b™"ab™)™ = AX™"b "a™b" sehingga




b"a™ = A™a™b". Dengan demikian diperoleh bja; = paiby, u = X™ € Z(D).

Karena A" = 1 dan r tidak membagi m maupun n, maka p # 1, tetapi u" = 1.
Sekarang perhatikan bahwa (b;'a;)? = (by'ay)(by'a;) = by (aib;V)ay =

bi'(ubr'ar)ay = pbi%al. Selanjutnya (b'ar)® = (by'a1)?(by'ar) = (ubi’a})

(b7 a1) = by *ax(arbi " )ar = pby?as (uby 'ar)ay = p2by*(ardy *)ad = by *(ubi'ay)a? =

p3b73ad = p*2b73a3. Jika dilanjutkan, akan diperoleh

(b]—lal)r o u1+2+"-+(r'—1)b;"'a; p— “r(r—l)/2.

Jika r adalah bilangan prima ganjil, maka (b;'a;)” = 1. Dengan demikian dipe-
roleh b;'a; = X' € Z(D) sehingga a; = A'b;. Perhatikan bahwa bja; = by(\ib;) =
(Afby)b; = ayby, berkontradiksi dengan bja; = paby, 1 # 1. Dengan demikian,
teorema terbukti jika r merupakan bilangan prima ganjil.

Jika 7 = 2, maka diperoleh dua unsur a? = b} = a € Z(D) dan u =
—1, karena p? = 1,u # 1. Dengan demikian bja; = —a;by # a;by; sebagai
konsekuensi, karakteristik D bukanlah 2. Berdasarkan Lema 2.4.77, terdapat
unsur £, 7 € Z(D) sedemikian sehingga 1+ ¢2 — an? = 0. Berdasarkan Lema 3.1.7

diperoleh bahwa a, + £b; + na;b; = 0. Namun
0= (11(01 + fbl -+ nalbl) + (01 + Ebl + na;bl)al = 2&21, =200 -',é 0.

Karena 0 # 0 adalah hal yang mustahil, maka kontradiksi ini mengakhiri bukti

dari Wedderburn’s Little Theorem. ]




BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan pada bab sebelumnya dapat disimpulkan bahwa terda-
pat suatu keterkaitan antara banyaknya unsur pada suatu gelanggang pembagian
dan operasi perkalian pada gelanggang tersebut, yakni jika gelanggang pemba-
gian mempunyai sejumlah berhingga unsur maka operasi perkaliannya bersifat
komutatif. Dengan demikian, gelanggang pembagian tersebut merupakan suatu

lapangan.

4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya penulis menyarankan untuk mengkaji bukti-
bukti lainnya dari Wedderburn’s Little Theorem, terutama yang melibatkan bi-

langan kompleks atau teori permutasi.
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