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ABSTRAK

Pemetaan dari ruang vektor V' ke ruang vektor W yang mengawetkan
operasi pada ruang vektor disebut pemetaan linier.Suatu pemetaan linier T:V — V
yang mengawetkan jarak antara dua titik yaitu ||T(x) — T(®)|l = ||(X — ¥)|| unuk
X,y €V disebut pemetaan isometri. Suatu pemetaan linier T: R™ — R™ yang
didefinisikan sebagai T(AX) = AX dengan A4 matriks ortogonal, X €
R™ merupakan pemetaan isometri.
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BAB1

PENDAHULUAN
LI.I Latar Belakang

Aljabar linier merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang
aplikasinya banyak di pakai diberbagai ilmu terapan. Pemetaan isometri
merupakan salah satu bagian dari aljabar linier.

Misalkan diketahui V dan W adalah ruang vektor dan T adalah sebuah
fungsi yang mengaitkan setiap vektor di V dengan tepat satu vektor di W.maka
dikatakan T memetakan V ke W dan dituliskan T : V — W. Nilai pemetaan T
untuk elemen ¥ € V ditulis T(X) yang merupakan elemen di W. Elemen T(X)
disebut peta dari X¥. Pemetaan dari ruang vektor V ke ruang vektor W yang
mengawetkan operasi pada ruang vektor disebut pemetaan linier (Budhi, 1995).
Pemetaan linier merupakan fungsi yang pemetaannya sangat berperan penting
dalam fisika, bidang teknik, ilmu sosial, dan berbagai matematika (Anton, 1991).

Suatu pemetaan linier dari T : V — V yang mengawetkan jarak antara dua
titik yaitu ||T(x) — T(@)|l = lIx — ¥Il, untuk setiap X,y € V disebut pemetaan
isometri (Budhi, 1995) . Pada skripsi ini akan dibahas sifat-sifat dari pemetaan
isometri.

1.2 Perumusan masalah

Dari latar belakang diatas, masalah yang dibahas adalah apa saja cirri-ciri
pemetaan isometri.
1.3 Manfaat Penelitian

Penelitian Ini diharapkan dapat memberikan manfaat pada pengetahuan
dan ilmu tentang pemetaan isometri. Dan juga dapat memberikan manfaat bagi

para pembaca dan tentunya bagi penulis sendiri.



1.4 Pembatasan Masalah

Dalam pembahasan ini penulis membataskan masalah ini pada masalah
pemetaan isometri pada R? dan R3.
1.5 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui ciri-ciri pemetaan isometri.




BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini dibahas pengertian-pengertian dasar yang merupakan konsep
awal untuk mempermudah pemahaman mengenai pembahasan pemetaan isometri.
Konsep-konsep dasar tersebut satu persatu akan dibahas berikut ini.

2.1 Invers Matriks

Definisi 2.1.1 (Jacob,1990)

Misalkan A matriks m X n. Jika L adalah matriks ukuran m X n dengan sifat
LA = I, maka L disebut matriks invers kiri dari A. Jika R adalah matriks ukuran
nxm dengan sifat AR = I, maka R disebut matriks invers kanan dari A. Jika B
kedua-duanya merupakan invers kiri dan invers kanan dari A, maka B adalah
invers dari A. Jika A mempunyai invers maka A dikatakan invertible atau matriks
non singular.

Contoh

1. Misalkan matrik A dan matrik B sebagai berikut :

1 2
a=(3 7 D)danB=|1 3) , apakah mairiks B kedua-duanya
B U —

merupakan invers kiri dan invers kanan dari A?... (maka B adalah invers dari A.

Jika A memiliki invers maka A dikatakan invertible atau matriks nonsingular).

Jawab
1
w-(y 2 (1 3)=6 D=

Jadi matriks A adalah invers kiri dari B atau B adalah invers kanan dari A.



1 2 1 0 0
BA=(1 3)(_31 ‘12 g):(o 1 o)

4 7 5 -1 0
Jadi matriks B bukan invers kiri dari A atau matriks A bukan invers kanan dari B
Jadi, karena matriks B tidak memiliki invers kiri dan matriks A tidak memiliki

invers kanan.Akibatnya B bukan invers dari A.

2. Misalkan matrik A dan matrik B sebagai berikut :

A= (_21 _35) dan B = G g) , apakah matriks B kedua-duanya merupakan

invers kiri dan invers kanan dari A7... (maka B adalah invers dari 4. Jika 4
memiliki invers maka A4 dikatakan invertible atau matriks nonsingular).

Jawab

A=(El _35)danB=:i g)

2 —5) (3 5

AB:(—1 3/ 12

G -

Jadi matriks A adalah invers kiri dari B atau B adalah invers kanan dari 4 .
_8NS 2 =5

BA“(1 2) (—1 3)
_k Oy
L (o 1) =1

Jadi matriks B adalah invers kiri dari A atau A adalah invers kanan dari 5 .

.. Karena matriks B merupakan invers kanan dan invers kiri dari matriks 4 maka

matriks 4 memiliki invers dan 4 disebut invertible atau matriks non singular



3. Misalkan matrik /' dan matrik (7,sebagai berikut :

2 . ;
120 2 5 /s
F=(0 1 Z)dan(}: 0 _1/5 2/5 , apakah matriks G kedua-
0 3 1 -
o s s

duanya merupakan invers kiri dan invers kanan dari F ?... (maka G adalah invers
dari F.Jika F memiliki invers maka F dikatakan invertible atau matriks

nonsingular).

Jawab
2 —4
1 20 1 s /s
F=(O 1 2) dan G=|0 ~l/ 2/
0 3 1 #
o 35 1Y
1 2 s

120
FGm(O 1 2) 0 ~Y. 2

g3 1 5
0 3/5 1/5

1 0 0
=(O 1 0)=I
0 0 1

Jadi matriks F adalah invers kiri dari  atau G adalah invers kanan dari F.

2/, -4
Bt/ s\ 2 0
GF=|0 “1/ 2/ (0 1 2)
& 0 % 1
0 3/5 1/5

1 0 0
=(0 1 O)=u’
0 0 1

Jadi matriks G adalah invers kiri dari F atau F adalah invers kanan dari G .
. karena matrik G merupakan invers kanan dan invers kiri dari matrik /" maka

matrik # memiliki invers dan F disebut invertible atau matrik non singular.



Definisi 2.1.2 (Jacob,1990)
Jika 4 matriks invertible maka invers 4 ditulis A~ .
Teorema 2.1.3 (Jacob,1990)
Misalkan 4 dan B masing-masing matriks invertible ukuran nxn maka AB
invertible dan (AB)'=B"14"1 .
Bukti
Missalkan 4 dan B masing-masing matriks invetible berukuran nxn maka AB
invertible dan (AB)™! = B~ 1A L.
Perhatikan bahwa,
(ABY(BlA)=A(BE A =AQA =48 =1,
dan
(B-'A"Y)(AB) = B"Y(A"'A)B=B"'I,B=B B =1,
Jadi (B~1A™1) adalah invers dari AB atauB~*A~! =(AB)".
Teorema 2.1.4 (Budhi, 1995)

Matriks berukuran 2 x 2 .

A= (i 2) mempunyai invers jika dan hanya jika ad — bc # 0 dan matriks

. . . -1 1 a _b
invers dari A adalah A~ = —. (_C d ) .

Bukti

b

d) adalah matriks berukuran 2 x 2.

Matriks A =(?

Misalkan (ﬁi f;z) matriks invers dari A,maka memenuhi AB = I dengan [/
3 3

adalah matriks indentitas berukuran (ordo) 2 x 2.



Perhatikan bahwa,
by b
AB = (g 3) (b; b:) = ((1) (1))

_(abl + bb3 abz + bb4) _ : | 0)

chy +db; c¢b,+db,) N0 1

Berdasarkan persamaan dua matriks diatas, diperoleh sistem persamaan,sebagai

berikut :

ab, + bb; =1 .. ..o o (i)
ch; 4 absy =0 i - = {H)
ab, + bby = 0 ... ... ... .. v..... (i)
cby  dby = 1... .S IV)

Eliminasi persamaan (i) dan (ii) untuk memperoleh nilai b, dan b;dengan a # 0
dan ¢ # 0.

Kalikan kedua ruas dengan ¢ pada persamaan (i) dan kalikan kedua ruas dengan a
pada persamaan (ii) diperoleh :

ach, + bch; = ¢

acbh, + adb; =0

acb, + bch; = ¢

ach, + adb; =0

(bc —ad)b; =
[~
b3 - bc—ad
- c
~ —(ad—bc)

- ()
ad—-bc

=—c -
e dengan ad — bc # 0



Dari persamaan (ii) di atas yaitu : cb; + db; = 0 disubstitusikan b; menjadi :

cb1+d( — )=0

ad—bc
d(-c)
Cbl:: _-ad-—bc
cd
ch =
1 ad—-bc
cd
bl SR ee———
c(ad-bc)

= ad‘ibc ,denganad — bc # 0

Diselesaikan persamaan (iii) dan (iv) untuk memperoleh nilai b, dan b, dengan
a # 0danc # 0.

ab, + bby = 0 ... . ciseseeeess (i)

cb, +dby=1.............(iv)

Kalikan ruas kiri dan ruas kanan dengan ¢ ke persamaan(iii) dan a ke persamaan
(iv) dengan a # 0 dan ¢ # 0 diperoleh :

ach, + bchy, =0

ach, + adby, = a

(bc —ad)by = —a

-a

by = bc-ad
. -Qa
~ —(-ad-bc)
a
= ,dengan ad — bc # 0.

Dari persamaan (iii) di atas yaitu : ab, + bb, = 0 disubtitusikan b; menjadi :

a —
ab, + b ad_bc) =0

ab
ad—bc




-ab

b, = a(ad-bc)

T _
—ad_bc,denganad bc #0

Jadi diperoleh matriks B = (b1 bz)
by b,

d -b
— | ad=bc ad-bc
-C a
ad-bc ad-bc

B= adl—bc [—dc _db]

Karena B adalah invers dari A, maka :

1 d

“b] S = $o - OFerbokt.
ad-bc L—¢ a

Al =
Contoh

Diketahui matriks A = [; g], tentukan invers dari matriks A ?

Jawab

1 d

-1 B
A ad—bc L—¢

_b] ,dimanaad — bc #0
a

- SoGele 7]

56154 [—89 —76]

3 %[_89 _76]

A—‘l




T

2.2. Tranpos Matriks

Definisi 2.2.1 (Spiegel, 1991)

Transpos dari sebuah matriks A adalah A" yang dibentuk dari A dengan
mempertukarkan baris dan kolom. Jadi jika A = (apq ). maka A” = (agp).

Contoh

5 il -

DiketahuimatriksA=[1 ..

Tentukankanlah matriks A” ?

Jawab

3 1
AT=|1 2].
4 4

Teorema 2.2.2 (Anton, 1991)
Jika ordo matriks A4 dan B memenuhi syarat perkalian matriks dan
penjumlahan matriks, maka :
1. (AN)T=A
2. (A+B)T=AT+BT
3. (kA)T = kAT, dimana k adalah sebarang skalar
4. (AB)T=BTAT.
Bukti
1. MisalkanA = (a;;), maka A™ = (a;;) = (b;;) dan (A")™= (b;;) =
(cir)-
Selanjutnya untuk setiap i dan j diperoleh

bij = aj; karena itu ¢;j = b;; + aj;

10



Sehingga (AT)T = A terbukti.

. Misalkan A = (a;;) dan B = (b;;)

A+ B = a;; + bj; = ¢;j dan ¢j; = aj; + bj;

(A+B)" = (aj+by)" =(cj)T = ¢i=(aji+bj= A" +B")
(terbukti).

. Misalkan 4 = (a;;), maka k(A") = k(a;;) = kaj;

= (kay;)" = (kA)T (terbukti).

. Misalkan A= (a,j) dan B = (bfj) maka elemen pada baris ke — i
dan kolomke-j dari AB adalah a;;byj + ajbyj + -+ + @i byj, yang
merupakan juga elemen pada baris ke-j dan kolom ke-i dari (AB)T .

Dilain hal baris ke-j dari B” adalah kolom ke-j dari B yaitu,

(byj, byj, ... , bnj) dan kolom ke-I dari AT adalah baris ke-I dari A yaitu

iy
Qjz
.Jadi elemen pada baris ke-j dan kolom ke-i dari BT A" adalah

QAin
ajq
aiz

(bljl bzf, wen g bﬂ]) : _—-(bljal'l + sz‘afz + Tl + bnj—am ).

Ain

Hal ini benar untuk semua i dan j,sehingga (AB)T = BT A" (terbukti).

i i i



2.3 Ruang Vektor

Definisi 2.3.1 (Anton and Rorres, 1994)

Suatu ruang vektor V atas lapangan F adalah himpunan V, yang unsur-unsurnya
disebut vektor-vektor, 0 disebut vektor nol, bersama dengan operasi biner
penjumlahan dan perkalian skalar di F yang memenubhi :

a. Untuk setiap u,v,w € V berlaku
. utveV
2. D=V
SRtV via
4, ut(v+tw)=(utv)+tw

b. Untuk semua u, v € V dan untuk setiap r,s € V berlaku :

1. rveV
2. lv=vw
3. Oov=0

4, rlut+v)=ra+rv

5. (r+s)v=rv+sv

6. r(sv)=(rs)v
Definisi 2.3.2 (Jacob, 1990)
Misalkan v;,vs.......,vn adalah vektor dan ry, ro,.....r, adalah skalar. Vektor w = v,
+ rvs +...+ ryv, dikatakan kombinasi linier dari vy, v2,....v,. himpunan semua
kombinasi linier dari vektor-vektor v1, v2,....vn disebut span dari v, va,....vq
yang di tulis sebagai span { vj, v2,....Vq}.
Definisi 2.3.3 (Anton and Rorres, 1994)
Jika V = { vi,va.....,v, } adalah himpunan tak kosong vektor-vektor, maka

persamaan

12



Kivi+kava+....+ kyvp =0
Memiiki paling tidak satu solusi, yaitu :
ki=0,k2=0,....ka=0
Jika ini satu- satunya solusi, maka V disebut sebagai himpunan bebas linier. Jika
terdapat solusi lain , maka S disebut sebagai himpunan tidak bebas linier.
Defenisi 2.3.4 (Jacob, 1990)
Misalkan V ruang vektor atas lapangan F, US V dan U # 0. U disebut subruang
dari V, jika U membentuk ruang vektor atas lapangan F terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian V.
Definisi 2.3.5 (Jacob,1990)
Misalkan V ruang vektor, UC V dan U # 0, U disebut subruang dari V jika dan
hanya jika :
1. uwveU, makau+velU.
2. keFdanue U, makaku e U
Bukti
(=) Misalkan U subruang dari V.
Akan ditunjkkan bahwa untuk setiap u,v € U dan k € F berlaku :
l. u+vel.
2. kue U, yaitu :
Ambil u,v € U dan k € F, maka :
1. u+veU(U tertutup pada penjumlahan )
2. ku e U ( U terutup pada penjumlahan )
Karena u,v € U dan k € F diambil sembarang maka untuk setiap u,v € U dan

k e F berlaku u,v € U dank ue U.

13




( & ) Misalkan untuk setiap u, v € U dan ke F, berlaku :

Akan di tunjukkan bahwa U subruang dari V, yaitu dengan menunjukkan :
L
» &

L

l. u+velU.

2. kueU

0OeU
Untuk setiap v e U maka —v € U, yaitu
Karena 0 € U, maka terdapat 0 € u sechinggau +0=u
Karena U# O ini berarti ada ul € U dengan syarat kul ¢ U,
Ambil k = 0 di peroleh Ou=0¢e U
JadiOe U
Akan di tunjukkan -ve U
Ambil v = 0 dengan syarat kv € U.
Pilih k = -1, maka :
-v=-v+0
=-lu+v
=ku+v

Jadi —v € U untuk setiap ve U

2.4 Hasil Kali Dalam

Definisi 2.4.1 (Cullen, 1993)

Hasil kali titik (dot product),atau hasilkali dalam euklides (Euclidean inner

product), bagi u = [u; U, ... u,)" danv = [v; v, .. v,]" didalam R™

didefinisikan sebagai u . v = wyv; + upv, + - + UV, .

14



Contoh

Diketahui vektor-vektor u =[1 2 3 4]",v=[4 -2 0 5]",danw=[4 0 0 -1]" di
dalam R* tentukan u.v,u.w,dan u.u?
Bukti
u.v=1x4+2x(-2) + 3x0 + 4x5 = 20,
u.w=1x4+2x0 + 3x0 + 4x(-1) = 0, dan
u.u=12+22+3+4°=30
Definisi 2.4.2 (Cullen, 1993)
Jika vektor u didalam R™, maka panjang atau norma, vektor u didefinisikan

sebagai

lull = V@ .u) = J@? + w2 + ..+ up?) = YT u

Definisi 2.4.3 (Cullen, 1993)

Dua vektor u dan v dalam R™ dikatakan ortogonal jikau .v =10

Contoh

Misalkan vektor u = [2 -1 0 3]"danv=[3 0 5 —2]" di dalam
R* Tentukan panjang vektor u dan apakah u . v dikatakan ortogonal?

Jawab

Diketahui:u=[2 —1 0 3]

Panjang vektor u adalah JJul| = /(u;2 + w22 + ... + u,2)

= J(22+-12+ 0% + 32)

=J@+1+0+9)

= V14

Apakah vektor u dan v dikatakan Ortogonal?

15



Jawab

Diketahui:u=[2 —1 0 3]Tdanv=[3 0 5 —2]"

u.v =2x3 + (—1) x 0 + 0x5 + 3x(-2)
=6+0+0-6
=0
Jadi,karena vektor u . v = 0, maka vektor u dan v adalah Ortogonal.
Definisi 2.4.4 ( Anton dan Rorres, 2004)
Hasilkali dalam (linear product) pada sebuah ruang vektor real V adalah sebuah
fungsi yang mengasosiasikan sebuah bilangan real (u, v) dengan sepasang vektor
u dan v di dalam V sedemikian rupa sehingga aksioma-aksioma berikut ini
terpenuhi bagi semua vektor u, v, dan w di dalam V dan semua bilangan skalar k.
1.{u,v) = (v,u) [Aksioma kesimetrian]
2.{u+wv,w)= (uw)+ (v,w) [Aksioma penjumlahan]
3. (ku,v) = k{u,v) [Aksioma homogenitas]
4.(v,v) =0 dan(v,v) =0 [Aksioma posifitas]
jika dan hanya jika v=10
Sebuah ruang vektor real memiliki sebuah hasilkali dalam disebut ruang hasilkali
dalam real (real inner product space).
Empat (4) aksioma diatas akan terpenuhi oleh teorema di bawah ini:
Teorema 2.4.3 (Anton dan Rorres, 2004)
Jika u, v dan w adalah vektor-vektor pada R" dan k adalah suatu skalar sebarang,
maka,
a. u.v=v.u

b. m+v).w=u.w+v.w
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c. (ku).v=k(u.v)
d. v.v = 0. Lebih lanjut, v. v= 0 jika dan hanya jika v = 0.
Bukti
a. Misalkan: u = (uy,uy, ... uy), v = (v4, V5, ... v, )adalah vektor-vektor pada R".
Perhatikan bahwa,
u.v=(uy, Uy, ...uy) . (V3,05 ...7)
= (U} Vy'+ Up. Vo west Uy V)
v.a= 0,05 .. 1) . (u,u,..u,)
= (vy. Uy + Vo Uy ... + Uy Uyp)
=(Up. v + Up.Vy o + Uy V)
Jadi terbukti w.v=v.u
b. Misalkan
u= (U, Uy, .. uy), 0= (V1,0 ...0),danw =
(wy, W, ...wp )adalah vektor — vektor pada R™.
Perhatikan bahwa,
(u+v).w=((Uy, Uy, ... up) - (01, V2, ... 1)) - (W, W, ... Wp)
= (uy + vy, Uy + Vg o Ut ) « (W, Wy, . Wy)
= (uy + v)wy + (Up + v)IWy o+ (Up +0)Wy
= (uywy + UgWy + - + UpWy) + (VW + VW, + - VW)
(u+v).w=u.w+v.w (terbukti).
c. Misalkan : u = (U, Uy, ... up), ¥ = (U4, Vy, ... v )adalah vektor-vektor pada R"
dan k skalar sebarang.
Perhatikan bahwa,

(ku) . v = (k(uy, U, - un))- (V1, V2, - Vp)
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= (ku,, kuy, ... kuy) . (vq,v,, ... v)
= (kuy. vy + k up. vy ... + kuy. vy,)
=k(u. vy + Uy Uy oo + Up. V)
=k(u.v)
Jadi terbukti (ku) . v=k(u.v).
2.5 Panjang Vektor
Panjang suatu vektor adalah panjang dari garis berarahnya, arah dari

vektor adalah arah dari garis sebenarya. Di R’ panjang vektor @ = u,,u,
diberikan oleh ||@|| = Ju,% + u,? yang dapat ditulis dalam ruas-ruas hasil kali

dalam titik sebagai ||@|| = V. u = (& ﬁ)lf 2. Dengan cara yang sama

|zl = Vir.u = (i, u) '/2 adalah vektor di R®, maka ||it]| = Jua? + up? + ug?
= Vi@ = (i, ) /2 (Anton, 1991) .
Definisi 2.5.1 (Budhi, 1995)
Misalkan V ruang vektor. Hasil kali dalam dua vektor u# dan ¥ di V adalah
bilangan yang ditulis (&, ) dan memenuhi sifat
(a). (u,v) = (v, u)
(b). (u, v + w) = (@, v) + (i, w)
(c). (sit,») = s(u,v)
(d). (&L, %) = 0; (&, %) = 0 jika dan hanya jikai = 0.
Ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam disebut ruang hasil kali

dalam.
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Definisi 2.5.2 (Anton, 1991)

Jika V adalah sebuah ruang hasil kali dalam, maka norm atau panjang vektor u
dinyatakan oleh ||&Z|| dan definisi ||| = (ﬁ,ﬁ)l/z.

Contoh

Carilah panjang vektor ¥ dan ¥ = (6, —8).

Jawab

Panjang suatu vektor atau norm ¥, dinyatakan sebagai ||i].

Norm suatu vektor # = (v,v,) dalam ruang berdimensi-2 adalah

Il = Vv? + vz?

= J(6)% + (—8)%2 = V36 + 64

=+v100 =10
Carilah panjang vektor % dan u# = (3, -8, 6).
Contoh
Jawab
Panjang suatu vektor atau norm i, dinyatakan sebagai ||]|.

Norm suatu vektor # = (u,u,u3) dalam ruang berdimensi-3 adalah

Nl = Jui? + up? + us?

=32 + (-8)? + 62
=V9+ 64+ 36

=109

=104
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2.6 Jarak Dua Titik

d(u,v) = J(ul —v,)? + (u; — v,)? = ||t — 7)) dengan cara yang sama,

di R? jarak antara dua titik & = (uy, u, u3) dan ¥ = (v, v, v3) diberikan

d(i, ) = (uy — )2 + (up — v3)? + (u3 — v3)? = [[u — 9|l (Anton, 1991).
Contoh

Carilah jarak antara titik % dan ¥ dimana @ = (-3, 6,2)danv = (2,— 4,1)
adalah titik-titik dalam ruang berdimensi-3.

Bukti

Karena i = (=3, 6,2)danv = (2, —4,1) adalah titik-titik dalam ruang

berdimensi-3 maka jarak antara kedua titik # dengan titik ¥ adalah :

du,v) = \/(71 — 002+ (U —v3)% + (uz — v3)? = llu — ||

=J(=3-2)2+ (6 - (-4))2 + (2 —1)?

=V (=5)? + (10)% + (1)?
=J25+100+1
=v126
=11,224.
Definisi 2.6.1 (Anton, 1991)
Jika V adalah sebuah ruang hasil kali dalam,maka jarak antara dua titik pada
vektor & dan ¥ dinyatakan oleh d(u,?) = ||u — ||
Contoh
Carilah jarak antara & dan ¥ dimana & = (3, 6 )dan v = (2, 4) adalah titik-titik

dalam ruang berdimensi-2.
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Bukti

Karena 4 = (3, 6 )Jdan v = (2, 4) adalah titik-titik dalam ruang berdimensi-2

maka jarak antara kedua titik i dengan v adalah :

da,v) =lu-vl= \/(7—& —11)? + (up — v3)?

=JB-2)2+(6—4)?
= J(1)? +(2)?

= 2.2361
2.7 Transformasi Linier
Definisi 2.7.1 (Anton, 1991)
Jika F : V- W adalah sebuah fungsi dari ruang vektor V ke dalam ruang vektor W,
maka F kita namakan tranformasi linier (linear transformation) jika
(i) F (u+v) = F(u) + F(v) untuk semua vektor u dan v di V.
(ii) F(ku) = kF(u) untuk semua vektor u di dalam ¥ dan semua skalar k.
Contoh |
Misalkan F : R? - R” tunjukan bahwa F adalah transformasi linear.
Jawab
Ambil sebarang u,v € R* dan k skalar.

Misalkan u = (x;.y;) dan v = (x2,y2)

Perhatikan bahwa :
(i) F(u+v) = (x1,y1 + X2.2) = (XiX2,, Y1ty2)
F(u) = (x1,y1) dan F(v) = (x2.y2)
Maka F(u) + F(v) = (x1,y1) + (X2,¥2)

= (X1,y1 + X2,¥2)
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= (x1+X2 , Y11Y2)

Jadi F (u + v) = F(u) + F(v).
(i) F(ku) = (k (x1,y1)) = k x1,ky;
kF(u) = k(x1,y1) =k x1,ky;
Jadi karena (i) dan (ii) maka F adalah transformasi linier.
Contoh 2
Misalkan F : R® — R3 adalah pemetaan “proyeksi” ke bidang xy.artinya, F adalah
pemetaan yang didefinisikan oleh F(x, y,z)= (x, y,0).Tunjukan apakah F linier?
Jawab
Misalkan v = (a, b, ¢) dan w = (a’, b’, ¢').
Maka F(v+w)=F(@a+a',b+b’,c+c’)
=(a+a’,b+b',0)
= (a, b, 0) +(a', b’,0) = F(v) + F(w)
Dan untuk sebarang skalar k,
F(kv) = F(ka, kb, kc)
= (ka, kb, 0)
=k(a, b, 0)
=kF(v).
Jadi F adalah linier.
Definisi 2.7.2 (Jacob,1990)
Misalkan T : V — W suatu transformasi linier.
1. Kernel dari T, ditulis ker(T) didefenisikan sebagai :
Ker(T)= { ve V| T(v) =0}

2. Image dari T ditul Im(T), didefenisikan sebagai :
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Im(T) = {T(v)| veV}

Definisi 2.7.3 (Jacob,1990)
Misalkan T : V — W transformasi linier.
B ={ vy, V..., ¥ } basis terurut di V
C={w, Wa,...., W, } basis terurut di W
Didefenisikan matrik [T]gc berukuran mxn dengan [T]sc = (a;) dimana untuk
setiap J skalar aj; ditentukan dengan tunggal oleh persamaan :
T(vj) =w=a;w; + ag; wat...... + ayWa
2.8 Ortogonal

Definisi 2.8.1 Ortonormal (Anton, 1991)

Sebuah himpunan vektor pada ruang hasil kali dalam dinamakan himpunan
ortogonal jika semua pasangan vektor-vektor yang berbeda dalam himpunan
tersebut ortogonal. Sebuah himpunan ortogonal yang setiap vektornya mempunyai
norm | dinamakan ortonormal.

Contoh

. > " 1 £Y o 1 1 A
Misalkan #; = (0,1,0),7, = (TE’O’E)'% = (5,0,—7—5), apakah himpunan
S = {9,,V,, 3} ortonormal ?
Jawab
Himpunan S = {¥y, ¥, 73} dikatakan ortonormal jika R® memmpunyai hasil kali

dalam Euclidis berikut :

(1,72} = (0 (5) + D@ + 0 (F) =0

(v2,75) = (0) () + WO + O (-5) =0

(v 73) = () (7) + ©O@ + () (~5) = ©

Karena (v, v,) = (v3,v3)= (v, v3) =0, maka setiap pasangan vektor

ortogonal.

Norm setiap vektor :

Iz, = J(0)2+ (1)2+(0)2 = V1=1
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7l = (&) + (0)z+(%)2 e L i)

|v3||—fv,_ ) +©@2+(-5) = [F+5=Vi=I

Jadi himpunan S = {94, V,, P3} ortonormal karena (v1 v} = (v, v3) = (v, D)=

0, maka setiap pasangan vektor ortogonal.

Definisi 2.8.2 (Cullen, 1993)

Dua vektor u dan v di dalam R™ dikatakan orfogonal jika w . v = 0. Suatu
himpunan vektor-vektor s = {uy,uy, ..., u,} di dalam R™ dikatakan saling
ortogonal jika vektor-vektor itu ortogonal sepasang-sepasang,dengan kata lain
u;.u; =0 jika i #j. Jika vektor-vektor di dalam himpunan S yang saling
ortogonal itu semuanya vektor satuan,maka  kita katakan himpunan itu
ortonormal; dengan kata lain, w;.u; =0 jika i #j dan u;u; =1 untuk
i =1,2,..., k. Himpunan ortonormal yang juga membentuk suatu landasan bagi

R™ dinamakan landasan ortonormal bagi R™.
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BAB I

PEMBAHASAN

3.1 Pemetaan Isometri
Suatu matriks ortogonal mengawetkan hasil kali titik seperti sifat berikut :
Sifat 3.1.1 (Budhi, 1995)
T:V -V yang didefinisikan sebagai T(X) = AX dengan A matriks
ortogonal, T mempunyai sifat mengawetkan hasil kali titik untuk dua vektor
Xdanydi V.
Bukti
Diketahui V X,y € V didefinisikan bahwa T(¥) = Ax,T(y) = Ay dengan A
matriks ortogonal.
Ambil sebarang X,y € V.

Perhatikan bahwa,

(T(x), T(®) = ((4%), (A¥) )

= (Ax)* (Ay)

=xt At Ay ( Perhatikan Teorema 2.2.2 (4) )
=x'1y ( Sifat Identitas )

— 3ty

=%.7

Definisi 3.1.2 (Anton dan Rores, 2004)
Sebuah matriks bujur sangkar A yang memiliki sifat A™* = A" disebut sebagai

matiks ortogonal.
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Definisi 3.1.3 (Budhi, 1995)

Pemetaan linear T :V — V disebut pemetaan isometri pada V, jika T
mengawetkan jarak dari dua titik, yaitu ||T(x) — T(3)|| = ||x — Y|, untuk setiap
x,y €V, maka |IT(x)— T =ITE -yl =G -yl dan |IT)] =
IOl atau TGO = G-
Teorema 3.1.4 (Budhi, 1995)
Misalkan A merupakan matriks ortogonal berukuran n X n, maka || Ax|| = ||x]|,
untuk semua vektor x di R™.
Bukti
Misalkan A matriks ortogonal yang berukuran nxn,ambil X € R™.
Perhatikan bahwa nilai dari ||Ax||? = ((Ax), (AX)) (Perhatikan Deinisi 2.5.2)

= (Ax)"(Ax)

=RA" A%

= TR (Sifat Identitas)

¥ho¥

xX.X

= ||x||*
Il Axl = lixll -
Pemetaan linier T(X) = AX dengan A matriks ortogonal merupakan isometri,
tetapi sebaliknya juga berlaku seperti dinyatakan teorema berikut ini.
Teorema 3.1.5 (Budi, 1995)
Jika pemetaan linier T : V — V yang didefinisikan sebagai T (X) = Ax merupakan

pemetaan isomerti, maka A matriks ortogonal.
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Bukti

Pertama, karena T pemetaan isometri, maka

IT@E) - T = IIE - DI (perhatikan definisi 3.1.3)

ITGE - T = T - PII?

={T(x - H{TE -

IT(E) — TR =A== (=T mrremsmnsss s o0s st sis e ssmes (311
Perhatikan bahwa, karena T pemetaan isometri, maka ruas kiri dari (3.1.1) :
ITx) = T@I? =(T(x) -TG),T&) - TG))
= (T(X) — T(H), T(®) = (T&E) = TGF), TH)) - ovs oo .. (definisi 2.3.1. (b))
= (T(®),T(X) — TG)) = (TF), T(&E) = TF)) - - ... ... (definisi 2.3.1. (a))
=(T(%),T(®) —(T@,TG)) — (TG, T(X) — (T(F), T(F))]...(definisi2.3.1.(b))
= (T(x), T(X)) — (T(X), T(M) — (T (X), T(?)) — T (), T(F))].(definisi 2.3.1.(a))
= (T(%), T(x)) — (T(®), TG) — (T, TG) + (TF). TG))
= (IT@IP) - 2T, T & TG ... . . ssimmminiions. (3.1.2)
Ruas kanan dari (3.1.1) :

(F-9G-N=(x-y,x)—(x—7.7)

_—'(X, f)_(fr)_’)_[<)_’v f)_ (y'-)_’ )]
= (%, X)—{BF) — (¥, Ttk Y )
= (

= ( JEIP 2R P I ) it B e e P rsrs = oan e snn o oon (3.1.3)

k)~ (BYr - A,V T B)

=

Karena berlaku definisi 3.12 yaitu T||®)|l = [|@|l dan Tl = Il Dari
(3.1.1), yaitu (3.1.2) sama dengan (3.1.3) menjadi :
2T, TG )= —2(x,¥)
(T@),TH)) = (x,¥)
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(T, TH))= %y
Jadi, terbukti T mengawetkan hasil kali titik.
Kedua, akan dibuktikan A matriks ortogonal. Karena T mengawetkan hasil kali
titik dan untuk setiap vektor X dan ¥ eR™ berlaku,
(A%.Ay) = (%.7)
Perhatikan bahwa,

(A% .Ay) = (X.7)

(Ax)" (Ay) =(x.¥)

XA AF = A5IT (Sifat Identitas)

XA A= 5

Khusus untuk ¥ dan ¥ yang merupakan elemen dari basis standar, disimpulkan
bahwa A®A = I, atau untuk sebarang X dan ¥ €R"™, maka haruslah A*A = I, maka
A adalah matriks ortogonal.
Contoh |
Diberikan 7': R> = R’

N e
( ) hS (cos (7] sin 9) apakah T merupakan suatu pemetaan isometri?

y sinf cosé@
Bukti
Diketahui :
T:-R-F
G) - (gﬁf g Zii“ag
Mitan = (570 900,k = (57, 20
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Perhatikan bahwa,

_ ( cosB

ATA =
—sinf@

_ ( cos%0 + sin’@
—sinf.cosf + sinf.cos b

(o v

el

—sin@

sinf cos0O

—sinf.cos@ + sin 0. cos 6‘)
sin%0 + cos?*0

=~ T suatu pemetaan isometri

Misalkan diberikan titik 4 = (2, 1) dan titik B = (5, 5). Berapa jarak antara

AkeB?

Bukti

Diketahui titik 4 = (2, 1) dan titik B= (5, 5)

Jarak A ke B adalah

d(A,B) = \/(711 — by)? + (a; — by)?

=,(2-5)2+(1-5)?

=J(=3)2+ (-2 =9+ 16 =25

()= (S

0
2 ((s:;)rf 0

) ZCosﬂ—sinB)
~ \2sin@ + cos@

()=

0
- (2?1: ]

_ (5(:039 — 5siné
5sin@ + 5cos@

—sinf
C(S)lsne )

—sin @\ (2
cos0 ) (1)

—sin@
cos @

—sin @\ (5
cos ) (5)
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Misalkan dari persamaan (i) dan persamaan (ii) diperoleh titik A" = (2cosf —
sinf, 2sin@ + cos@) dan titik B’ = (5cosf — 5sin @, 5sin 6 + 5cos8),dapat

dihitung jarak A’ ke B’ adalah

d(A',B") = J(a'y — b'{)? + (@', — b'3)?

\[((2(:039 — sinB) — (5cos@ — 5sin 9))2 +((2sin@ + cosf) — (5sinb + 5cost9))2

= /(—3cos@ + 4sin 8)? + (=3 sin O + 4cos6)?

= \/(—3c0s6 + 45in8).(—3cos8 + 4sin ) + (—3sin & + 4cos8). (—3 sin 8 + 4cos6)

= V165in260 + 9cos20 — 24sinfcos + 9sin20 + 16cos20 + 24sinbcosd

= \/25sin260 + 25co0s2%60

= /25(sin?8 + cos?8) = \/25(1)

=3

=50 & . L . ... e (**)

Jadi, dari persamaan (*) dan persamaan (**) dapat disimpulkan bahwa T R - R
mengawetkan jarak antara dua titik, karena jarak pemetaan sebelum dipetakan dan
setelah dipetakan sama, ini disebut pemetaan isometri (Budhi, 1995).

Contoh 2

Diberikan T: R’ -» R

|
-qlm-.llms.uw
NN |lWwNIN
|
q'uqlwac\
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Bukti

Diketahui :

Diberikan T : R’ - R°

3 2 6
X 7 7 7
L= 3 2
y Y 7 7
Z 2 6 -3
7 7 7
el Ve 3" -6''2
7 7 7 7 7 7
. 6. 3 W2 20 3
MisalkanA=| — = = |,makad"=|= = =
e 7 7 Y 9
2006 =3 Sz -3
7 7 e e
Perhatikan bahwa,
8 2 W6 Sl —u 2
7 7 % 7 A7 7
-6 3 2 2 . aF &
AAT=|— = = - = =
207 W g 0 7
2 6 -3 6l2 =3
7 T 7 7 § 71 05
9+44+36 -18+6+12 6+12-18
49 49 49
| —1846+13  36+9+4  -12+18-6
[ 49 49 49
6+12—-18 —12+18-6  4+36+9
49 49 49

3. 00U
= (0 1 0).
0 01

= T suatu pemetaan isometri.

Misalkan diberikan titik 4 = (2, 1, 0) dan titik B = (5, 5, 0). Berapa jarak antara 4

ke B ?
Bukti
Diketahui titik 4 = (2, 1, 0) dan titik B= (5, 5, 0)

Jarak A ke B adalah
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8 -9 10

Misalkan dari persamaan (i) dan persamaan (ii) diperoleh titik A" = (;, 4 7)

.l 25 —15 40 .
dan titik B’ = (—’, ”,—). sehing
7 7 7 =

ga jarak A’ ke B' adalah

| d(A',B") = \/(U'l —b'1)? +(a’',— b',)? + (a'5 — b'3)?

- (E_§)2+(;"+l§)2+(ﬂ_"_ﬂ)2
7 7 7 7 7 7

289+36+900 _  [1225
- 49 T Al 49

Ln

Jadi.dari persamaan (*) dan persamaan (**) dapat disimpulkan bahwa T : R" - R’
mengawetkan jarak antara dua titik, karena jarak pemetaan sebelum dipetakan dan

setelah dipetakan sama, ini disebut pemetaan isometri (Budhi, 1995).
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BAB 1V

PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Dari penjabaran dan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat ditarik
kesimpulan bahwa, suatu pemetaan linier T : V — V yang mengawetkan jarak
antara dua titik yaitu ||T(X) — T = ||(Z — )|| untuk %,y €V disebut
pemetaan isometri. Suatu pemetaan linier T : R™ — R" yang didefinisikan
sebagai (Ax) = AX , X € R™ disebut Pemetaan Isometri jika dan hanya jika A4

matriks ortogonal.
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